SESSION 2026

CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE PC

EXERCICE 1
Réduction de matrices par blocs

Partie I - Etude d’une premiére forme

I.1 - Etude d’un exemple

T AT
Q1. M" = <£T §T> = (ﬁ 2) = M. Donc, M est symétrique réelle puis M est diagonalisable dans .4 (R) d’apreés

le théoréme spectral.

10 1 0
02 0 2 . ) . s
Q2. M = 1 0 1 ofpus en développant suivant la premiére colonne,
0 2 0 2
U0, d Y X-2 0 -2 0o -1 0
XM ={ 4 0 X—1 0 =X-=1)| O X—1 0 |—|X—=2 0 -2
0 5 0 X—2 —2 0 X—2 —2 0 X-2
oy 2 X=2 =2 X-=2 =2
=X=1) -2 X-=2 -2 X-=2

=((X=1)2=1) ((X=2)2 —4) = X(X —2)X(X —4)
=X?*(X—=2)(X—4)

Donc, Sp(M) = (0,0,2,4).

Q3. Les valeurs propres de M sont positives et donc M est positive. Mais 0 est valeur propre de M et donc M n’est pas

définie positive.
I.2 - Réduction de la matrice M
Q4. Un calcul par blocs fournit

1 _
Donc, P est inversible et P! = 3 Gn In)'

Q5. Un calcul par blocs fournit

1 /1, —I A A I I 1/0 0 I I
—1 — n n n n _ n n
=g (i ) () (G ) =2 ) (5 1)
_(On On
T \0n 2A

Donc, la matrice M est semblable & la matrice D = On On )
0n 2A

XIn On
On XIh—2A

A A —In

Q6. Un calcul par blocs fournit xpm = xp = det ( ) = det (XI,,) x xdet (XI,, —2A) puis,
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X X
XM = XM 2" det (zln — A) — annXA (3) )

Ainsi, si Spe(A) = (A1,...,An), alors Spe(M) = (0,...,0,2A1,...,2A4).
Q7. Soit R=0Q <§) Un calcul par blocs fournit
d X qOIn On
On On d doln ~ On )
R(D) = = = .
(D) éqk (on A) On ZoqkAk (on Q(A)
k=

Par suite, R(D) =0, & Q(A) =0n et qo =05 Q(A) =0, et Q(0) =0.

Q8. Si A est diagonalisable, il existe un polynéme Q scindé sur R, a racines simples, annulateur de A. Si 0 est racine de

X
Q, le polynéme R = Q (§> est annualateur de D, scindé sur R, & racines simples et si Q(0) # 0, le polyndéme Q; = XQ

X
est annulateur de A, scindé sur R & racines simples et s’annule en 0 puis R = Q (f) est annualateur de D, scindé sur
R, & racines simples. Donc, D est diagonalisable puis M est diagonalisable car semblable & D.

Si M est diagonalisable, alors D est diagonalisable puis il existe un polyndéme R scindé sur R, & racines simples, annulateur
de D. De plus, 0 est valeur propre de D (car la premiére colonne de D est nulle et donc D n’est pas inversible) et donc
0 est racine du polynéme annulateur R. Par suite, le polynéme Q = R(2X) est annulateur de A, scindé sur R, a racines
simples. A est donc diagonalisable.

On a montré que M est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

Partie II - Etude d’une seconde forme

., " Ak KAk
Q9. Montrons par récurrence que pour tout k € N, M* = 0 Ak |-
n
e Le résultat est vrai pour k = 0 (si on adopte la convention A® =1, et M® = I,,,).
k k
e Soit k > 0. Supposons que M* = (A kAk ) Alors,
0n A
Ak KA\ /A A ARFT (k4 1)AKRH!
k+1 _ apk _ _
M =M ><7\/l_<On Ak)<0n A>_<0n Ak+1 .

Ak kAk)

On a montré par récurrence que pour tout k € N, M¥ = ( 0 AK
n

d
Q10. Soit Q = Z quk € R[X]. Le résultat est vrai si d =0 car qolon = (qun On ) Supposons maintenant d > 1.

k=0 On qOIn
d d d d
a a A Ak > quA* ) kqeA® D> quA* ADY kqART!
k — — — —
Q(M):quM :qu(on Ak>: k=0 kdo = [*=° kd1
k=0 k=0 On Z qkAk On Z qkAk
k=0 k=0
_ <Q(A) AQ’(A)>
On Q(A) /-

Q11. L’égalité S(M) = 02y, fournit en particulier S(A) = 0, et donc A est diagonalisable (car S est scindé sur R a racines
simples). Il existe donc P € GL,(R et D = diag(A1,...,An) € Zn(R) telles que A = PDP~'. Mais alors, en posant

d
S= Z Ska,
k=0
d d
S'(A)=) ks AT=P <Z kska’> P~1 =PS/(D)P" = Pdiag (S’ (A1),...,S" (An)) P~ 1.
k=1 k=1

Ceci montre que S’(A) est diagonalisable et que Sp(S’(A)) = (S’ (A1),...,S" (An)).
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Q12. Puisque S est annulateur de M et donc de A, les valeurs propres Ay, ..., Ay, de A sont racines du polynéme annulateur
S. S étant a racines simples, aucune des valeurs propres de A n’est racine de S’. Puisque Sp(S’(A)) = (S’ (A1),...,S" (An)),
0 n’est pas valeur propre de S’'(A) et donc S’(A) est inversible.

Si M est diagonalisable, il existe S € R[X], scindé sur R, & racines simples et annulateur de M. Le polynome S vérifie
S(A) = AS’(A) = On. D’aprés le début de la question, la matrice S/(A) est inversible et donc simplifiable. L’égalité
AS’(A) = 0, fournit A = 0,,. Réciproquement, si A = 0, alors M = 0, est diagonalisable.

En résumé, M est diagonalisable si et seulement si A = 0y,.

EXERCICE I1

Autour de la loi géométrique

Partie I - Etude de la variable aléatoire S,

Q13. Pour tout k € [1,n], Xi(Q) = N* et pour tout £ € N*, P (X =€) =p(1 —p)* .
n

n
Pour tout w € Q, Sy, Z Xk (w) = Z] =mn. Donc, $,,(Q) C {n,n+ 1,n+ 2,...}. Inversement, soit p € N. Soit
k=1
w € Q tel que Xj(w)=p+ 1 E N* et pour tout k € [2,n], Xx(w) =1. Alors, n+p = Sn(w) € Sx(Q).

On a montré que S, (Q) ={n,n+1,n+2,...}

—P . NP ,
. Ensuite, par linéarité de ’espérance,

Q14. On sait que E (X;) = :—) et V(X7) =

p2
n
Z E (Xx) = np.
k=T
Ensuite, les variables Xy étant indépendantes et donc deux a deux indépendantes,
n
=) V(X 17;1;).
k=1 p

Q15. Soit t € [—1,1]. (Y=Xk) tk’ =P(Y = k)|t|* < P(Y = k). La série de terme général P(Y = k),
k € N, converge et donc la série de terme général P(Y = k)tk converge absolument et donc converge.

La fonction Gy est définie sur [—1, 1] au moins et en particulier, le rayon de convergence de la série entiére de somme Gy
est supérieur ou égal a 1.

Q16. Soit t €] — 1,11

pt - (car[qt] < 1).

Gx, (t qu“ "t = ptZ qt)*

Ensuite, les variables aléatoires X1, ..., X;; sont indépendantes et il est de méme des variables aléatoires e
On en déduit que

tX4 tXn
s .

., e

t = Xk _ - tXk) — t "
Gsn(t)_E(eS“)—E<geX)-EE(eX)—<]eq> .

+oo
Q17. Pour x €] — 1, 1], posons f(x) = ]]TX = Z x*. En dérivant n — 1 fois, on obtient pour x €] —1,1],
k=0
(n—1)! *Z‘” k! o) e (kEn =11
_— = —_—X = Z X,
(1—x)m Nt (k—(n—1))! = k!
1 S (k+n—1) & /k+n—-1\ ,
etdonc, pourtouth]—],][,m—me = ( n—1 )X .
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Par suite, pour tout t €] — 1, 1],

+oo 400
Gs. (1) = (pU™(1—qt) ™ = (pv" Y (k?: ‘)(qt)k -y (kj:] 1>pnqktn+k

k=0 k=0
_Z( )nkntk

Par unicité des coefficients d’une série entiére, on en déduit que

Vk>m, P(Sn = k) = (Ej)p“qk n,

Partie II - Loi de la variable aléatoire V,,

Q18. Soit k € N (y compris k = 0).

+oo
1
P = 3R =0= 3 bt - pet -
f=k+1 f=k+1 q

Q19. Soit k € N. Vo, <k & Vi € [1,n], Xi < ket done {Viy < k} = [ {Xi < kJ. Par suite,

las
| |

Mx <k )

i=1

:ﬁj\

P (X; < k) (car les variables Xy, ... , X;, sont indépendantes)

i=1

|
.::

(1-PXi>Kk)=(1-q""

i=1

Q20. On sait que V;, est d’espérance finie si et seulement si la série de terme général P (V,, > k), k > 1, converge et que
dans ce cas

+oo +o0o
E(Va)=) P(Va2k)=) P(Va>k)
k=1 k=0
Mais, puisque q €] — 1, 1], qkk—+> 0 et donc
]P’(Vn>k):1—(1—qk)nkﬁz+ 1—(1-nq*+0(q")) =ng*+0(q"),

et donc P (V, > k) o ng* > 0. La série géométrique de terme général ng* converge et donc, la série de terme général
—+oc0

P (V,, > k) converge et de plus,

+oo +oo
E(Va)=Y PVa>k =) (1-(1-a9").
k=0 k=0

Q21. Soit k € N*. {V;; < k} est la réunion disjointe des événements {Vy, < k — 1} et {Vi, = k} (y compris quand k =1 car
{Vn €0} = 2). Donc,

P(Va=K =P(Vy <k -P(Vy<k—1)=(1-g%"—(1—-q“")" (y compris si k = 1).
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Partie III - Equivalent de l’espérance de V,

Q22. La fonction ¢, est dérivable sur [0, +ool et pour tout x € [0, o0, @], (x) = (q)qX (1— q")n_1. Ensuite, puisque
q €]0,1[, pour tout x € [0,4+o0[, g* €]0,1] puis 1 — gq* > 0 et donc ( —q ) > 0. Comme In(q) < 0, pour tout
€ [0, +ool, @, (x) < 0. La fonction @y est donc décroissante sur [0, +ool.

La fonction @, est continue sur [0, +ool. De plus, x>@,(x) ~ nx?q® = o(1) d’aprés un théoréme de croissances
X—+00 X—+00
1
comparées. Donc, @n (x) =0 <—2> puis la fonction @, est intégrable sur un voisinage de +oco.
X— 400 X

On a montré que la fonction ¢, est intégrable sur [0, +ool.

Q23. E (V, Z ©n (k). La fonction ¢, étant décroissante sur [0, +oo[, pour tout k € N,

k+1
L on(x) dx < (k+ T 1) n (k) = @n(k).

En additionnant membre & membre ces inégalités, on obtient

+o00 +00 k41 +o0o
| e =3 [ et ar< Y ol =E (V..
0 k=0"k k=0
k “+oo +oo .k +00
De méme, pour k € N*, ¢, (k) < J ©n(x) dx puis Z on(k) < ZJ Pn(x) dx = J @n(x) dx et finalement,
k—1 — = Jk—1 0
+oo
Z on(k) <1 +J @n(x) dx. On a montré que
0
+oo oo
J Pn(x) dx <E(Vy) <1 +J on(x) dx.
0 0

Q24. La fonction x — 1 — g* est de classe C' sur [0, +oo[, strictement croissante sur [0, +oo[, bijective de [0, +oo[ sur
[0, 1[. On peut donc effectuer le changement de variables u =1 — q* et l'intégrale obtenue aprés changement de variable
est convergente.

1 1
=1—g* fournit x = —— In(1 —u) puis dx = ——————— du. On obtient
| n(q) P In(q)(T— )
“+o0 “+oo -I 1 ]_un
n(x) dx = 1—-(1—-q))dx=———| ———— du.
J, on L (-0-a"a=—p | 528
1 n—1 — n
Q25. L 1] _— L Z uk du = Z D Z l et donc, pour tout n € N*
k=0 k=0 k=1

K‘ |

n n
s . . ) ) R 1
D’aprés le résultat admis par ’énoncé, les membres extrémes de cet encadrement tendent vers —m quand n tend vers
n

E (Vn)
In(m) n—too In(k)
In(n)
T‘L*)NJFOO _ln(q) )

EXERCICE 3

Résolution d’une équation différentielle non ordinaire
Partie I - Généralités
Q26. S, C D(R,R) et 0 € Sy. Soient (f,g) € (SA)Z et (,B) € R?. Pour tout x € R,

+00. Le théoréme des gendarmes permet d’affirme que ou encore que

E(Vn)

(af +Bg) (x) = of'(x) + Bg’(x) = af(Ax) + Bg(Ax) = (f + Bg)(Ax)
et donc Af 4+ pg € Si. Ceci montre que S, est un sous-espace vectoriel de D(R,R).
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Q27. Immédiatement S; = {x — ae*, a € R}.
Q28. Soit f € Sy. Pour tout x € R, f/(x) = f(0) et donc f’ est constante puis f est affine. Posons pour tout x € R,
f(x) =ax+bou (a,b) e R%. fe Sy & Vx € R, f'(x) =f(0) & a =b. Donc,

So={x—ax+1), aeR}L

Q29. Soit f € S_7. Alors, pour tout x € R, /(x) = f(—x). La fonction x — f(—x) est dérivable sur R et donc la fonction
f’ est dérivable sur R ou encore la fonction f est deux fois dérivable sur R. En dérivant une nouvelle fois, on obtient pour
tout x € R, f”(x) = —f'(—x) = —f(x) et donc " + f =0.

Ainsi, nécessairement il existe (a,b) € R? tel que, pour tout x € R, f(x) = a cos(x) + bsin(x). Réciproquement, soit f une
telle fonction. Pour tout x € R,

f'(x) — f(—x) = (—asin(x) + b cos(x)) — (acos(x) — bsin(x)) = (b — a)(cos(x) + sin(x)),
puis €S 1 & a=b. Donc, S 1 = {x— a(cos(x) +sin(x)), a € R}.

Partie II - Solutions développables en série entiére

(n+1)n/(n+])!
n(n 1)/nl

série entiére de l’énonce est égal & +o0.

}\ n
= A — 0. D’aprés la régle de d’ALEMBERT, le rayon de convergence de la
n+1 no4oo

Q30. Soit n € R.

Q31. On sait que @ est dérivable sur l'intervalle ouvert de convergence R et que sa dérivée s’obtient par dérivation terme
a terme. Donc, pour tout x € R,

“+o00 n “+00 n +oo n 1
n(n 1) o n(n71)+nx - n n+l) X n(n 1)
=20 =D AT =) A Z A T
=0 n=0 n=0
"(x).
Donc, @ € Sa.
Q32. Sous 'hypothése Ry = +o0,
+oo +oo +oo
f'(x) — f(Ax) = Z napx™ ' — Z AMapx™ = Z Mm+Danp1x™ Z A a,x™
n=1 n=0 n=0

+o0o

= Z (n+MNani —A"an)x™

puis, par unicité des coefficients d’une série entiére,
fESLSWER, f'(x)—f(Ax)=0&vneN, n+1)ani1 —A"a, =0.

Q33.

Anfl Anfz A 1
X m X .o X E X T(lo

—1 —1
71(712 ) ?\“(“2 )

Tao(:)VneN, an, =

vyneN, (n+1an —A"an =0&Vne N a, =

@VHEN*, an = ap.

n!

Ainsi, si f est une solution de Sy sur R, développable en série entiére sur R, nécessairement il existe ap € R tel que
f=aopp.

Réciproquement, d’aprés la question Q31, les fonctions de cette forme sont développable en série entiére sur R et solution
de Sy sur R. Finalement, f est solution de (E,) si et seulement f € Vect(¢p).
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Partie IIT - Détermination de toutes les solutions

Q34. Montrons par récurrence que pour tout n € N, f est de classe C™ sur R et que pour tout t € R,

(n—1)

f) =A"2 f(\"t) (2,).

e La formule est vraie quand n = 0.

n(n—1)

e Soit n > 0. Supposons (P ). f est de classe C™ sur R et pour tout t € R, f(™(t) =A~ z  f (A™t). Maintenant,
f est de classe C! sur R car pour tout t € R, f/(t) = f(At) et donc f(™) est de classe C! sur R ou encore f est de
classe C™*! sur R. En dérivant, on obtient pour tout t € R,

(n—1) n(n-+1) n(n+1)

/ n
() = (F0) () = AT AN AN = AT AT ) = AT (A ).

On a montré par récurrence que pour tout n € N, f est de classe C™ sur R et que pour tout t € R, f(™(t) = AT g (A™).

Q35. Soit x € [—a, a]. La fonction f est continue sur le segment [—a, a] et en particulier, la fonction f est bornée sur ce

segment. Donc, M = [[f|| (_, 4 < +oo.
Soit n € N. Pour tout t € [—a, a],
—t" —t™ | nen M((2a)™
jgn ()] = X ety = B e gy « MET ey e o,
M(2a)™ M(2a)™

— 0 et donc

. D’aprés un théoréme de croissances comparées,
n! n—+o0

puis HgﬂHoo,[fa,a} <

HgnHoo,[—a,a} nﬂoo 0.

n!

Ceci montre que la suite de fonctions (gn ),y converge uniformément vers la fonction nulle sur [—a, a].

Q36. Soit x € [—a, a]. Chaque fonction g, est continue sur le segment I = [0,x] ou I = [x, 0] suivant que x > 0 ou x < 0
et la suite de fonction (gn),, oy converge uniformément vers la fonction nulle sur ce segment. Donc,

lim J gn(t) dt:J 0dt=0.

n—+oo Jo 0

f0(0
k'( )xk converge vers f(x)

n
Mais alors, d’aprés la formule de TAYLOR donnée par I’énoncé, pour tout x € [—a, al, Z
k=0
quand n tend vers +oo. Ceci étant vrai pour tout a € R, on a montré que

(k)
f '(O)Xk

+
Vx € R, f(x):Z .
k=0

et donc que f est développable en série entiére que R.

Q37. D’aprés les questions Q33 et Q36, S\ = Vect(@). Puisque ¢ # 0 (car @(0) =1 # 0), Sy est un espace vectoriel de
dimension 1.
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