SESSION 2026
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

EXERCICE I

Q1. En notant Cy, C, et C3 les trois colonnes de la matrice ],

rg(]) =rg(Cy,C2,C3) =1g(Cq,Cq,Cy) =1g(Cq) =1 car C; #0.

La matrice ] est symétrique réelle et donc la matrice J est diagonalisable dans .#3(R) d’aprés le théoréme spectral. Ensuite,
d’aprés le théoréme du rang, dim(Ker(J)) = 3 —rg(J) = 2. Done, 0 est valeur propre d’ordre 2 (car | est diagonalisable).
La derniére valeur propre A de ] est fournie par la trace de J :

0+04+A=Tr(]) =3
puis A = 3. Ainsi, Sp(]) = (0,0, 3) puis, il existe P € GL3(R) telle que ] = PDP~" ou D = diag(0, 0, 3).
Q2. A =aJ +bl3 = aPDP~! + bPI3P~! =P (aD + bl3) P~'. La matrice A est semblable & la matrice diagonale

A(a,b) = aD + blz = diag(b, b,3a + b).

Q3. La matrice A est semblable & la matrice A(a,b) et a donc méme polynéme minimal que cette matrice. Puisque a # 0,
3a+ b # b puis A(a,b) admet exactement deux valeurs propres a savoir A7 = b d’ordre 2 et A; = 3a + b d’ordre 1.
Puisque A(a,b) est diagonalisable car diagonale, on sait que son polynéme minimal est le polynéme unitaire admettant
A1 et A2 pour racines simples et pour seules racines. Donc,

A = TA(a,b) = (X— b)(X — (3(l+ b))

Q4. a) Soit n € N*. La division euclidienne de X™ par ma s’écrit X™ = Qn7ta + anX + fn (x) ot Qn € RIX] et
(any Bn) € R2.
En évaluant les deux membres de 1’égalité (%) en b et A = 3a + b, on obtient { zzgi E: _ ;t\’n puis o, = S

()~ (1) et By = 200

On évalue maintenant les deux membres de 1’égalité (x) en A. En tenant compte de 7ta (A) = 0 (par définition du polynéme
minimal), on obtient

(b(IT) — A(L)).

1

A = T— ((B™ —A™) A + (bA™ —Ab™) I3).
3 3 3
b) J2= (3 3 3| =3J. Montrons alors par récurrence que pour tout k > 1, Jk = 317
3 3 3

e [’égalité est vraie quand k = 1.

e Soit k > 1. Supposons que J* = 3*71]. Alors

]k—H _ ]k] _ 3k—]] % I _ 3k—] % 3] _ 3(k—])+1].
On a montré par récurrence que pour tout k > 1, J& = 3% 17,

Soit n € N*. Les matrices a] et blz commutent. On peut utiliser la formule du binéme de NEWTON qui fournit :
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n

A™ = (a] +bI)" = (b13)" + Y (Tk‘) (a)* (L) =b "+ Y (E) ak3k—Tpn—ky
k=1 k=1

— b % (Z (E) (3a)kb“_k> J=b"; + % (Z (E) (3a)pm Kk — b“) ]

k=1 k=0
(3a+1b)" —Db"

=b"I3 + 3

J.
EXERCICE II

i it i ir 2
Q5. 1+j+j2=1 +e i fe T =T4e S 4e 5 =14 2cos (?ﬂ) = 0. Donc, si par exemple P = X? 42X + 3, alors

P(w1):P(j)=j2+2j+3:j+2etP(wz):P(J): (§) =32 + 2 puis,

Plw)P(w2)=(+2)(+2) =(1+2j+2*+4) =3 €R.

Q6. En développant suivant la premiére colonne, on obtient

X =1 0 ... ... O
0 X - ;
X] =
0
0 =1
-1 0 ... 0 X
X =1 0 0 -1 0 0
0 : X
=X[: o o [ HEDHED
: S Lo e
o ... ... 0 X o ... 0 X -1
=X x X" 4+ (=) (=1) (=) (déterminants triangulaires)
=X"-—1.
Q7. Soit f ’endomorphisme de R™ canoniquement associé & la matrice J. En notant (ej,...,en) la base canonique de R™

et en adoptant la convention ej;,, = e; pour tout i € Z, on a pour tout i € [1,n], f(e;) = ei—1. Mais alors, pour tout
k € [0,n—1] et tout i € [1,n], f* (e;) = e;_x. Par suite, pour tout k € [0,n — 1],

0 oo oo 0 1T 0 ... 0
0
|0 1
1 0
. .
0 ... 001 0 .. .o 0

ol le 1 de la premiére ligne est placé en (k + 1)-éme colonne. On en déduit que

A=aolz+ai]+a)*+...+an 1" =P(]).
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Q8. Le polynéme caractéristique de ] est a racines simples dans C. Donc, | est diagonalisable dans .#, (C). Les valeurs
propres de ] sont les n racines n-émes de 'unité wy, 0 < k < n— 1. Donc, il existe Q € GL,(C) telle que ] = QDQ ™!

D = diag (wk)ogkgn—r

Mais alors, A =P(J) =P (QDQ*]) = QP(D)Q " = Q diag (P (wk))ogkgn—1 Q"

Q9. A est semblable & la matrice diag (P (wx))ycr<n 1 €t @ en particulier méme déterminant que cette matrice. Donc
(erreur d’énoncé trés probable),

[P (wk) =det(A) € R (car A € .4 (R)).

det(A
On note que si P(1) #£ 0, H P(wk) = ]eD (A) € R. Mais si P(1) =0, il faut s’y prendre autrement que ce que fait ’énoncé.

PROBLEME -

Q10. Question de cours

a) Soit x € E. pr(x) € F et donc il existe (Agy...,An) € R™T tel que pr(x Z?\ ei. Ensuite, puisque (eg,...,en)
i=0
est une base orthonormée de F, pour tout i € [0,n], (pr(x),ei) = Ai. Puisque x — pr(x) € FL, pour tout i € [0,n],

(x — pr(x), e1) = O puis

= (pr(x),ei) = (x,e).

n

Finalement, pr(x) = Z (x,ei) e;.
i=0

b) Soit x € E. D’aprés le théoréme de PYTHAGORE, puisque pg(x) € F et x — pg(x) € F*,

Ix[1> = [[pr(x) +x —pr(X)||* = [prX)II* + x — pr()[1? = [lpr ()]

On a montré que pour tout x € E, [[pr(x)]|* < |12

n n
. 2
Puisque (eo,...,en) est une base orthonormée de F et que pr(x E (x, ei)eq, on sait que ||pr(x)||” = E (x, e1 . On
i=0 i=0

a donc montré que

n
¥x€E, Y (x,e1)” <||x|* (inégalité de BESSEL).

i=0
a? +b?
Q11. Soit (a,b) € R%. 0 < (la| — [b])? = a? — 2|ab| + b? et donc |ab| < T
Soit (f,g) € E2. La fonction h : t+ f(t)g(t)e™t est continue sur I'intervalle I = [0, 4+oo[. De plus, pour tout t € I,
_ 1 1 _
(0] = f(t)g(t)le™" < S(F(1))7e™" + S(g(t))%e".

1 1
La fonction t — z(f(t))ze*t + z(g(t))ze*t est intégrable sur I en tant que combinaison linéaire de fonctions intégrables

sur [ et il en est de méme de la fonction h. Finalement, la fonction t — f(t)g(t)e™t est intégrable sur .

Q12. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de °(I,R). E € €°(I,R) et 0 € E. Soient alors (f, g) € E2 et (A, u) € R?.
La fonction t — (Af(t) 4+ ug(t))?et est continue sur I et pour tout réel t € I,

(M(t) + ng(t))?et = A2(f(t))%e " + 2Apf(t)g(t)e " + p?(g(t))?e .

La fonction t — (Af(t) + ug(t))?et est intégrable sur I en tant que combinaison linéaire de fonctions intégrable sur I
(d’apres la question Q11 entres autres) et finalement la fonction Af 4+ pg est un élément de E. On a montré que E est un
sous-espace vectoriel de €° (I, R).

Vérifions maintenant que (| ) est un produit scalaire sur E.
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e D’aprés la question Q11, (, ) est une application de E? dans R.
e Soit (f,g) € E2.

+o0 +o0o
(flg) = | lvgietdt= | glr(e  at = (gin.
0 0
Dong, (| ) est symétrique.
e Soient (f1,f2,g) € E3 et (A, n) € R2.
+oo +oo +oo
(1 uflg) = [ A0+ falt) ge tdt=A| T ni(glve tdttu|  faltgle t at
0 0 0
= A(f1lg) + u(f2lg) .
Ainsi, (| ) est linéaire par rapport a sa premiére variable puis bilinéaire par symétrie.
+oo
e Soit f € E. Pour tout t € I, (f(t))2e™t > 0 puis (f|f) = J' (f(t))%et dt > 0 par positivité de Pintégration. (| ) est une
0
forme bilinéaire symétrique positive sur E.
e Soit f € E.
+oo
() = 0 = J (F(1))2e" dt =0
0

=Vt el, (f(t))*et =0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)
=>Vtel, f(t)=0=f=0.
() est définie.
En résumé, (| ) est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive sur E et donc (| ) est un produit scalaire sur E.
Q13. On sait que F est un R-espace vectoriel. Vérifions que F C E. Soit P € F.
La fonction t — (P(t))%e™* est continue sur I. De plus, t2(P(t))?e "t T t20 (t*M) et T O (t*n2et) T o(1)

d’aprés un théoréme de croissances comparées et donc (P(t))%et =0 (t_z) On en déduit que la fonction
—+00

t— (P(t))%?e t est intégrable sur un voisinage de +oo et donc sur I. Finalement, la fonction P est un élément de E.

On a montré que F C E et donc F est un sous-espace vectoriel de E.

Q14. a) Soit p € [0,n]. D’aprés la formule de LEIBNIZ,

Sip < n, pour tout k € [0,p], n—p+k=n—p >0 et donc nr(0) = o0.

x = 1 = 1
b) D’aprés la question précédente, pour tout réel x, L (x) = £« nle > Z(—1 )k— )k = Z (-1 — m x* et donc
n! b k!

L. € F. De plus, deg (L,,) =n et dom (L) = (_1)nl <“) — (=1 _

+o00 +oo
Q15. (Erreur d’énoncé. Il faut lire : exprimer J g(t)hﬁl“)(t) dt en fonction de J g(“)(t)hn(t) dt.) Soit g € R[X].
0

g™ (ORI M (1) at.

— o
° 1
8

+o0o
Montrons par récurrence finie que pour tout k € [0, n], J g(t)hﬁl“) (t) dt = (—1)*
0

e Le résultat est vrai quand k = 0.
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+00 +oo
e Soit k € [0,n — 1]. Supposons que J g(t)hﬁl“)(t) dt = (—1)kJ g(k) (t)hgl“_k)(t) dt.
0 0
D’aprés la question précédente, h%“_(kﬂ )) (0) =0 (car n— (k+ 1) < n). D’autre part, gik)h;“‘(k“” est le produit

d’un polynéme par e~ t. Donc, . ligl g(k) (t)hg‘*(k*] (t) = 0 d’apreés un théoréme de croissances comparées.
—+00

Les deux fonctions g(k) et h%“_(kﬂ 1) sont de classe C! sur [0, +0o[. Au vu de la convergence de tous les termes,
on peut effectuer une intégration par parties qui fournit :

+00 +oo
J g(ORIY (1) dt = (—1)‘<J g (R (1) dt
0 0

— (_])kJr] JJrOO g(kJr])(t)h‘ELnf(kJr]))(t) dt.
0

Le résultat est démontré par récurrence. On en déduit encore que

+o0 t 1 (T —Nm [t
<9|I—n>:L g(t)%hﬁi"(t)e‘t dt:HL g(hM(t) dt = ( n!) J g™ (t)hn(t) dt

_1\n ptoo
! TL) J g™ (t)thet dt.
. 0

Q16. Soit (i,j) € N? tel que i < j. D’aprés la question Q14, deg (L;) =1 < j et donc, I_,Ej) = 0. D’aprés la question Q15,

(LilLy) = (_—?)] roo LV (WL;(t) dt = o0
)= Jo

+oo

Q17. Pour n € N, posons I,, = J thet dt. Dégja Iy = J e 'dt =1. Soit n € N. Les deux fonctions t — t"*! et
0 0

t — —e* sont de classe C' sur [0,4o0[. Au vu de la convergence de chaque terme, on peut effectuer une intégration par

parties qui fournit :

+o0o

+oo +oo +oo
I = J et dt = [t (—e’t)};roo —J' (n+Dth (—e ") dt=(n+ 1)J the tdt = (n+1)L,.
0 0 0
Par récurrence immédiate, on en déduit que pour tout n € N, I,, =nl.
Soit n € N. D’aprés la question Q15,
(LnlLn) = (=1 LV (t)thet dt
T ),
—1m e (1 —1)n
= (=1 J (=1 xn! x the " dt (car deg (L) =n et dom(L,) = =D )
nl Jo n! n!
1 +oo
:—J the tdt=1.
n! Jo

Q18. Puisque pour tout i € [0,n], deg (L;) =1, on sait que (Lo, Ly,...,L,) est une base F = Ry [X]. De plus, d’aprés les
questions Q16 et Q17, pour tout (i,j) € [0,n], (Li|Lj) = 8i,j. Donc, (Lo, Ly,...,Ly) est une base orthonormée de I’espace
euclidien (F (| )).

n
Par suite, pour tout g € E, pr(g) = Z (g, Li) Li.
i—=0

1

n

Q19. Soit g € E. D’aprés la question de cours Q10, pour tout n € N, Z <g,I_i>2 = HPF(Q)HZ < |lg||?. Ainsi, la série de
i=0

terme général (g, L;L}z est & termes positifs et la suite de ses sommes partielles est majorée. Donc, la série de terme général

(g,Li)?, i € N, converge.
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+o0o

De plus, quand 1 tend vers +oco, on obtient Z (g, L)% < |lg]%.
i=0

+oo
Q20. (Erreur d’énoncé) Soit & € R. Pour tout t € [0, +ool, (go((t))2 et = el~2a= 1t Parguite, l’intégraIGJ (ga(t)) et dt
0

converge si et seulement si —20c — 1 < 0 ou encore « > —5 Ainsi, si a > —3 alors g € E.
Soit done >~ lgal? = [ tga(etav= [ Tetze g = [ T
i nc o 2" 9 ) 9o ~, il v . R rENE

Soit n € N. On admet que la formule établie a la question Q15 reste valable pour g € E, ce qui est clair.

(_Un e (n) n_—t (_])n e n, —at,n_—t
(Galln) = - | gMtnetat= | (—a)re et at
n: 0 n: 0
o (e o™ (e uw \" du
= — e = — E— e €en posant u = (&
tn (x+1)t dt u p t 1)t
nl Jo n! Jo o+ 1 o+ 1

= o J+O°une—u du = 1 « \"
Conl(ec4 )T, a4+ T\ax+1)

Par suite, en tenant compte du fait que la série converge obligatoirement d’apreés la question précédente,

—+o0 5 1 —+o0 (XZ n
I—T\. = — R
3 ol = e X ()
O 1 B 1 o
(o +1)2 o2 (ax+1)2—a 20+1

S (at1)2
= |lg«ll® (égalité de PARSEVAL).
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