SESSION 2017
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

EXERCICE 1
Q1 La fonction f1 : (x,y) — x? —y? est de classe C' sur R? en tant que polynome, & valeurs dans R et la fonction
f, : t— sint est de classe C* sur R. Donc, la fonction f = 2 o f; est de classe C' sur R? et en particulier, f est

différentiable en tout point de RZ.

De méme, la fonction g est de classe C' sur R? car ses composantes le sont et en particulier, g est différentiable en tout
point de R2.

Soit (x0,Yyo) € RZ2.

of of

Jacisger (1) = 5% (xovwo) 5 (xevv0) ) = ( 2xacos (3~ u) ~2yocos (3~ u3) )

=2cos (xé—yg)( X0 —Yo ),

et en posant g = (g1, g2)
0
% (x0,Yo0) % (x0,Y0) 1 1
Jac ( ): X y = .
(x0,y0)\9 092 092 1 -1
o

Q2 Pour (x,y) € R?, fog(x,y) =sin ((x +y)? — (x —y)?) = sin(4xy).
Posons h = f o g. Soit (x0,Yo) € R2.

oh oh
dh(x,,y0) = I (x0yYo) dx + B (x0,Yo) dy = 4yo cos (4xoyo) dx + 4xo cos (4xoYyo) dy

ou encore

V(u,v) € R?, dh(xy,ye) (W, v) =4 cos (4x0yo) (You + xoV) .

V(x,y) € R%, V(u,v) € R%, d(f 0 g) (x,y) (U, V) =4 cos (4xy) (yu + xv).

Retrouvons ce résultat a partir des matrices jacobiennes de f et g. Soit (x,y) € R?.

Jac(x,y)(f o g) = Jacg(x,y)(f) x Jac(x,y)(g)
11
=2cos ((x +y)* = (x—y)*) ( x+y —(x—y) )( 1 -1 )
=2cos(xy) ( x+y—x+y x+y+x—y )=4cos(xy)(y x)

of o of o

g
=4
™ (x,y) y cos(4xy) et o

et on retrouve 9 (x,y) = 4x cos(4xy).
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EXERCICE 2

Q3 Pour (p,q) € (N*)?, posons Up,q = p2q?

e Pour tout (p,q) € (N*)?, Up,q € RT.
e Pour tout p € N*, la série de terme général u, 4, q > 1, converge et

Eu g w7
Pd = 7 2 2t
o pei=at o
+oo 7_[2 7_[4
e La série de terme général ‘; Up,q = @, p € N*, converge et a pour somme ET
On sait alors que la sui bl LS
n sait alors que la suite (up»q)(p,q)eN* est sommable et que Z 2 q =3
(p,q)eN~
1
Q4 Pour (p,q) € (N*)z, posons vy g = m Pour tout (p,q) € (N*)zv Vp,q € RT.
1
Soit p € N*. La série de terme général m, q > 1, converge et
+o00o +oo +oo +o0
1 1 1
B D Iy e A My A M
o o +2pq +q* Shtas Sk
+oo +o00
1 1 1
> e Y ()
Wl k(k+1) Wl k k+1
1 (série télescopique)
= ri ique).
— piq
1 < 1
La série de terme général —— 1, est divergente. Il en est de méme de la série de terme général
ri rme génér p+],p ivergen n mém ri rme génér (; 2+q2,p

On en déduit que la suite (vp g )( n’est pas sommable.

P,q)eEN*
PROBLEME : séries trigonométriques

Partie I - Exemples

1 1
Q6 Pour n €N, on pose : Vx € R, f,,(x) = o cos(nx) + E sin(nx).

Soit n € N. Pour tout x € R,
1 1, .
i (6)] < il cos(r] + gl sin(n)] < 5 + 30 <2 % o
1 1
puis |[fnll,, < 2 X 7n- Puisque la série géométrique de terme général 2 x 7o T € N, converge, la série de fonctions de
terme général f,, n € N, converge normalement sur R.
ix

1 ix\ ™
Soit p > 2 fixé. Soit x € R. = — < 1. Donc, la série géométrique de terme général (—> , 1 € N, converge et
P

Jio<eix)n 1 p—e™  p—cosx+isinx _p—cosx+isinx
SNP e Tpen? (p—cosx)? +sinZx " p2+1—2pcosx’
P

On en déduit que
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“+o00 ] “+o00 ] ) “+o0 em n
Z Z—ncos(nx) =Re <T§ 2_“e ) = Re < (7) )

o n=0
_, 2—cosx
"5 _4cosx
et
R = & e\ "
Z Fr sin(nx) = Im Z 3—nemX =Im (T)
n=0 n=0 n=0
sin x
=370 6eox
Finalement,
too /g 1 4 —2cosx 3sinx
vx € R, Z <2—n cos(nx) + 3In Sm(“")) T 5 _Z4cosx | 10— 6cosx’

n=0

Q6 Pour x € R,

() (55)

n=0 n=0
+oo
cos(nx)
N n!
n=0
Q7 Pour n € N, posons a,, = e La suite (an) est de limite nulle mais la série numérique de terme général
n

ancos(n x 0) = ——, n € N, diverge. Donc, la série de fonctions de terme général x — a,, cos(nx), n € N, ne converge
n

+1
pas simplement sur R.

sin(nx)

N

sin (nx)| sin (Xn )] 1
fn o — 8 ) Ry > = )
]l sup { T X € e T

qui est le terme général d’une série divergente. Donc, la série de fonctions de terme général x —

7r
. Pour tout n € N*, en posant x, = —,

Q8 Pour n € N* et x € R, posons f,,(x) = 3
n

sin(nx)

N

, N € N* ne

converge pas normalement sur R.
Partie II - Propriétés
Q9 Pour n € Net x € R, posons T (x) = an cos(nx) + by sin(nx). Pour n € N et pour tout réel x,

[fn(x)] < lan!lcos(nx)| 4 [bn|lsin(nx)| < [an| + [bnl.

Donc, pour tout n € N, ||fn||, < |an|+ [bn| qui est, par hypothése, le terme général d’une série numérique convergente.
Donc, la série de fonctions de terme général f,,, n € N, converge normalement (et en particulier, uniformément et
simplement) sur R.
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Q10 Le résultat est clair si a = b = 0. Sinon, pour tout x réel,

lacosx + bsinx| = v a2 4 b2 =+ a2+ b2|cos (x — «)|

a b .
———— COSX + ——=1SInx
va? +b? va? +b?
2 2
1 o est un réel tel () @ et sin() ® (o exist ( ‘ >+< b ) 1
ou eSt un reel te ue cos = ———— ¢t Sln = existe car —_— —_— = .
d a? +b2 Vva? +b? va? +b? Vva? +b?

Mais alors, pour tout réel x

lacosx +bsinx| = v a2+ b2|cos (x — )| < Va2 + b2

avec égalité effectivement obtenue si x = «. Donc, le maximum sur R de la fonction x — |a cosx + b sin x| existe et est égal

ava?+ b2

Q11 Par hypotheése, la série de fonctions de terme général x — an cos(nx) + by sin(nx), n € N, converge normalement
sur R. D’apreés la question précédente, on en déduit que la série numérique de terme général \/aZ + b2, n € N, converge.

Puisque pour tout n € N,
lan| = /a2 < /a2 + b2,

la série numeérique de terme général |a,|, n € N, converge ou encore la série numérique de terme général a,, n € N,
converge absolument. De méme, puisque pour tout n € N, [bn| < /a2 + b2, la série numérique de terme général by,
n € N, converge absolument. En particulier, les suites (a,) et (bn) convergent vers 0.

Q12 Chaque fonction f,, : x — an cos(nx) + by sin(nx), n € N, est continue sur R et la série de fonctions de terme
“+o00

général f,,, n € N, converge normalement et en particulier uniformément sur R vers la fonction f = Z fn. Donc la

n=0
fonction f est continue sur R.
Pour x € R,
+00 too
f(x+21) = ) (an cos(nx + 2n7) + by sin(nx + 2n7)) = ) (an cos(nx) + by sin(nx)) = f(x)
n=0 n=0

et donc f est 27m-périodique. Finalement, f € Ca.
Q13 Soit n € N*.

7T ] 7T
J cos?(nx) dx = = J (1 +cos(2nx)) dx =+
—T7T —T7T

1 [sin(2nx) B
| ] e

2 2n
7T

On note que pour n =0, J cos?(nx) dx = 2m.
—7r

Soient k et n deux entiers naturels pas nécessairement distincts (erreur d’énoncé). La fonction x +— sin(kx) cos(nx) est

7T
impaire et donc J' sin(kx) cos(nx) dx = 0.
—T7T

Q14 Soit n € N*. Par hypothése, la série de fonctions de terme général x — fi(x)cos(nx) = ay cos(kx) cos(nx) +
by sin(kx) cos(nx), converge normalement sur R et donc uniformément sur le segment [—7t,7t]. On peut intégrer terme a
terme et on obtient

on(f) = — Jn f(x) cos(nx) dx = %Jn (Zoo (ax cos(kx) + by sin(kx))) cos(nx) dx
T \k=0

s

<Jﬂn cos(kx) cos(nx) dx + J

1
sin(kx) cos(nx) dx) = — X Tlan
n T

I
I\/]

De méme,
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1 +oo 7T T ' 1
xo(f) = — Z (J cos(kx) dx—i—J' sin(kx) dx> =X 2mag

—7T

= 2C10.

Q15 Puisque la série de fonctions de terme général u,, n € N, converge normalement sur R vers la fonction g, la question
précédente, appliquée a la fonction g, montre immédiatement que pour tout n € N, o, (g) = an(f) et Bn(g) = Pn(f).

Q16 Soit f € Ca telle que la série de fonctions trigonométriques de ’énoncé converge normalement sur R. D’aprés la
question précédente, pour tout 1 € N, oty (g) = an () et Bn(g) = Pn(f) ou encore o, (f —g) =0 et fn (f—g) (la linéarité
des applications oy, et By étant claire). D’aprés le résultat admis par ’énoncé, f — g = 0 et donc f = g.

Q17 Supposons f paire. Pour tout n € N, la fonction x — f(x) sin(nx) est impaire et donc pour tout n € N, f,(f) =
7T

%J' f(x)sin(nx) dx = 0. De méme, pour tout n € N, la fonction x — f(x) cos(nx) est impaire et donc pour tout n € N,
—T7T

on(f) = 72—tJ': f(x) cos(nx) dx.

Q18 Graphe de f.

f +oo
f(x) = (on( ) + (ot () cos(nx) + P (f) sin(nx)) ) cos(nx).
n=1
2 (™ 2 (™ 2 3 2m?
oo (f) = ;EJ f(x) dx = %J x? dx = - X % = % puis, pour n € N*, une double intégration par parties, licite, fournit
0 0

an(f) = 72_r J: x? cos(nx) dx = % ([xz sin(n ] J sin(n x)

_ijnx(_sjn(nx)) dx—i<[xcos(nx ]" J'O cos(nx) dx)
0

nm ), nn n n
4 7T cos(n7) 0 4(—-1m
nm n T on?
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Finalement, pour tout réel x,

(f) +oo 7_[2 +oo (_] )n
f(x) %o + on(f) cos(nx) = — + 4 cos(nx)
2 ngl 3 n=1 nz

1
De plus, puisque la série numérique de terme général —, n > 1, converge, la série de fonctions ci-dessus converge
n

normalement sur R.

7_[2 +oo (_.I)n
Q19 Pour x =0, on obtient 0 = 3 +4 >— et donc
n=1 n
+oo (_.I)n B 7_[2
4~ n? 12
Ensuite,
+oo 1 +oo (_Un B +oo 1 +(_Un
T n2 2 n2
n=1 n=1 n=1
B E 2 1 &
- 2" 9 n2
n=1 (2p) 2 n=1
1 +oo 1 +o00 (_])n 7r2 )
et donchﬁz_Z 2 12 puis
n=1 n=1
“+oo 1 7_[2
2T e
n=1 6

On en déduit encore

“+oo “+00 +o0o 2 2
Z _ZL_ 1 _(_Nh)=_o
= Zn—H — n? (2n)2 4/ 6 8

In(1
Q20 La fonction f : x — w est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0 (

3
i

In(1

In( +x) ~ 1). Donc,
X x—0

la fonction f est intégrable sur ]0, 1] et en particulier sur ]0, 1[.

Pour tout réel x de ]0, 1],

1 +oo 1)— +oo e Tyn—T
f(x) = - ( )
x n=1 n=1
(_Un—lxn—l +oo
Pour n € N* et x €]0, 1[, posons fn(x) = - de sorte que f = Z .

n=1
e Chaque fonction f,, n € N*, est continue par morceaux sur ]0, 1[.
e La série de fonctions de terme général f,,, n € N*, converge simplement sur ]0, 1[ vers la fonction f et de plus,

la fonction f est continue par morceaux sur ]0, 1.
e Enfin,

+oo +oo J1 n—1 +oo

1
Zjo\fn(x)\ dx:Z oX dx:Z$<+oo

n
n=1 n=1 n=1

D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme et d’aprés la question précédente,,

1 +o00 .1 +oo .- ]Xn_] =400 (_U —
Jof(x) dx_n;Lfn(x) dx:;(—l) ‘L — :;T

__+Z°°(—”“_Tf_
- “— nz 12
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Q21 La question 18 fournit un exemple de série trigonométrique qui converge normalement sur R vers une fonction f,
continue sur R et 27-périodique mais non dérivable sur R car non dérivable en les (2k 4+ 1), k € Z. Donc, la somme d’une
série trigonométrique qui converge normalement sur R n’est pas nécessairement dérivable sur R.

Supposons de plus que les séries numériques de termes généraux respectifs na,, et nb,, soient absolument convergentes.
En particulier, les séries numériques de termes généraux a,, et b, sont absolument convergentes (car pour tout n € N,
‘an‘ < ‘nan| et |bn| < ‘nan
e La série de fonctions de terme général f,, : x — an cos(nx) + by sin(nx), n € N, est converge normalement et
+o0
en particulier simplement sur R vers la fonction f = E fn-
. . n=0
e Chaque fonction f,;, n € N, est dérivable sur R.
e La série des dérivées f/| : x — nby cos(nx) — nay sin(nx), n € N, est normalement et en particulier uniformément
convergente sur R (car les séries numériques de termes généraux respectifs nb;,, et —ma, sont absolument convergentes).

D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme, f est dérivable sur R et pour tout réel x,

+oo
f'(x) = Z (nby, cos(nx) — nan, sin(nx)).

n=1

+oo .
n sin(nx
Q22 La série numérique de terme général 3 n € N, est absolument convergente. Donc, la fonction f : x — Z 3(711)
n=0
est dérivable sur R et pour tout réel x,

£/(x) = 3111 cos(nx).

n=0

Donc, pour tout réel x,

(5 —3cosx)?

5cosx—3

= n 3sinx "3 sinx "3 cosx(5—3cosx) —sinx(3sinx)
—cos(nx) = ———r-—] == |———] ==X
3n 2 2
3 Deosx—=3
2" (5—3cosx)?’
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