SESSION 2011
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 1

PARTIE I. Une étude de séries

I.1. Etude de la fonction L 1I.1.1. On sait que la série entiére considérée a pour rayon de convergence 1 et que pour
tout x €] —1,1[, L(x) = In(1 + x).
(=1

L it
a suite ( ”

1
) est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers O en décroissant. Donc la série de terme
k>1

1 k—1
général %, k > 1, converge d’aprés le critére spécial aux séries alternées et finalement, L est définie sur ] —1,1].

+oo (_])k—]xk
1.1.2. Soient x € [0, 1]. Pour n € N*, on pose Ry (x) = Z —

k=n+1
-1 )k—] Xk

k
en tant que produit de deux suites positives et décroissantes et tend vers 0. D’aprés une majoration classique du reste a
l'ordre n d’une série alternée,

k

L ) . . (X T
La suite ( ) est alternée en signe. De plus, sa valeur absolue, a savoir (—) est une suite décroissante
k>1 k>1

“+00 _
(_1)k 1Xk (_1)nxn+1 xn 1
R = = < .
Rn (x| Z k n+1 n+1 “n+1
k=n+1
Ainsi, Vx € [0,1], Vn € N*| [R,.(x)| < et on en déduit que
. 1
vn € N*, sup{|Rn(x)], [x € [0,1]} < T

Puisque ] tend vers 0 quand n tend vers +oo, il en est de méme de sup{|R.(x)|, |x € [0,1]}. On a montré que la

suite de fonctions (Rp)nen+ converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1] ou encore que la série de fonctions
-1 k—]xk

de terme général x +— %,
(=Dk 'xk : . .

X = — est continue sur [0, 1], on sait alors que L est continue sur [0, 1].

En particulier la fonction L est continue en 1 et on en déduit que

k > 1, converge uniformément vers la fonction L sur [0, 1]. Puisque chaque fonction

L(1) = lim L(x) = lim In(T +x) =In2.
x—1 x— 1
x<1 x<1

2k
1.2. Etude de la série Z — CoS ( T[)
k>1 3

I.2.1. Soit p € N*.
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k=1 k=1 k=1
P P 3p P 3p
1 1 1 1 1 1 1
N e IR M-E IS I T M
k=1 k=1 k=1 k=1 k=p+1
2p 1
= 2 m—— (en posant h =k — p ou encore k = p + h)
1E
Pi5 1+ E
P
1 . h
1.2.2. Pour x € [0,2], posons f(x) = T x Soit alors p € N*. Pour h € [0,2p], posons x;, = 1—) (Xh)oghg2p est une

1
subdivision de [0, 2] & pas constant & savoir — et
P

2p 2p 2p
1 1 1
_ — == E f(xn) = E (Xht1 —xn)f(xn).
PS4 P o h=1

1
Puisque la fonction f est continue sur [0, 2], on sait que quand le pas — tend vers 0, la somme de RIEMANN ci-dessus tend
P

2 2 1
versJ f(x) dx :J —— dx=In3.
0 0 1+x
n
Soient n € N* puis p=E (%) de sorte que p < % <p+1ouencore 3p <n < 3p+3. En posant S, = Z ag, on a
k=1
oSy —In3|=|S3p —In3|sin = 3p,
e|S,—In3|= ‘S3p —In3+ a3p+1| < ‘S3p —In3|+ ‘(l3p+1‘ sin=3p+1,
o [Sn—In3|=|S3p —In3 4 azpi1 + azpi2l < IS3p —In 3|+ azpp1l+lazpy2l sin=3p+2,

et dans tous les cas,

1 1 2
ISn —In 3| < |S3p —In 3|+ |azp 1|+ lazpi2l = [S3p —In3| + 7—— + <IS3e(ny3) —In 3|+ =

3p+1 3p+2

2
Quand n tend vers +00, [S3g(n,3) —In 3| tend vers 0 d’aprés la question précédente et donc |S3¢(n/3) —In 3|+ - tend vers

0 quand 1 tend vers +oo. On en déduit que la suite (S ) converge et que hIJIrl =Sn =In3.
n—-+oo

1 2k
1.2.3. Pour n € N*, posons u,, = — cos (—T[)

k 3
Po e N u L u =— ] _ et u =— 1 el
ur p , U3p = 3 2 A3p, U3p41 = Bp+1) 2 a3p+1 3p+2 = Bp+2) 2 a3p42.
En résumé, pour tout k € N*, wy = —Eak. On en déduit que la série de terme général uy, k > 1 converge et a pour
1 1
somme —=In3=In| — |.
3=m(J5)

k in(k
1.3. Etude des séries Z %koc) et Z sm&{ *) 1.3.1. Soit t €]0,27[ et n € N*. S, (t) est une terme de termes
k>1 k>1

consécutifs d'une suite géométrique de raison e't # 1. Donc
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. 1 — (eit in+1)t _ ,it ) )
Sn(t) — elt X 3 _(eit) — e eit — € _ (p(t)[el(n_'_])t _ elt].

1.3.2. Puisque [, «] C]0, 27, la fonction t +— e** — 1 ne s’annule pas sur [, o . Donc, @ est de classe C' sur [rr, o] en tant
qu'inverse d’une fonction de classe C' sur [, ] ne s’annulant pas sur [, «].

i(n+1)t

1.3.3. Soit n € N*. Les fonction t — - et t — @(t) sont de classe C' sur le segment [&,71]. On peut donc effectuer
i

m+1)

une intégration par parties.

o ein+1)t &« « oi(n+1)t
J ettt (t) dt = {7 (t)} —J ——@'(t) dt
7T

i im+1n? Lim+n®
1 ) ) o«
~intn (e“*‘*”“@(oa — e D7) —J el ie!(1) dt) ,
7T
puis
J‘x e'(n+1)t(p(t) dt| = 1 ei(n+1)oc(p((x) _ ei(n+1)7t(p(7.[) _ J‘x ei(n+1)t(p/(t) dt
n in+1) n
*I x
< 1
< i (lot@l+lotmi+ [ o0 )

X
Cette derniére expression tend vers 0 quand n tend vers +oo et donc liIE J et Dt (1) dt = 0.
n—+oo
s

1.3.4. Soit n € N*. Par linéarité de l'intégrale,

Joc i o« et i eikt % 1 ik i (_])k
sutrae= 3 [eman (5§ )
” k=177 k=1 k. 1 k=1 k k=1 k
Par suite,
n ik n k—1 e
e (=1) .
Z - :_Zik +1J Sn(t) dt
k=1 k=1 7
L T .
:—Zi—ij etto(t) dt—s—iJ el (t) dt.
k 7T s
k=1
s .
D’aprés la question 1.1.2, Z — tend vers In 2 quand 1 tend vers oo et d’aprés la question précédente, J et o (1) dt
k=1 ud

ik
tend vers 0 quand n tend vers +oco. Donc, la série de terme général O k > 1 converge et

o0 pika o«
> = —lnz—iJ elto(t) dt.
k=1 k "

1.3.5. Soit t € [, «f.

) it eit/2 y oit/2 eit/2
etto(t) = = = — - . =
eit 1 elt/Z(elt/Z _ e*lt/z) o t
2isin 3

1.3.6. Ensuite,

t
o« 2 it/2 ocCOS<_) s o
—1n2—iJ eto(t) dt:—an—i—lJ ei—an—lJ 72dt—lj 1dt

s
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ikoa

Puisque la série de terme général o k > 1, converge, il en est de méme des séries de termes généraux respectifs

cos(ka) = Re (eikoc> et sin ko) =Im (eik“> De plus
k k ) ’

k k

27
Quand « = 3 on obtient en particulier,

i <2k”> — —In2—1Insin (g) — 22—l <§> —In (%)

et on retrouve le résultat de la question 1.2.3.

PARTIE II. Limite d’une intégrale

I1.1. Existence de 1;9 (x) e Soit x > 0. La fonction t — f(t)g(xt) est continue par morceaux sur [0,+oco[. De plus,
quand t tend vers +oo, f(t)g(xt) = O(f(t)) car la fonction g est bornée sur [0,+oo[. Puisque la fonction f est par
hypotheése intégrable sur [0, +ool, la fonction t — f(t)g(xt) est intégrable sur un voisinage de +o00 et finalement la fonction
t — f(t)g(xt) est intégrable sur [0,+oo[. On en déduit l’existence de f~g (x).

+o0o

e Notons ||g||e la borne supérieure de |g| sur [0, +ool et T = J [f(t)| dt. Pour tout x > 0,
0

~ +w +OO
Ifg(x)] < L [f(Dllg(xt)] dt < ||9HooJO [£(t) dt = T||g[|co-

Donc, la fonction fg est bornée sur [0, +ool.

~ +oo
e Posons @ : ]0,+o0[x[0,+o0] — R de sorte que pour tout x > 0, fg(x) = J D(x,t) dt.
(x,1) = f(t)g(x, t)

- Pour tout x €]0, +oo[, la fonction t — ®(x,t) est continue par morceaux sur [0, +ool.

- Pour tout t € [0, +ool, la fonction x — ®(x,t) est continue sur 0, +oo[

- Pour tout (x,1t) €]0,+00[x[0, +ool, |®(x,t)| < ||glleolf(t)] ot la fonction t — ||g||eolf(t)] est continue par morceaux
et intégrable sur [0, +-ocol.

Le théoréme de continuité des intégrales a paramétres permet d’affirmer que fg est continue sur ]0, +ool.

I1.2. Limite de fg (x) II.2.1. Soit ¢ > 0. Puisque f est intégrable sur [0, +ocol[, on sait que lirf [f(t)| dt = 0. Par suite,
X—+00
“+o00 “+o00

If(t)] dt < e. En particulier, J If(t) dt < e

il existe un réel A > 0 tel que Vx > A, J
A

X

ixt

et t — f(t) sont de classe C! sur le segment [0, A]. On peut donc effectuer

A
<! <|f( I+ IF(A)] +L 0] dt>.

A A
Comme hm l <|f(0)| + [f(A)] —&—J If/(t)] dt) =0, on en déduit que lim J f(t)e™t dt = 0.

X—+ 0 X—+o00 0

I1.2.2. Soit x > 0. Les deux fonctions t —

une intégration par parties et on obtient

[f(t)eitr\_lr\f/(t)elxt
vl Pk

X X Jo

A .
J f(t)e™t dt| =
0

+oo

I1.2.3. Soient € > 0 puis A > 0 tel que J If(t)] dt < €. Soit x > 0.
A

A +o0o
Ifg(x)l = J f(t)e™t dt—&-J f(t)e™t dt| <

A .
J f(t)e™t dt
0 A

0

+oo
+J (1)) dt <

A .
J f(t)e™t dt| + ¢
A

0
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A
D’aprés la question précédente, lim J f(t)e™" dt = 0 et donc il existe B > A tel que pour tout x > B,

wﬁ+u>0

A
J f(t)e*t dt| < e. Pour x > B, on a alors

0

A
Ifg(x)| < J f(t)e™t dt| + e < 2¢,

0

et donc lim f, g(x)=0.

X—+00

I1.3. Etude pour une fonction f particuliére II.3.1. Soit vy € R.

7T 7T
eYYsin(y) dy = Im (J eYYely dy) —Im (J e(y+ily dy)
0

0

us

o) = |

0

I [“W”ﬂﬂ (cary +1 £0)
= 1m - cary +1i
Y+1i ],

elviim 1 (y —i)(—e""=1)
=Im|— | =Im >
Y+ v4+1

e
Vi1

s

ev™ +1
e = YY gi d =
) = | ervsinty) ay = S5

I1.3.2. Soit x > 0. Puisque la fonction g est bornée sur ]0, +ool, E(x) existe d’aprés la question II.1. En posant u = xt, on
obtient

~ “+oo ~| “+oo "
E(x) :J e Y sin(xt)| dt = —J e~ |sin(u)| du.
0 X Jo

I1.3.3. Soient k € N et x > 0. En posant t = u — k7, on obtient

(k+])71 u 71 tt+km k7t 71 t k7 ]
J e~ ¥|sin(w)| du :J e N sin(t) dt = e ¥ J e v sin(t) dt = e 50 (——)

k7t 0
_km X2 (e_% + 1)
= e X —
x2 41
I1.3.4. Soit x > 0. Alors, 0 < e~* < 1 et donc la série géométrique de terme général e = (efi)k, k > 0, converge et
+oo 1

Cl—e %

I1.3.5. Soit x > 0.

+oo
E(x) = —J' e~ |sin(u)| du (d’apreés la question I1.3.2)

] n—1 (k+1)7 "
;nglfoo< e x| sin( )du) :;nglfoo ZJ e x|sin(u)| du

k=0 k7t
_1y i g (] (d’aprés 1 tion 11.3.3)
== Jim k706 - aprés la question I1.3.
+oo 2 _% ]
g x) = X x*+1 1—e x
o x(T+e )
_(Xz—}—])(]—e_%)
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Quand x tend vers +oo, E(x) ~

-2
lim E(x)—

xX—+00 7T

cos(2kt)

I1.4. Etude générale 1I1.4.1. Lemme préliminaire Pour k > 1 et t € R, posons hi(t) = 21

hy est définie sur R.

Chaque fonction

TSI Puisque la série numérique de terme général

on en déduit que la série de fonctions de terme général hy converge

. 1
Soit k > 1. Pour tout t € R, [hy(t)] < TSR

1 1 1
4k2 —1 T koo O (ﬁ)

normalement et en particulier uniformément et simplement sur R.

et donc ||hilleo <

converge (car

Puisque chaque fonction hy, k > 1, est définie sur R et que la série de fonctions de terme général hy, k > 1, converge
simplement sur R, la fonction h est définie sur R.

Puisque chaque fonction hy, k > 1, est continue sur R et que la série de fonctions de terme général hy, k > 1, converge
uniformément vers la fonction h sur R, la fonction h est continue sur R.

La fonction g est continue sur R, de classe C' par morceaux sur R et 27m-périodique. D’aprés le théoréme de DIRICHLET,
la série de FOURIER de g converge vers g sur R.

2 (™ 2 (™
La fonction g est paire et donc Vn € N*, by (g) =0et Vn € N, an(g) = ;{J g(t) cos(nt) dt = ;{J sin t cos(nt) dt.
0 0

Soit n € N.

an(g) = %Jﬂ sintcos(nt) dt = :T[J:(sin((n—k 1t) dt —sin((n — 1)t)) dt

s

7T
e aj(g) = :—IL sintcost dt = ;_WJO sin(2t) dt = 0.
e Soit n € N\ {1}.

1™ . ) 1 cos(m+M1t) cos(n—1)t) 1"
@) == (s 1)t) dt—s t=—
an(g) 7TL(bm((n—# Jt) dt — sin((n — ) d 71{ —— + — .
1 _(—nn+‘—1+(—n“—‘—1 A 1Y 204 (=
om n+1 n—1 N n—H n—-1/ xwnz-1) °
Par suite, pour tout k € N (y compris k =0), azk+1(g) =0 et pour k € N,
4
GZk(k)——m-

Puisque g est somme de sa série de FOURIER sur R, on en déduit que pour tout réel t,

|sint| = g(t) ao —|— Z an(g) cos(nt) + byn(g) sin(nt))
n>1 k>1

) cos(2kt)

cos(2kt) 2 4
—‘“Z n2—1 x

I1.4.2. Limite de f(x) dans le cas C'

e Soit x > 0.

f(x) = roo f£(t)]sin(xt)| dt = JM £(t) (3 — %h(xt)) dt.

0 Tt
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Maintenant, on sait que les fonction f et t — f(t)|sin(xt)| sont intégrables sur [0,+oo. Il en est de méme de la fonction

1
t (DR = SH(1) - ;f(t)lsin(xt)l. On peut donc écrire

f(x) = 2 J:Oo f(t) dt — j—r Lm f(t)h(xt) dt.

f(t) cos(2kxt)

e Soit x > 0. Pour k € N* et t € [0,400[, posons hy(t) = TS

+oo
=) hi(t)
k=1
- Chaque fonction hy est continue par morceaux sur [0, +ool.

- La série de fonctions de terme général hy, k > 1, converge simplement sur [0, 400l vers la fonction t — f(t)h(xt)
et de plus, la fonction t — f(t)h(xt) est continue par morceaux sur [O ~+ool.

+oo +oo +oo
[£(t) cos(2xkt)| dt < <Z yTra )J [f(t)] dt < +o0.

+oo ]
- h dt =
> [ ma- 3 gt |
D’aprés un théoréme d’intégration terme & terme, on a

de sorte que pour tout réel t € [0, +ool,

k=1

+o00 4 +oo 1 +o00
= - =) 5 2 :
f(x) HJ f(t) dt n}; T L f(t) cos(2xkt) dt

e Pour k € N* et x €]0,4o0[, posons fr(x) =

+o0 too
f(x) = %J f(t) dt — % > flx)
k=1

0

] “+o00
WJ f(t) cos(2xkt) dt de sorte que pour tout réel x €]0,+ool,
—1lJo

1 +oo
- Pour tout x > 0 et tout k € N*, |[fi(x)] < WJ [f(t)] dt qui est le terme général d’une série numérique
—1lJo
convergente. Donc, la série de fonctions de terme général fi converge normalement et donc uniformément sur ]0, +ool.
1 +oo )
- Soit k > 1. Pour tout x > 0, fi(x) = WRG (J f(t)e?tkxt dt). Puisque f est de classe C! sur ]0, +oo[, la
- 0

question I1.2.3 permet d’affirmer que

—+o00 —+00
lim fi(x) = lim LR <J f(t)etkxt dt)_ lim 1 ——Re <J f(t)etyt dt) =0.

X—+00 X—+00 4](,2 —1 0 y—+oo 4](,2 —1 0
+o0o
D’aprés le théoréme d’interversion des limites, la fonction x +— Z fi(x) a une limite réelle quand x tend vers oo a savoir
k=1

“+oo +oo
Jm, ) b =) lim filx ZO °

Mais alors,

“+o0 oo 2
Sif(t)=E(t) =et, J f(t) dt = [—e_trL =1et donc lim E(x)= = On confirme ainsi le résultat de la question

0 X—+00
II.3.5.

I1.4.3. Cas d’une fonction continue par morceaux
I1.4.3.1. Une limite Soit x > 0. En posant u = xt, on obtient

dx

5
F(x) = Jﬁ |sin(xt)| dt = J_CJ@ | sin(u)] du.
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p:E(ﬁx>(:>p Bx <p+1E&pn<Px < (p+1)met de méme qm < ox < (q + 1)

T
T ox  Px .
Soit x > ——. Alors (q+1) —p > — — — > 1 puis q > p ou encore q > p + 1.
5—P T T
Puisque la fonction u — |sin(u)| est positive sur ]0, +oo[ et que [(p + )7, q7i] C [Bx, 6x] C [pm, (q + 1)7] C [0, +ool, on
peut écrire

qm 5% (g+1)7
J |sin(u)| du < J [sin(u)] du < J [sin(u)| du

(p+1)7 Bx p7
(k+1)7‘[ 7T
Pour k € N, J |sin(u)| du = J |/sin(v)| dv = 2. Par suite,
k7t 0
qm q—1 (k+1)7
J sin(u)] du= ) J |sin(u)] du=2(q—p—1),
(p+1)7 k=p+1 k7t
(q+1)m s
et aussi J [sin(u)] du=2(q —p + 1). On a ainsi montré que pour tout x > W’
pm -
2(q—p—1) 20g—p+1) Bx ox
— — <Fx){——————oup=E | — =E .
| 0 P oup=E(Z)etq=E(=)
Maintenant, p < & <p+1=< Bx _ 1 <p< B— =1 i < L < 1. D’aprés le théoréme des gendarmes,
’ T T Bx ~ (Bx)/m
) Bx Bx R ox .
lim ——— =Touencorep ~ —ouenfinp = —+4o0(x).Deméme,q = — + o(x). Mais alors,
x—>+oo (Bx)/m x—-+oo 7T x—+oo 7T x—+oo TT
ox Bx)
2 <— —— | +o(x)
2(q— 2(6 —
X X—+o00 X Tt

quand x tend vers +o0.

2(6 —B)
7

1
Puisque d’autre part, liril — =0, les deux membres de I’encadrement (*) tendent vers
X—+o0 X

Le théoréme des gendarmes permet alors d’affirmer que

lim F(x) = 20—

xX—+00 7T

11.4.3.2. Limite de f(x) dans le cas d’une fonction continue par morceaux

e Supposons que | = [a,b] soit un segment contenu dans [0, +oo[ et que f soit une fonction en escalier sur [a,b] (et
nulle en dehors de [a, b]). Il existe une subdivision xo = a < x7 < ... < xn = b de [a,b] telle que sur chaque Jxy, xk+1,
la fonction f soit une constante fy. Alors, pour x > 0,

n—l Xk 1
f(x) = L f(t)|sin(xt)| dt = ) ka | sin(xt)| dt.

k=0 VXK

D’aprés la question I11.4.3.1, f(x) a une limite réelle quand x tend vers +oo & savoir

Xk 41 n—1 Xk+1 _Xk 2 n—1
xll)gloof Z fx Xll}In J . |sin(xt)| dt = ];) fki = p 2 (ka1 —xp)f
2 2 +o0o
- —J f(t) dt = —J f(t) dt.

U T Jo
e Supposons que ] = [a, b] soit un segment contenu dans [0, +oo[ et que f soit une fonction continue par morceaux sur
[a,b] (et nulle en dehors de [a, b]).
Soit € > 0. On sait qu’il existe une fonction g en escalier sur | = [a, b] telle que Vx € [a, b], [f(x) — g(x)| < j,(bis) Pour

—a

x > 0 donné, on écrit alors
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Fuy——th)ﬁ‘_U}ﬂﬂ—gﬁﬂsmuﬂhh+LgﬁH$mmﬂdt—gJgﬁﬁh—gikﬂﬂ—gﬁﬂdq

us ] Tt
b
a(t)at| + 2 | It — g(u at

a

b
< J (1) — g(t)] dt + H g(t)] sin(xt)] dt — ;J

J
< (b— a);) + U} g(t)|sin(xt)| dt — %J

J

2 €
3b—a Jm”d4+%ab—m

2
gMd4+i

) 2
< U}g(t)sm(xt) dt—%J 3

J

2
Maintenant, d’aprés ’étude du premier cas, lim H g(t)|sin(xt)| dt — %J g(t) dt| = 0 et donc il existe A > 0 tel que
—
J

X—+00 ]

2 . 2 2
Vx = A, L g(t)|sin(xt)| dt — - L g(t) dt' < % et donc |f(x) — - L f(t) dt‘ < g + ?8 =c.
. 2 .
On a montré que Ve > 0, JA > 0/ Vx > A, |f(x)— %J f(t) dt‘ < ¢ et donc encore une fois que liIJIrl f(x) =
J X—+00

2
;[J f(t)sin(xt)| dt quand ] est un segment contenu dans [0,+oo[ et f est une fonction continue par morceaux sur J
et nulle en dehors de J.

e Supposons finalement que f soit une fonction continue par morceaux sur [0, +ool. Soit ¢ > 0. Puisque f est continue par
+oo

morceaux et intégrable sur [0, +oo[, il existe A > 0 tel que J If(t)] dt < 4(7:[7_?_” On note g la fonction qui coincide
A
avec T sur [0, A] et qui est nulle sur [A, +ool.
~ 2 +oo +oo 2 +oo 2 +o00
’f(x)——J f(t) dt’ = (f(t) — g(t))]sin(xt)] dt—l—J g(t)]sin(xt)| dt——J g(t) dt——J (f(t) —g(t)) dt
T Jy 0 0 T Jo T Jo
+oo A 2 A 2 +o0
= f(t)]sin(xt)| dt —&-J g(t)|sin(xt)| dt — —J g(t) dt — —J f(t) dt
A 0 T Jo TJA
A 2 A 2 +oo
< g(t)|sin(xt)| dt — —J g(t) dt| + (2 + —) J If(t)] dt
0 T Jo ) JA
A 2 A €
< g(t)|sin(xt)| dt — —J g(t) dt| + =
0 T Jo 2
A 2 A
D’aprés ’étude précédente, liril J g(t)|sin(xt)| dt — ;[J g(t) dt| = 0 et donc il existe B > 0 tel que pour x > B,
X—+00 0 0
A 2 € ~ 2 e €
J g(t)|sin(xt)| dt — —J g(t) dt| < = et donc |f(x) — —J f(t) dt| < = + = = &. On a de nouveau montré que
0 T o 2 7 )y 2 2

_ 2 +oo
lim f(x) = —J f(t) dt.
X—+00 7T 0
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