SESSION 2008 | ‘ ' PSIM102

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.

LEE 3]

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, & la précision et & la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
- poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené a prendre.
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Le sujet comporte 6 pages.

Notations :

On note :
+ R :  D’ensemble des nombres réels,
* In : la fonction logarithme népérien.

. . -1 n+l )
Pour tout nombre réel x tel que la série Z% converge (resp. la série Zln(l+e'”’)
nzl n=0

8

M

converge), on note 8(x)=

n+l )
(_12 (resp f(x)= Zln(l +e‘”")) la somme de cette série.

n n=0

=
]
—

Objectifs :

On se propose d’étudier quelques propriétés des fonctions & et f .
Dans la partie I, on calcule trois valeurs exactes et une valeur approchée de (r) pour quatre entiers
naturels n. La partie II est consacrée & une étude de la fonction f en liaison avec #(2). Dans la

partie I1I, on étudie de fagon plus précise la continuité et le caractére C' de la fonction 6.
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PARTIE 1

Quelqﬁes valeurs de la fonction 6

L1/ Calcul de 4(1).

1.1.1/ Préciser, selon la valeur du nombre réel x, la limite de L lbrsque I’entier n tend

nx

VErs +co,

1.1.2/ Montrer que I’ensemble de définition de la fonction 6 est E= 10 ;40 .

.13/ Pour tout entier naturel 7, on pose J, = J'f(tant)"dr ;

L.1.3.1/  Préciser une primitive de la fonction +>tans et calculer 35
L1.3.2/  Montrer que la suite J, est convergente et préciser sa limite.
I.1.3.3/  Calculer J, +J,,, pour tout entier naturel 7.

L.1.3.4/ En utilisant le résultat obtenu en I1.1.3.3/, établir (par exemple par récurrence),

k+l1 :
our tout entier naturel » non nul, la relation : Q =J, +(-1)" T, ..
P ok 1 2n4l
: k=1

1135/  Endéduire la valeur de 6(1).

1.2/ Une valeur approchée de 6(3).

k+1
n (-1
Pour tout entier naturel » non nul, on pose S, =Z( kz .
k=1

1.2.1/ Décrire, en frangais, un algorithme de calcul de S, pour » entier naturel non nul
donné.

1.2.2/ En utilisant 1’algorithme précédent et la calculatrice, donner la valeur décimale
approchée par défaut o de S, 4 la précision 10™.

1.2.3/ Montrer que o est aussi la valeur décimale approchée par défaut de 6(3)a la précision
10*,
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1.3/ Calcul de 6(2)et 6(4).

On considére la fonction g définie sur R, a valeurs réelles, 27 -périodique et vérifiant :

g(x)=x2 pour tout xe]—n’ ; 7).

~ Pour tout entier naturel n, on.pose &, = I: x2 cos(rx)dx .

L.3.1/  Calculer «, pour tout entier naturel 7.

13.2/  Expliciter les coefficients de Fourier réels a,(g)et b,(g)de la fonction g.
On rappelle que pour tout entier naturel 7 : '

-

a,;(g):ijﬂ g(x)cos(nx)dx e'F' bﬂ(g)=;1-;I_”xg(x)sin(ﬁx-)dx_.

_ | y
1.3.3/  Justifier la convergence, pour tout x réel, de la série z( 2)
) nzl n
o (1Y
sa somme Z( 2)
~n=l n

cos(nx) et expliciter

cos(nx) pour tout xe]—:r ; 7).
13.4/  En déduire la valeur de 6(2).

1.3.5/  Justifier la convergence de la série Z— et calculer la valeur de sa somme z —
nzl n n=1 n

1.3.6/  En utilisant le résultat obtenu en 1.3.3/, établir la convergénce de la série

Z( 1) sin(nx) et expliciter sa somme i@

sin(nx) pour xe|-r ; x].
nzl n=1 n

1.3.7/  Justifier, pour tout x réel, la convergence de la série Z

nzl
somme Z

(1Y

cos(nx) et calculer sa

cos(nx pour xe]-7 ; z] en fonction de x et 0(4).

1.3.8/  En déduire la valeur de 6(4).
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PARTIE II

Etude d’une fonction

Pour tout entier naturel » et tout nombre réel x, on note u, (x) =In (1 - e"“) .

. +e0
Pour tout nombre réel x tel que la série ) u, (x)converge, on note f(x)=Y u, (x) la somme de
nz0 =0

cette série. On se propose d’étudier quelques propriétés de la fonction f en utilisant en particulier
1)H+1 >

o)=3, 50

IL1/ Montrer que la fonction f est définie sur 0 ;+oof .

On note désormais ¢ Pimage par f de Pintervalle |0 ;+f .
IL.2/ Montrer que la fonction f est continue sur 10 5+4e0[ .

I1.3/ Montrer que la fonction f est strictement monotone sur 10 5+00[ .

11.4/ Justifier I’affirmation : 8 est un intervalle de R.

IL.S/ Montrer que la fonction f admet une limite finie A (que I’on précisera) en +w,

IL.6/ Pour tout nombre réel x strictement positif, on désigne par y, la fonction définie sur R, par :
y/x(r)=ln(1+e'“). '

11.6.1/ Justifier la conve}'gencg de I’intégrale f :"Wx (0) dr ._
I11.6.2/ Etablir, pour tout nombre réel x>0, la aouble inégalité :

_j:’uxx (r). dt< f(x)<In2+ [ 0*”;;); () ar.
11.6.3/ Montrer I’existence de I’intégrale f: In(t+y)
de 6(2).

dy et exprimer sa valeur en fonction
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II 6.4/ Montrer qu’il existe une constante u (que I’on prec1sera) tclle que pour tout nombre
reel x strictement positif, on ait la double inégalité :

% |
IA

i
f(x)S/'Hx.

" 1L6.5/ En déduire la limite de xf (x) lorsque x tend vers O et préciser I’intervalle €.

PARTIE III

Propriétés de la fonction &

Rappel : (x)= i (_2”1 :

n=]

II1.1/ Montrer que pour tout nombre réel x de E=]0 ;+oo[, on a la double inégalité
L <g(x)<
1 s 19 (x) <1.

II1.2/ En dedmre que la fonction @ est bornée sur E et qu’elle admet une limite finie en +o ; on
précisera cette limite.

II1.3/ Continuité de la fonction &.

II1.3.1/ En utilisant la notion de convergence normale, montrer que la fonction & est continue
sur I'intervalle |1 ;+o0] .

I11.3.2/ Montrer que la fonction & est continue sur E .

II1.4/ Caractére C' de la fonction 6.

- 1I1.4.1/ Soxt x un nombre réel fixé strictement positif, on dé51gne par @, la fonction définie
In(#
sur Pintervalle [2 ;+o0[ par ¢, (f)= ( )

Etudier les variations de la fonction ¢, sur I'intervalle [2 ;+o[ ; on précisera I’étude dans les
deux cas :

4.1. 2—.
111.4.1.1/ lqrsque X275
I11.4.1.2/ lqrsque xe]O ,11142[ .
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111.4.2/ Démontrer de fagon rigou‘reuse que la fonction & est de classe C'

IIL.4.2.1/ sur Pintervalle [L ;+oo[,
- LIn2

I1.4.2.2/ sur 'intervalle [0 ;+oo . -

II1.4.3/ Déterminer le signe

IL43.1 de 6'(2),

L4.3.2/ de 6'(1).

Fin de I'énoncé.
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