SESSION 2003
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE

EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

I. Polynémes de Tchebychev

1. a) Soit n € N. Pour 6 € R, on a

0<2k+1<n

=Re ( %k (;:) cos™2¥(0) sin?*(0) + Z 2R <2kT:L ]) cos™ 2% 1(9) sin?*H! (9))

=Re (1)k<21) cos™2K(0) sin?*(0) + 1 Z (1)k<2kT:L ]) cosn2k1(9)sin2k+1(9))
0<2k<n 0<2k+1<n

-y (1)k(n>cosn2k(9)sin2k(9) — (1)k(21> cos™2¥(8) (1 — cos?(0))

A k(T n—2k a2 (ANK — coc

T(cos®) = > (1) (2k) cos™ 2K(0)(1 — cos?(0))* = cos(nd).
0<k<

Ceci démontre 'existence de T,,.

b) Soit P un polyndme vérifiant (). Alors pour tout réel 8, P(cos0) = cos(n8) = T(cos 0) et donc ¥x € [—1,1], P(x) = T(x).
Ainsi, les polynémes P et T coincident en une infinité de valeurs et sont donc égaux. Ceci démontre 1'unicité de T.

2. a) Soit n € N. Soit x € [-1,1]. On pose 8 = Arccos(x) de sorte que x = cos(0). On a alors

Th(x) 4+ Thg2(x) = Tr(cos(0)) + Thy2(cos(0)) = cos(nd) + cos((n + 2)0)) = 2cos(0) cos((n+ 1)0) =
2c08(0)Ti1(cos(0)) = 2xTri1(x).

vneN, vx € [-1,1], Tay2(x) =2xTr1(x) — Ta(x).

Ainsi, les polynémes T,, + T2 et 2XT, 1 coincident en une infinité de valeurs . Ces polynoémes sont donc égaux. On a
montré que

vn € N, Tn+2 = 2XTn+] — Tn.
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b) On a immeédiatement Ty = 1 et Ty = X. Puis To = 2XT; —To = 2X2 —1 et T3 = 2XTo — Ty = 2X(2X% —1) — X = 4X3 —3X.

To=1,T1 =X, Ta =2X2 —Tet Ty = 4X3 — 3X.

c) Montrons par une récurrence double que ¥n € N*| deg(T,) =n et dom(T,) =2""".

e T; est un polynome de degré 1 et de coefficent dominant 1 =2""1 et T, est un polynéme de degré 2 et de coefficent
dominant 2 = 2271 Le résultat est donc vrai quand n =1 et n = 2.

e Soit n > 1. Supposons que deg(Tn) =n, dom(Ty) =2""", deg(Tas1) =n + 1 et dom(Tny1) =2™. Alors
deg(Tni2) = deg(2XTy 1 — Tn) = deg(XTni1) =1+ (n+1) =n+2,
et
dom(Tny2) = dom(2XTy 11 — Tp) = dom(XTp41) = 2dom (T4 q) =2 x 2™ = 2n+1 = 2(n+2)—1,

On a montré par récurrence que

¥n € N*, deg(T,) =n et dom(T,) =21,

D’autre part, To = 1 est un polynéme de degré 0 et de coefficient dominant 1.

3. a) Soit n € N*. Soit x € [—1,1]. On pose 6 = Arccos(x) de sorte que x = cos(0). On a alors

Tn(x) =0 & Tu(cos(8)) =0 & cos(nd) =0

2k +1
SIeZ/no=" tkno ke o= 2EDT
2 2n
Maintenant, pour 0 <k<n-—1,ona
0< L (2k+1)m < 2n—-1)+Nm I
~—2n — n - n 2n —

. . . L (2k+1)m ) .
Comme la fonction cosinus est injective sur [0,7t], on en déduit que les 1 nombres cos o sont n réels deux a

deux distincts, tous racines du polynome T,,. Comme le polynéme T, est de degré n, ces nombres sont toutes les racines
de Ty, nécessairement toutes simples et dans [—1,1]. Enfin, puisque dom(T,,) = 2™, on a la factorisation

n—I1
Vx € [=1,1], Ta(x) =2n"! H(xfcos(ﬁk)) ou 0y = M

n
k=0

b) Soit n € N. Pour x € [—1,1], en posant 6 = Arccos(x), on a
[Ta(x)] = [T (cos(0))] = [cos(nB)| < 1,
ce qui montre déja que ||Th|leo < 1. Comme d’autre part
[Talloo = [Mn(T)] =[Tn(cos(0))] = [cos(n x 0)| =1,

on a montré que

VneN, [Tallo =1. I

Soient n € N* puis k € [0,n].

Talei)] = aeos(ST))| = cos(n x 20 = |cos(kr)| = 1.
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Plus précisément, Ty, (cx) = cos(km) = (—1)¥ et en particulier, pour k € [0,n — 1], T (cxs1) = —Tn(ck).

vn e N* (Vk € [0,n], [Tn(ck)l = || Tnlloo et Yk € [0, — 1], Tr(cks1) = —Tnl(ck)-

2
V= et Taler) = —1. ¢ = cos( 25 = —% et Ts(ca) = 1. c3 = cos(rm) = —1

c) co =cos(0) =1 et T3(co) =1. ¢c1 = cos(
et T3(c3) = —1

w3

2 3

C1

C2

I1. Polynémes de Tchebychev et orthogonalité
Orthogonalité des T,

h(t)
V1—t2

et au voisinage de —1. Par suite,

4. Soit h € E. La fonction t —

est continue sur ] — 1, 1[. D’autre part, la fonction h est bornée au voisinage de 1

h(t) h(t) 1 1

— X = 0Of1
VI—t2 14+t V1T —1x=1 ( T—t

et de méme

RO e 1
VI—t2 VJT—t JTrtxo

O((1+1)~1/2).

1
Comme —= > —1, les fonctions t — (1—1)""/2 et t — (141)~1/2 sont intégrables au voisinage de 1 et —1 respectivement.

2
il ¢ de meme de la fonction t — — 0
en es € meme de la ronction .
VI—t?

h(t)
V1—t2

Pour tout élément h de E, la fonction t — est intégrable sur ] — 1, 1[.

1
h(t h(t
5. a) Soit h une fonction positive de E telle que J ) dt = 0. Alors, la fonction t — ) est continue et positive
1 1—12 V11— t2
h(t)
sur | — 1, 1[, d’intégrale sur ] — 1, 1[ nulle. On sait alors que cette fonction est nulle et donc que Vt €] — 1, 1], =0
i ! ! N

puis Vt €] — 1,1[, h(t) = 0. Mais alors le polynéme h a une infinité de racines et donc h est le polyndéme nul.
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b) e D’aprés la question 4., V(f, g) € E2, < f, g > existe dans R.
e V(f g) €E%, < f g>=<g,f>et <, > est une forme symétrique.
o Il est clair V(f1,f2,g) € E3, V(A1,A2) € RZ, < Ay +A2fa, g >= A1 < f1,9 > +A2 < 2,9 >. <, > est linéaire par
rapport a sa premiére variable et donc bilinéaire par symétrie.

VfeE, <f,f> J] ()
[ ] N fd
, 1 V1 —t2

Vel <f,f>=0 <:; f =0. <, > est donc une forme définie positive.

dt > 0 par positivité de U'intégrale et de plus, d’aprés la question 5.a),

En résumé, <, > est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E et donc

<, > est un produit scalaire sur E. I

1
6. Soit (n, m) € N2. Pour t €]—1,1[, on pose 8 = Arccost de sorte que 8 décrit ]0, 7t[ en décroissant puis d@ = — — dt.
On obtient
1 dt 0
<Th,Timn>= J_1 Th(B) T (1) N = J;T Th(cos0) T (cosB) x (—d6)
s -I 7T
= J cos(nB) cos(m0) do = ZJ' [cos((n 4+ m)0) + cos((n—m)0))] do.
0 0
e Sin #m,
< T T >= 5 {Sm((“ +m)9) , sinlln - m)e))r 0.
2 n+m n—m 0
e Sin=m,
] us ] 7T Z[ L
< T, Tp >= —J lcos((2n)0) + 1] d6 = = + —J cos((2n)0) a0 =4 2570
2 Jo 22 msin=0
La famille (To, ..., T ) est en particulier une famille orthogonale de polyndémes tous non nuls de degré au plus n et donc
la famille (To,..., Tn) est une famille libre de I’espace vectoriel E;,. Comme card(Tx)o<k<n = N+ 1 = dim(E,) < 4o0.

Cette famille est une base orthogonale de E,.

La famille (Tp,..., T,) est une base orthogonale de E,,.

Polynéme de meilleure approximation quadratique

7. Soit f € E.

a) E,, est un sous-espace vectoriel de dimension finie de I'espace préhilbertien (E, <, >). L’existence et I'unicité de ty,(f)
est alors assurée par le théoréme de la projection orthogonale.

b) Puisque tn(f) € Ey, et que la famille (Tx)o<k<n est une base de En, il existe une famille (Ax)o<k<n telle que

ta(f) =D AT
k=0

Pour i € [0,n], on a alors

n 5 7'[7\0 sii=0
<tn(f),Ti>= ) M <Ti, i >=A < T, Ti >=A[|Ti|* = T sii£0
k=0 27
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Maintenant, < tn(f), Ty >=<f, Ty > + < tn(f) — f, Ty >=<f, Ty > car t,,(f) — f est dans E} et on a montré que

n

£, T 1 n
VEEE, talf) = Y ST <<f,To>To+2Z<f,Tk>Tk>.

Mz = m

k=0 k=1

8. Soient f € E et n € N. Puisque t,,(f) € E,, et f —t,,(f) €EL, on a

(d2(f,En))? = I = tn (03 =< f = ta(f), f = ta(f) >=<f = ta(f),f > = < f = tn(f), tn(f) >=<f—to(f),f >

n n

<f,Tx > <f, Te >
=<f- — T, T >=<f,f>— —— <, Ty >
ZO ITill? ZO T2
n
< f,Tk >2
=3 - ) —=—5—
2 ; Tl2

n

f, Tie >2
VfEE, VneN, do(f,En) = Hf”%_2£_

2
2 T

9. a) Soit n un entier naturel

n
< f, Tk >2 2 2 2
Z TR [fll2 — (d2(f, En))= < [Ifll2.
k=0 k
o . . . . f,Te>% o :
Ainsi, la suite des sommes partielles de la série de terme général W positif est majorée. On sait alors que cette
k

série converge.

est convergente.

< f, Ty >2

[ITn |2
tend vers 0 quand n tend vers +oo. Mais pour n > 1,

b) Pour n € N, posons u,, = . Puisque la série de terme général u,, converge, on déduit en particulier que u,

dt

J] () Tn (1)
-1

1—t2

< Ty > | = %‘un.

et donc

Convergence en norme quadratique
10. a) Soit h un élément de E.

|h|2:J1 k. dt<r \/—”h”i dt = ||h|3 F 1/—] — dt = |hf3, [Arcsint]! ; = 7|[h|3
2 . 1—t2 = . 1—t2 00 . 1—t2 00 —1 00

et donc

VYh e E, ||h|2 < v7l[h/ - I

b) Puisque pour tout entier naturel n E,, C Ey 41, la suite (d2(f, En))nen est une suite décroissante. Etant positive et
donc minorée par 0, cette suite est convergente.
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La fonction f est continue sur le segment [—1,1]. D’aprés le théoréme de Weirstrass, il existe une suite de polynomes
(Pn)nen convergeant uniformément vers f sur [—1, 1] ou encore telle que lirJrrl If = Pallo = 0.
n— +o00

Pour n € N, on pose d,, = Max(deg(Py,),0). Pour tout entier naturel n, on a alors
If = ta, ()2 = da(f, Ea,,) < If = Pull2 < VAl f = Prlo-

Soit ¢ > 0. Puisque la suite lirf [If = Pulle =0, il existe np € N tel que /7T||f — Py lleo < €. Posons N = dy,,. Pour
n—+oo

n > N, on a (puisque la suite (||f — t(f)||2) est décroissante)
If = tn (B2 < IIf = tan, (Oll2 < I = Puoll2 < VAl = Prglloo <.

On a montré que Ve >0, IN € N/ Vn > N, ||[f — tn(f)||2 < € et donc que

Vi E, lim [[f—ta(f)]2=0.

n
f, T >2
11. a) D’apres 10)b), nHToo d2(f,En) = 0 et donc d’aprés la question 8), TIEI—EOO 115 — ];) <”’TT]H2> = 0 ou encore
n
. <f, Tk >2
lim ——— =||f]|2.
LN\ D e e

Vf e E, |If]2=

h(t)Tn(t)
V1—t2

| |2 est une norme sur E, on en déduit que h = 0.

1
b) Soit h € E telle que Vn € N, J dt =0. Alors Yn € N, < h, T, >=0 et donc d’aprés a), |h||2 = 0. Puisque
—1

ITI. Polyndéme de meilleure approximation au sens de Tchebychev

Existence d’'un PMA d’ordre n pour f

12. a) e Le polynéme nul est dans K ce qui montre que K est non vide.

e S0it Q €K. [|Qlleo = |1Q =T+ fllo <IQ —Tlloo + lIflloo < 2|/f]|oc- On en déduit que K est une partie bornée de E,.

e Soit N : (En,|lle) — (R,[]) . On sait que N est une application continue et il en est de méme de 'application
P = Pl

@ : P N(f—P) (en tant que composée d’applications continues puisque l'application P — f — P est 1-Lipschitzienne).

Or K = @ ([0, ||f|leo]). K est donc un fermé de I’espace vectoriel normé (En, || [« ) en tant qu’image réciproque d’un

fermé par une application continue.

b) Puisque E,, est de dimension finie et que K est une partie fermée et bornée de En, le théoréme de BOREL-LEBESGUE
permet d’affirmer que K est une partie compacte de E.

K est une partie compacte de E;,. I

13. a) Puisque K C By, et que K # &, on a de (f, En) < doo (f, K).

Réciproquement, puisque 0 € K, on a déja de (f,K) < |[f = 0lcc = |If|lcc. Ainsi, si Q est un élément de E, tel que
[If — Qlle > |Ifllcc, on & alors ||f — Qoo > doo (f,K) et si Q est un élément de Ey tel que ||f — Qlloo < ||f]lo, on a Q € K
et donc aussi ||f — Qlleo > deo (f, K). En résumé, de (f, K) est un minorant de {||f — Ql|c, Q € En}. Puisque dy (f, Eyy) est
le plus grand de ces minorants, on a donc de, (f, K) < deo (f, Ery).

On a montré que

de (f, En) = doo (f, K).

b) On a vu a la question 12.a) que la fonction P +— ||f — P||o est continue sur E,. Elle admet donc un minimum sur le
compact K et donc il existe P € K tel que ||f — P|lw = deo (f, P). Comme K C E,

P € En/ [[f = Pllc = doo (f, P).
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Condition suffisante pour étre un PMA

1
14. a) La fonction ® = =Tz convient.

2
]__
| g’ |
| =i
| e
e | c >/ o
| T '
.y €2 I 1
| |
| |
| |
[ |
_] 4

b) C’est le résultat de la question 3.b).
15. a) Soit i € [0,n + 1] tel que f(xi) — P(xi) > 0.

= (Qxt) = f(x:)) + (f(xi) = P(xt)) = Qxt) — f(xi) + [f(xi) = P(xi)l = (Qx:) — f(x)) + [I[f — Plloo
> —1Q(xi) = f(xi)l + [[f = Pllc = —[If = Qllec + [If = Plloc > 0.

Q(xi) — P(xi

N

De méme, si f(xi) — P(xi) <0,

Qxi) = Plxa) = (QUxt) — F(x:) + (F(x) = P(x1)) = Q(xi) — Fxa) — [F(x0) — P(xo)] = (Qlxi) — (x¢)) = [[f = Plog
<1Q0x) = F(x0)] = [ = Pllao > [[f = Qlloo — [ = Pllos < 0.

b) Le polynéme Q — P est une fonction continue sur [—1,1] et équioscille en les n 4 2 points xi, 0 <1 < n+ 1. D’apreés
le théoréme des valeurs intermédiaires, Q — P s’annule au moins une fois dans chacun des intervalles ouverts Jxi, Xi+11[,
0 <1i<n, et donc en au moins n+ 1 réels deux a deux distincts de [—1,1]. Ainsi Q — P est un polynéme de degré au plus
n qui a au moins n + 1 racines et donc Q — P =0 ou encore Q = P.

Ceci contredit 'hypothese ||f — Q|loo < ||f — Plloo- On a donc montré que VQ € Ey, ||f — Q|| > ||f — P|loo et donc que
[If = Plloo = doo (f, Exy) ou en fin que P est un PMA.

Détermination de PMA
16. Soit n € N. D’aprés la question 2.c), deg(Tn41) = n+ 1 et dom(T41) = 2™. Par suite, 27" T 11 est un polynome
unitaire de degré n+ 1 et donc q,, € Ey.
k

D’autre part, d’aprés la question 3.b) (ou 14.b)), f — qn = 27" T, 41 equioscille en les 1 + 2 points cx = cos f],

n
0<k<n+1.
La question 15. permet d’affirmer que

gn est un PMA d’ordre n de f. I

17. Soit P un polynéme unitaire de degré n+1. Pour x € [—1,1] posons f(x) = x™*! puis Q(x) = f(x)—P(x) = x"*1 —P(x).
Puisque P est un polynome unitaire de degré n+ 1, Q est un élément de E,, et par suite ||f — gn|leo < ||f — Qlleo ce qui
s’écrit encore 27| Tnt1]loo < ||P|loo-
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est un polyndéme de degré n + 1 unitaire. Pour tout polynome

f
18. a) Soit f un polynome de degré n + 1. Alors ———
dom(f)

1

Q € En, m(f — Q) est encore un polynome unitaire de degré n + 1. Maintenant, ||f — Q||o est minimum si et
om
1 1
seulement si dom(f) If = Qllo = Hm(f — Q)|loo est minimum. Mais puisque dom () (f — Q) est unitaire de degré
1
n + 1, la question 17. permet d’affirmer que ce minimum est atteint quand dom () (f — Q) =2 "™T, 41 ou encore quand
m

Q =f—2""dom(f)Th41 (qui est bien un élément de E,).

Un PMA d’ordre n de f est f — 27 ™dom(f)T41.

b) D’aprés la question a), un PMA d’ordre 2 de f est

2
f—22x5xT; = (5X3 +zxf3)f§(4x373><) :;xfs.
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