EXERCICE 2

1) a) La fonction G est dérivable sur R et pour tout réel x,

1 1 2 2

G'(x) = 7 X (xz)/e"2 =3 X 2xe*” =xe* = g(x).
Donc la fonction G est une primitive de la fonction g sur R.
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¢) Soit n un entier naturel non nul. I, 2 = J xMH2eX” dx = J x™MH % xeX” dx.
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Pour x dans [0, 1], posons u(x) = x™*! et v(x) = zexz. Les fonctions u et v sont dérivables sur [0, 1] et pour x dans [0, 1],
on a

u(x) = xnt! v(x) = =X

u'(x) = (m+1)x" v/(x) = xe*
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2) 1 prend sucessivement les valeurs 1, 3, 5, ..., 19.
1 1+1
e Quandn=1,u=1 puis,comme1<21,u=§e— ; I =13 puis n=3.
1 1
oPuisquen:3<21,u:ze—3—§ I3 =I5 puisn=>5.
1 17 +1
e Puisquen =17 <21, u=-e— * I17 =119 puisn =19.
% 19+1
e Puisque n =19 < 21, u= ze — TIW =I5 puis n = 21 et l'algorithme s’arréte.

Finalement, en sortie, on obtient I7.
3) a) Soit n un entier naturel non nul. Pour tout réel x de [0, 1], x"eX” > 0. Par positivité de I'intégrale, on en déduit que
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n_x? . P
x"e™ dx > 0. On a montré que
0

Pour tout entier naturel non nul n, I, > 0. I

b) Soit n un entier naturel non nul.

1

1 1
Ih —Ihiy = J xve*” dx — J xMHeX dx = J (x”e" — X1 e"z) dx (par linéarité de 'intégrale)
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:J x™(1 —x)eXZ dx.
0
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Or, pour tout réel x de [0, 1], x™(1 — x)e"z dx > 0 et donc J x™(1 — x)exz dx > 0 par positivité de I'intégrale ou encore

0
In—=Inp 20

On a montré que pour tout entier naturel non nul n I, —I;,.1 > 0 ou encore pour tout entier naturel non nuln I, .1 < Iy
et donc

la suite (I,,) est décroissante.

c¢) La suite (I,) est décroissante et minorée par 0. On en déduit que la suite (I,,) est convergente vers un réel £ positif ou
nul.

e n—1
4) Supposons { > 0. D’apres la question 1)c¢), pour tout entier naturel supérieur ou égal a 3, I,, = 5~ Tln_z. Puisque
n-— e n—1
lim I, > =4¢>0, onen déduit que lim ——I, 2 =+4oc0 puisque lim I, = lim - ———I, 2 = —o0. Ceci
n—+oo n—too 2 n—-+oo n—+too 2 2

est une contradiction et donc £ = 0.

lim I, =0. I
n—-+oo
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