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EXERCICE 1

1. a. Les fonctions t — e' et t — t sont continues sur [1,+oo[ et la fonction t — t ne s’annule pas sur [1, +oo[. f est donc
continue sur [1,+oo[ en tant que quotient de fonctions continues sur [1,+oo[ dont le dénominateur ne s’annule pas sur

(1, +ool.

f est continue sur [1, +ool.

b. De méme, f est dérivable sur [1,+o00[ en tant que quotient de fonctions dérivables sur [1,4oo[ dont le dénominateur ne
s’annule pas sur [1,+oo[ et pour t réel supérieur ou égal & 1, on a
et xt—etx1 ef(t—1)

]U(t) = 12 - 12

Pour tout réel t > 1, on a et >0, t> > 0 et t — 1 > 0. Par suite, la fonction f’ est positive sur [1,4oo[ et donc

f est croissante sur [1, 4ool.

2. Restitution organisée de connaissances :

a. A(1) =0.

b. Soient xo un réel de [1,+o00[ et h un réel strictement positif.

o (xo +h) — o (x0) est Paire du domaine Z = {M(x,y)/ xo <x <xo+het 0 <y < f(x)}
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Puisque la fonction f est croissante sur [1,+oo[, laire de & est supérieure ou égale a I'aire du rectangle de largeur
(xo +h)—x%p = h et de longueur f(xg) et Paire de Z est inférieure ou égale a ’aire du rectangle de largeur (xo+h)—xp =h
et de longueur f(xo + h). Ceci fournit 'encadrement

hf(xo) < @ (xo +h) — o/ (x0) < hf(xp + h).

et donc, puisque h > 0,

http ://www.maths-france.fr 1 © Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.



flxg) < ZDOFNZ 0] i )

c. Sixp > 1 et h <O tel que xo+h > 1, on applique 'encadrement précédent & xj =xo +h et h’ = —h. On a bien x§ > 1
et h/ > 0. Comme x§ +h’ =xp + h —h = x¢, 'encadrement

A (xg +h') — A (x5)

flxg) < T < f(x{ +h').
s’écrit alors

f(xo + h) < LX) *_"‘i("o M fxo).
ou encore

flxo L) < o (xo +h) — o (x0) < f(xo)

d. Soit xp un réel strictement supérieur ou égal a 1.
D’aprés la question 1.a., f est continue en xo. Donc, %in%) f(xo + h) = f(xp). L’encadrement du c. et le théoréme des
—

< (xo +h) — o (x0)

gendarmes montre que le rapport a une limite quand h tend vers 0 par valeurs supérieures et que

h
. A (xo+h)— A (x0)
lim = f(xo),
h—0 h
h>0

ce résultat restant valable quand xo = 1.

o (xo +h) — o/ (x0) .
a une limite

De méme, I'encadrement du d. et le théoréme des gendarmes montre que le rapport

h

quand h tend vers O par valeurs inférieures et que

. A (xo +h)—F(x0)

lim = f(xo),

h—0 h

h<0

@ (xo +h) — 2 (x
En résumé, si xo > 1, le rapport (xo +h) (xo) a une limite quand h tend vers O et cette limite vaut f(xp) et si
o (xo +h) — o (x

xo =1 le rapport (X0 + })1 (xo) a une limite quand h tend vers 0 par valeurs supérieurs et cette limite vaut f(xo).

A est donc dérivable en xg si xo > 1 et dérivable a droite en 1 et A’(xo) = f(xo).
e. A est dérivable sur [1,+oo[ et A’ = f. Donc

A est une primitive de f sur U'intervalle [1, 4ool.
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EXERCICE 2

Voir figure a la fin de ’exercice.

1. Q est le milieu du segment [AB] et donc

ZA + 2B

1
20 =S = 5(1-2-2+20) = .

N —

D’autre part, en notant R le rayon du cercle (C),

AB 1 1 1 1 V25 5
= — = — — = —||— 1) — — N = —| — | = — —3)2 2:—:—
R= 3 2|zB zZAl 2\( 242i) — (1 =2i) 2\ 3+ 4 2\/( 3)2+4 > 3
1 5
(C) est le cercle de centre Q(fz, 0) et de rayon 5
2.
, _3+9i_§x1+31_§x (1+3i)(2—i)_§>< 5+51 —§(1+i)
PTax2 27241 20 2+9)@2—-y 2722417 2 '
z *é—i—éio encore D éé
b= mpronencor 22)
Ensuite,
33, 1 3. 1 V25 5

D appartient au cercle (C).

1 5
ou enfin z + = est le nombre complexe de module = et

_ 5 irt/4
—2°¢ 2 2

N —

3. a. On sait que zg —zg = Rel™* ou encore z +

T
d’argument T
b.

1

5(vV2 V2 1 5V2 5V2. 5V2—-2 5V2.
ZE——ﬁz(T“T)—‘z* e
5v2—2 52,
Zg = 2 +T1

4. a. On sait que si f est la rotation de centre Q d’affixe w et d’angle 8, ’expression complexe de f est
2/ —w=¢e®(z—w).

Donc

1
T est la rotation de centre QQ <§' O> et d’angle g
b. Si z =zg = 2, d’aprés le calcul fait a la question 3.b.,

1 . 1 1 5. 1 )
ZI:*z+eln/4(ZK+z):*24'26171/4:*24']261”/4:28
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7
Géométriquement, puisque zx =2 = —3 + R, E est 'image du point K par la rotation de centre Q et d’angle 7 et donc
E = r(K).

r(K) =E.
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EXERCICE 3

1. a. Le vecteur /ﬂ%} a pour coordonnées (0,1,2) et le vecteur R a pour coordonnées (—2,1,—1). Ces deux vecteurs ne

sont pas colinéaires et donc
les points A, B et C ne sont pas alignés. I

Ainsi, les points A, B et C définissent un plan.
b. WAB=0x3+1x4+2x(-2)=4—4=0ct WAC =(—-2) x3+41 x4+ (—1) x (—2) = —6+4+2 = 0. Donc

le vecteur T est orthogonal aux vecteurs /ﬁ et R I

Puisque le vecteur T est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC), le vecteur T est un vecteur normal
au plan (ABC). Le plan (ABC) est donc le plan passant par A de vecteur normal ™. Une équation cartésienne de ce plan
est

3x—1)+4y—-0)—2(z—2) =0,

ou encore

(ABC) : 3x+4y—2z+1=0.

2. a. Un vecteur normal au plan Py est le vecteur (2, 1,2). Un vecteur normal au plan P; est le vecteur (1, —2,6).
Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires et donc les plans P et P, ne sont pas paralléles. On sait alors que

les plans Py et P, sont sécants selon une droite D. I

Déterminons un systéme d’équations paramétriques de la droite D.
Soit M un point de l’espace dont les coordonnées sont notées (x,y, z).

2 2 = — _JIx — 27—
M6P10P2<:>{ x+y+2z+1=0 <:>{y x—2z—1

x—2y+6z=0 x—2(—2x—2z—1)+6z=0
2 2
=—-2z—— X=—=—2z
=—2x—2z—1 x
y=-2{-2z—¢ |- 2z— y=—§+21
2
=—= -2k
*=75
& il existe un réel k tel que yz—%Jer

z=k

Un systéme d’équations paramétriques de la droite D est

b. Dans le systéme précédent, on lit les coordonnées d’un vecteur directeur de D : le vecteur ?(72, 2,1) est un vecteur
directeur de D.
Onau.m= (—2)x3+2x4+1x(—-2) =—6+8—2=0. Le vecteur T est orthogonal au vecteur T et on sait alors que

la droite D et le plan (ABC) sont paralléles.

3. a. Soit t un réel positif. La somme des coefficients de A, B et C vaut 3 + t et est strcitement positive. En particulier,
cette somme n’est pas nulle et donc G existe.
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37 3 7 3 3737 3

2 10
1,5, = .
(155

XA +2X8 Ya +2ys ZA+2ZB) <]+2 0+2 2+8
ou encore

Les coordonnées de I sont ( ) et donc

D’aprés le théoréme du barycentre partiel, on a
G = bar{A(1),B(2), C(t)} = bar{I(3), C(t)}.
On sait alors que pour tout point M de I'espace, on a

3MI + tMC = (t +3)MC.

Quand M =1, on obtient en particulier ti)f =(t+ 3)@ et donc

t+3
t
b. Pour t réel positif ou nul, posons f(t) = 3 f est dérivable sur [0, +oo[ et pour tout réel positif t,
ITx(t+3)—tx1 3
priy = LA Xl .
(t+3)2 (t+3)?2

f’ est strictement positive sur [0, +oo[ et donc f est strictement croissante sur [0, +ool.

Ainsi, f est continue et strictement croissante sur [0,+oo[. De plus f(0) = 0 et lim f(t) = lim ——= =1. Onen
t—+oo t—=+oo 14 T

déduit que quand t décrit I'intervalle [0, +oo[, f(t) décrit Iintervalle [0, 1[. Enfin, puisque pour tout réel positif t, on a

IC — f(1)IC,

lorsque t décrit [0, +oo[, le point G décrit le segment [IC] privé du point C.

t 1
Le point G est le point | si et seulement si le coefficient T3 est égal & 5 Or

2t=t+3 &5 t=3.
13 = +o5=

N =

Le point G est le point ] si et seulement si t = 3.
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EXERCICE 4

1. Soit n un entier naturel non nul.

(n+1)1° n1o (n+1)1° o1 n+1 10 1\ 0
Un+1 §0,95un<:>2nT§0,952—n<:>T§0,95 om = T S0,95X2@ ‘I+E §1,9

On a montré que

10
pour tout entier naturel n, wn1 < 0,95u,, si et seulement si (1 + —> <109.
n

9 9
2. a. f est dérivable sur [1,+oo[ et pour x > 1, f'(x) = 10. (;—2]) (1 + 3—() = —l—(z) (1 + l) . T/ est strictement négative

sur [1,+ool et donc

f est strictement décroissante sur [1, +ool.

10
1
Quand x tend vers +oo, < tend vers 0 et donc <1 + ;) tend vers (1 +0)'° c’est-a-dire 1.

b. f est continue et strictement décroissante sur [1, 4+oo[. Donc pour tout réel k de l'intervalle | 1in{1 f(x), f(1)], Péquation
X— +00
f(x) = k admet une solution et une seule dans lintervalle [1,4+ool. Or f(1) = 2'° = 1024 et Ln+n f(x) = 1. Donc

11111 f(x) < 1,9 < f(1) et I"équation f(x) = 1,9 admet une et une seule solution notée o dans [1,+ool.
xX— o0

Il existe un réel « et un seul dans l'intervalle [1,+o0o[ tel que f(x) =1,9.

c. Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. Puisque f est décroissante sur U'intervalle 1,400l et que n — 1, x et n
sont dans cet intervalle,

1 10 1 10 1 1
n-l1<a<n&fn) <fl)<fn-N&(1+=) <19<(1+——) ©1+-< V1,9<14+—
n n—1 n n—1

0 1 1

1 1
- < VL,9-1< —— 1< ——K .
<:>n_ ' _n—1<:>n - ]{)/]‘_971_71(*)
1
Or ——— =15,08... et donc, puisque n est un entier, 'encadrement (x) équivaut & n = 16.

V1,91

d. Soit n un entier naturel non nul. De nouveau, f étant décroissante sur [1,+oo[, sin > 16 > «, on a f(n) < f(16) < f(«)

1\ 10
ce qui s’écrit (1 + H) <109.

10
1
Pour tout entier naturel supérieur ou égal & 16, on a <1 + —) <19
n

10
3. a. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 16. D’aprés la question précédente, on a 1+ — < 1,9. D’apreés
n

la question 1., on a encore un+1 < 0,95u,. Mais 1w, est un réel strictement positif et donc, puisque 0,95 < 1, on a
0,%5u, < un.
Ainsi, pour tout entier naturel supérieur ou égal a 16, on a up41 < Un.

La suite (u,) est strictement décroissante a partir du rang 16.
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b. La suite (u,,) est décroissante a partir d’un certain rang et est minorée par 0. On en déduit que

la suite (uyn) converge.

4. La suite (un) est positive.

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 16, on a u, < 0,95 16

Uig.
e Quand n =16, on a 0, o516y, = 0,95%U1¢ = Uy et on a bien u, < 0,95 16u44. L’inégalité & démontrer est
donc vraie quand n = 16.

e Soit N un entier naturel supérieur ou égal & 16. Supposons que u,, < 0,95"16

Uj6. Alors

Uni1 < 0,95u, (d’aprés la question 1.)
<0,95.0,95™ "®u;6 (par hypothése de récurrence)

— 0‘95(n+])716u]6'

On a montré par récurrence que

pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 16, un < 0,95™ 10uyq.

Comme (0,95 < 1, on a 1in{1 0,95™ "®1,4 = 0. Le théoréme des gendarmes permet alors d’affirmer que
n—+0oo

lim uw, =0. I
n— +o00
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