Planche n° 43. Variables aléatoires. Corrigé
Exercice n°1
Tirages simultanés. On peut prendre Q = 2, ([1,N]) (Uensemble des parties & n éléments de [1, N]). Alors card(Q) =
(n)' Les événements élémentaires sont équiprobables.
Le plus grand des éléments de n nombres deux a deux distincts de [1,N] est au moins égal n. Donc X(Q) C [n,N].
Réciproquement, les tirages wy = {1,2,...,n—1,k} ou k € [n, N] sont tels que X(wy) =k et donc X(Q) = [n, N].
Soit k € [, N]. Une partie & n éléments de [T, N] dont le plus grand élément est k est constituée de {k} et d’une partie
k—1
an—1éléments de [l,k—1]. Ilya (n B 1) telles parties. La loi de probabilité de X est donc

_1)
vk € [, N], p(X = k) = (“;1

N
n
k-1 Sk k—1 N —1 N :
Remarque. ]; <n— ]) = 2 ((n) — < . )) = (n) — <nn ) = (n) (somme télescopique) et donc

Tirages successifs avec remise. On peut prendre Q = [1, N]™. Alors card(Q) = N™. Les événements élémentaires sont
équiprobables.

Soit k € [1,N]. Un n-uplet d’éléments de [1,N] dont le plus grand élément est inférieur ou égal & k est un n-uplet
kn
constitué d’éléments de [1,k]. Il y a k™ tels n-uplets. Donc, p(X < k) = N Mais alors

kK —(k—1"
(y compris si k =1). La loi de probabilité de X est donc
kK™ —(k—1)"
vk € [1,N], p(sz)ziNn .
kn — 1" N™ — N
Remarque. Z ](\]n ) = Nno =1.
k=1

Exercice n° 2
On peut prendre Q = [1,6]2. card(Q) = 36. Les événements élémentaires sont équiprobables.

e Pour (i,j) € [1,6]?, -5=1-6 <i—j < 6—1 =5 et donc X(Q) C [-5,5]. Réciproquement, les couples (1,k), 1 <k <6
et (k, 1), 2 < k <5, fournissent toutes les valeurs de —5 a 5 et donc X(Q) = [-5, 5].

Soit k € [-5, 5]].
- Si =5 < k < 0, les couples fournissant une différence égale a k sont les couples (i, —k +1), 1 <i< 6+ k.
Il y a 6 + k tels couples et donc p(X =k) = 6+—k

- Si1 <k <5, les couples fournissant une différence égale a k sont les couples (i,k+1), 1 <i<6—k.

6—k

Il y a 6 — k tels couples et donc p(X =k) = T
La loi de probabilité de X est donc

6—|k
vk € [-5,5], p(X=k) = A
36
e Ikl
L’espérance de X est E(X Z k

k=—5
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1 6—k 6—k
o [X|(Q2) = [0,5]- p(IX| = 0) =p(X =0) = = et powr k & [1,5], p([X] =k) =p(X =k) +p(X = —k) = 2 = —2=.
Ensuite, d’apreés la formule de transfert,

5 5 5
|k| 6—k 1 1 & , 1.5x6 1 5x6xIl
(IX]) E k = ke = = k— — K2 = — _
BX) = || kZ:] SR DL DLt b s R

55 45 5
_ﬁ_ﬁ_E_Z)S.

o X2(Q) = {0,1,4,9,16,25}.

1 6— 6—
PO =0) = p(X =0) = & et pour x € {1,4,9,16,25), (X = x) = p(X = y&) + p(X = —y&) =22 Y = E= VX
5 5
6— |k| 6 k 1 5><6><11 1 52 x 62
E(X?) = Ko =2) Ko — _x 22t L
(X?) kgs Z g 18 g 3 6 18 4
555 3_5
3 2 6"
Exercice n° 3
1) a) La variable aléatoire X est régie par une loi binomiale. En effet,
e 5 expériences identiques et indépendantes (car les tirages se font avec remise) sont effectuées.
e chaque expérience a deux issues : « la boule tirée est blanche » avec une probabilité p = T0° % et «la boule tirée
4
n’est pas blanche » avec une probabilité 1 —p = 3
1
La variable aléatoire X est régie par une loi binomiale de paramétresn =5 et p = 5 On sait alors que
X(Q) =10,5] et Yk € [0,5], p(X =k) = <—) <—)
k) \5 5
Plus explicitement,
4\> 1024
1 (4)4 256
=)= z = =0,4
ep(X=1) 5><5>< 5 55 = 0,40%6.
1\* <4)3 128
ep(X=2)=10x <§) X = 55 =0,2048.
1 )3 (4)2 32
ep(X=3)=10x (5 X 5 o5 0,051
n* 4 4
=4) = — _ —
e p(X=4) 5><(5 X5 = =0, 0064.
ep(X=5)= (1)5 1 =0,00032
PR=20=\5) 315 7 '
1 1 4 4
L’espérance de X est E(X) =np =5 x 5= 1 et la variance de X est V(X) =np(1 —p) =5 x FXE=5= 0,8.

b) Y = 2X — 3(5 — X) = 5X — 15. Par suite, Y (Q) = {5k — 15, k € [0,5]} = {—15,—10,—5,0,5, 10}. Ensuite,

Vk € [0,5], p(Y =5k —15) = p(X = k) = (i) (%)k (%)S_k.

5\ /1) 50 [4)> 5
Wx € {—15,-10,-5,0,5,10}, P(Y =x) = [ s <_) <_) .
57\ 5

Ensuite, E(Y) = 5E(X) — 15 =5 x 1 —15 = —10 et V(Y) = V(5X — 15) = 52V(X) = 25 x % = 20.

ou aussi
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2) Les lois de probabilité de X et Y ne changent pas si on suppose les tirages simultanés. On peut prendre pour Q I'ensemble
des tirages simultanés de 5 boules parmi 10 ou encore ’ensemble des parties & 5 éléments d’un ensemble & 10 éléments.

10
Le nombre de tirages simultanés de 5 boules parmi 10 est < 5 > Les événements élémentaires sont équiprobables.
a) X(Q) ={0,1,2}.
Soit k € [0,2]. Au cours d’un tirage de 5 boules, on obtient k boules blanches si et seulement si on tire k boules parmi les

2
2 blanches et 5 — k boules parmi les 8 noires. Il y a donc (k) X ( ) tirages ol on obtient k boules blanches. Donc,

8
5—k
2 8
() ()
vk € [0,2], p(X =k) = (10) .
5

Plus explicitement,
8x7x6x5x4

_m_  5x4x3x2 _5x4 2
P =0 = 098X 7x6  T0x9 9
5x4x3x2
) 8X7x6x5
N1 — - ax3x2 _2x5x5_5
*p(X= )_10><9><8><7><6_ 10x9 o
5x4x3x2
8 xX7x6
_ 9 3x2 _5x4 2
.p(x_z)_10><9><8><7><6_10><9_§'
5x4x3x2
2 5 2 .
L'espérance de X est E(X):0X§+1x§+2x§zlet la variance de X est
2 2

b) Comme a la question 1), Y =5X—15, Y(Q) = {5k — 15, k € [0,2]} = {—15,—10,—5} et

k 5—k
. 5 100
Ensuite, E(Y) =5E(X) —15=—10 et V(Y) =5°E(X) = T
Exercice n° 4

On peut prendre pour Q l’ensemble des n-uplets de Pensemble des boites {1,2,3}. card(QQ) = 3™. Les événements
élémentaires sont équiprobables.

1) X prend les valeurs 0, 1 ou 2.

2) a) X = 2 est I'événement « toutes les boules vont dans le méme compartiment ». Parmi les répartitions des n boules
dans les trois compartiments, il y en a une et une seule pour laquelle toutes les boules sont dans le compartiment n° 1,
une et une seule pour laquelle toutes les boules sont dans le compartiment n°2 et une et une seule pour laquelle toutes
les boules sont dans le compartiment n° 3. Donc

3 1

b) Soit E I’événement : « le troisiéme compartiment est vide et les deux premiers ne le sont pas ». On a alors

p(X=1)=3xp(E).
Soit k € [T, — 1]. Soit Ex événement « k boules sont dans le compartiment n°1 et n — k sont dans le compartiment

n°2». k= U Ex et les Ex, 1 <k <n—1, sont deux & deux disjoints. Donc,
1<k<n—1
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n—1
p(X=1)=3p(E)=3) p(Ex).
k=1

Soit k € [T, — 1]. Le nombre de répartitions des n boules telles que k d’entre elles soient dans le compartiment n°1 et

n
n — k soient dans le compartiment n° 2 est encore le nombre de tirages simultanés de k boules parmi les n a savoir (k)

()
Donc p (Ex) =

EETRE Par suite,

k=1
p (E) =3 3n = 3n—1

Enfin,

vl -2 -3 m -2 1 n 2\"
3)a)E(X):0>< 3n—1 +]>< 3n—1 +2x3n——1:3n—1 =3 5 .

n
b) liI_'I_l EXX) = HIE 3 (g) = 0. Ainsi, §’il y a un grand nombre n de boules et si on lance un grand nombre de fois
n—-+oo n—-+oo

ces n boules, en moyenne, aucun compartiment n’est vide.
Remarque. La phrase « si on lance un grand nombre de boules, il y a trés peu de chances qu’'un compartiment reste
vide » serait plutot 'interprétation de lim P(X =0)=1.
n—-+4oo
Exercice n° 5

Q) est I’ensemble des tirages successifs sans remise des n+2 boules ou encore 1’ensemble des permutations des n+ 2 boules.
Le nombre de tirages successifs et sans remise des n+ 2 boules est (n 4 2)! ou encore card (Q) = (n+2)!. Les événements
élémentaires sont équiprobables.

1) L’urne contient n + 2 boules. La premiére boule blanche peut apparaitre au premier, deuxiéme ou troisiéme tirage ou
encore X (Q) = [T, 3].

e X =1 est I’événement : « la premiére boule tirée est blanche ». On a n possibilités de tirer la premiére boule parmi les
n blanches puis pour chacune de ces n possibilités, on a (n + 1)! possibilités de tirer les n + 1 boules restantes. Donc

nxmn+1)! n
(n+2)! n+2
o X = 3 est I’événement : « les deux premiéres boules tirées sont noires ». On a 2! = 2 possibilités de tirer les deux

premiéres boules puis pour chacune de ces deux possibilités, on a n! possibilités de tirer les n boules restantes. Donc,

2 xnl! 2
p(X=3) = m+2)! m+Hn+2)
e Enfin
o ) o . 2 _(n+H(m+2)—nn+1)-2
PX=2) =1-pX=N)=pX=3) =1- s~ r T m+2 ~ (n+1)(n+2)
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2) La premiére boule numérotée 1 peut sortir au premier, deuxiéme, ..., (n+ 1)-éme tirage ou encore Y (Q) = [1,n+ 1].
Soit k € [2,n+ 1]. L’événement Y = k est I’événement « les k— 1 premiéres boules ne portent pas le numéro 1 et la k-éme

porte le numéro 1 ». Pour les k— 1 premiéres boules, on an(n—1) x...x (n—k+2) = ' tirages possibles puis

n!
m—k+1)
n!
m tirages possibles pour les k
premiéres boules. Pour chacun de ces tirages, on a (n+2—k)! tirages possibles des n+ 2 —k boules restantes. Finalement,

pour chacun de ces tirages, on a 2 possibilités pour la k-éme boule et donc 2 x

n!
p(Y = k) = (kA1 SR R

(n+2)! Mm+1(n+2)

L’événement Y = 1 est ’événement « la premiére boule porte le numéro 1 ». Il y a 2 tirages possibles pour la premiére
boule puis pour chacun de ces deux tirages, il y a (n+ 1)! tirages possibles des n + 1 boules restantes. Donc

:Zx(n—H)! 2m+1)  2n+2-1)

Mm+2)!  m+1)n+2) m+Hn+2)

p(Y=1)

Finalement

2m+2-X%)
Mm+1)(n+2)

YQ)=[l,n+1] et Vk € [I,n+ 1], p(Y=k) =

Exercice n° 6

e Pour k € [1,n], on note Ey ’événement : « la k-éme boite est vide ». Si on note 14 la fonction indicatrice d’un événement
n

A,onaX= Z 1, puis, par linéarité de l’espérance,
k=1

E(X)=) E(lg,)=) P(E)=nP(E).

k=1 k=1
1
Enfin, chacun des p jetons une probabilité égale & 1 — — de ne pas étre placé dans la boite n°1 et les jetons se répartissent
n

1\P
dans les boites de maniére indépendante. Donc, P (E1) = (1 — E) . Finalement

e -n(1- 1)

n
e Y suit une loi binomiale. En effet,
* p expériences identiques et indépendantes sont effectuées (placer un jeton dans une des n boites, p fois).

1
* chaque expérience a une probabilité — de succés (le jeton est placé dans la boite n°1) et 1 — — d’échec (le jeton est
n n
placé dans une autre boite).
1
Y étant le nombre de succés, Y suit la loi binomiale de paramétres p et —. Mais alors, E(Y) = P
n n
Exercice n° 7

11 existe A € R tel que Vk € [1,n], P(X = k) = Ak. Ensuite,

2
k=1 k=1
n
PuisqueI;P(X:k):Lonadonc?\:mpuis
2k
k 1 PX=k)= ——.
e [1n] PX =) = s

Réciproquement, les égalités ci-dessus définissent effectivement une loi de probabilité. Ensuite,

v k2 -, 2 nn+1)2n+1) 2n+1
E(X)_l;kxn(n+1)_n(n+1)];k_n(n—H)x 6 3
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Ensuite,

o 2 &2 2412 nn+1)
E(Xz)—l;kzP(X_k)—ml;k3_n(n+1)>< =5

et donc, d’apreés la formule de KOENIG-HUYGENS,

V) = E () - ()2 = "D (

2n—|—1)2_ mn+1)—22n+1)2 5n?+n—2
3 N 18 B 18

Exercice n° 8

Notons x le gain de A (quand il gagne) puis X le gain algébrique de A (il faut comprendre que quand A gagne, B donne
x euros & A et quand B gagne, A donne 3 euros a B). La loi de X est :

L’espérance de X est

Le jeu est équitable si et seulement si E(X) = 0 ou encore x = 1.
Exercice n°9

1) Y =2X 3.
1
2) X suit la loi binomiale de paramétres n =3 et = 7 Donc, X(Q) = [0, 3] puis,

(2)

3\1 1 1
Vk € [0,3], P(X =k) = <k)2_k23_k -3

,P(XzZ)z%et P(X=3)=

o | W
| =

Plus explicitement, P(X =0) = <, P(X=1) =

3 3
Ensuite, E(X) =np = 3 et VIX) =np(1—p) = 1
3) E(Y) =2E(X) =3 =0 et V(Y) = V(2X — 3 = 4V(X) = 3. Puisque E(X) = 0, le jeu est équitable et le joueur n’est en
moyenne ni gagnant, ni perdant.

4) Y(Q) ={-3,-1,1,3} puis P(Y =3) =P(X=0) = <, P(Y=—1) =2, P(Y=1) = % et P(Y=3) = %.

| =
ol W

Exercice n° 10

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de 6 obtenus en n lancers. X est régie par une loi binomiale de paramétres n
1 n 5n

et p = c L’espérance de X est E(X) = c et sa variance est V(X) = np(1 —p) = =—. D’aprés l'inégalité de BIENAYME-

36
TCHEBICHEV,

5n
Posx<})=P(X-E)I< ) =1-P(X—EX0| > 5) >1-P(X-E0Q| > 3) >1- 3§ =12
36
puis
P(nggg)2%@1—5>%¢%<%<:n>10

Exercice n° 11

1) La loi proposée est une loi de couple si et seulement si p > 0 et la somme des neuf probabilités est égale a 1. Or,

P P, P p_ 4%
2 2 L Tt =1p4+ It =2E
dp+2p+p+ pPtPp+5+p+o+y 1p+4 1

4
Donc, le tableau représente effectivement la loi d’un couple si et seulement si p = 10
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4 1 2 1
2) P(X=O)=p+2p+4p:7p=7puis P(Xz]):zP(Xzo):?puis P(XzZ)z?.Dememe, PY=2)=PX =
4 2 1
4 2 1 4 1 2 4 40
Ensuite, d’aprés la formule de transfert,
EXY)= >  KIP(X=Kk)n(Y=1)
((k,1)€0,2]2
:0xp+0x%+0x%+0x2p+1><p+2><%+0><4p+2><2p+4><p:10p
_ 40
49

Finalement,
cov(X,Y) = E(XY) —E(X)E(Y) = 0.

Remarque. P(X=0)N(Y=0))=p = Z—; et PX=0)xP(Y=0) = 4—7‘ = — £P((X=0)N(Y =0)). Les variables X

et Y ne sont pas indépendantes bien que leur covariance soit nulle.
Exercice n° 12
1) La somme des quatre probabilités toujours est égale & 1. Donc, on a une loi de couple si et seulement si les quatre

nombres sont dans [0, 1] ce qui équivaut & 0 < p < 3

2) P(X:O):%—kp—k%—p:éet P(X:1):%et P(Y:O):%—i—p—k%—p:%et PY=1)= z Ainsi, X et Y
suivent des lois de BERNOULLI de parameétres respectifs 3 et 7
. 1 12 2 1 1
Mais alors, E(X) = 3 V(X) = 3 X 3 =g buis E(Y) = 3 et V(Y) = 7
B3)E(XY)= >  KIP(X=Kk)N(Y=1)=0+1xp=p et donc
0<k,1<1
cov(X,Y) =E(XY) —EX)E(Y) =p — 1]_8

1
4) Si X et Y sont indépendantes, on a nécessairement p = 13 € {O, g} . Réciproquement, pour ce choix de p, on a :

P((X:O)ﬁ(YzO)):%—k]]—g*;etP(X:O)xP(Y:O)§x%:%;ﬁP((X:O)ﬁ(Y:O)).

Il n’existe pas de valeur de p pour laquelle les variables X et Y sont indépendantes.
Exercice n° 13

1T & 1
Pour tout n € N*, E(Z,) = - Z E(Xy) = — Z m = m. D’autre part, puisque les variables Xi, ..., X, sont deux a
k=1 k=1

deux indépendantes, V(Z,) = % (VX)) + ...+ V(Xn)) = V(X])

n
Soit ¢ > 0. D’aprés I'inégalité de BIENAYME-TCHEBICHEV, pour n € N*,

_ . V(X1)

g2 ne? °

Les deux membres de cet encadrement tendent vers 1 quand n tend vers +oco. D’aprés le théoréme des gendarmes,
lim P(|Zn,—m|<¢)=1.

n—-+oo

P(|Zn—m|<e)=1—P(|Zn—m|>¢)>1—
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