Planche n°40. Produits scalaires. Corrigé

Exercice n°1

Montrons que @ : (A,B) — Tr (AT X B) est un produit scalaire sur .#, (R). Posons A = (ai j); ; j<n €t B =(bij)i; j<n-
/
i’?j

!/

i’j)1<i,]’<n otl, pour tout (i,j) € [1,n]?, a

Posons encore AT = (a = aj,i-

@(A,B) =Tr (ATB) = Z <i a;‘ibi,j> = Z <i ai,jbi,j>

j=1 \i=1 j=1 \i=1

= ) aiby

(1,j)el1,n]?

On reconnait le produit scalaire canonique sur .#»(R). Puisque pour tout A € ., (R), N(A) = /@(A,A), N est la
norme euclidienne associée au produit scalaire @ et en particulier, N est une norme sur .#, (R). On note que

VA € Ma(R), N(A) = | > ai;.
1<i,i<

Soit (A, B) € (n(R))>.

" 2
(N(AB)* = > < ai,kbk,j>
1<i,j<n \k=1
n n
< ) <Z aik> <Z b%‘j> (d’aprés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
1<i,j<n \k=1 1=1
= Z aiz,kb%,j = <Z a%,k) Zb%,j :N(A)ZN(B)Z)
i,j,k,1 i,k 1,j

et donc, ¥(A,B) € (#n(R))?, N(AB) < N(A)N(B).
Exercice n° 2

1) Soit (x,y,z) € E3.

fx+2y) +fx—zy) = 7 (Ix +z+yl> +[x =z +y|? =[x +z—y|> =[x =z —y?)

2 (Ix+yl?+1zlI*) =2 (Ix —ylI* + [1z]|*)) (puisque N vérifie I'identité du parallélogramme)

(O [P R Ny

(I +yll? = IIx = ylI?) = 2f(x,y).
2) Soit (x,y) € E2.

2f(x,y) = f(x +x,y) + f(x —x,y) = f(2x,y) + f(0,y)

1

mais f(0,y) = —(|[y||?> — || — y||?) = 0 (définition d'une norme) et donc f(2x,y) = 2f(x,y).

e

3) Soit (x,y) € E2. Montrons par récurrence que ¥n € N, f(nx,y) = nf(x,y).

e [’égalité est vraie pour n=0et n = 1.
e Soit n > 0. Si l’égalité est vraie pour n et n + 1 alors d’aprés 1),

f(n+ 2%, y) + f(ng y) = F(n 4+ Tx+x,y) + F(n+ Dx —x,y) = 2f((n + 1)x, y),

et donc, par hypothése de récurrence,

f((n +2)x,y) = 2f((n + ])X)y) - f(nx)y) =2(n+ ])f(x)y) —nf(x,y) =(n+ Z)f(x,y)

On a montré par récurrence que ¥n € N, f(nx,y) = nf(x,y).
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. . _ 1 ) B (1 ) 1 1
Soit n € N*, f(x,y) =f (n.nx,y =nf %Y et donc f(nx,y) = nf(x,y).
Puis, sir:%,peN, q € N*,

1 1
f(rx,y) = af(px,y) = Paf(x,y) =1f(x,y)

et pour tout rationnel positif r, f(rx,y) = rf(x,y).
Enfin, si r <0, f(rx,y) + f(—rx,y) = 2f(0,y) = 0 (d’aprés 1)) et donc= f(—rx,y) = —f(—rx,y) = rf(x,y).

](u—i—v) ety = l(u—v).

4 S
) On pose x 3 3

1
flu,w) +f(v,w) = f(x +y,w) + f(x —y,w) = 2f(x, w) = 2f (z(u + V))W) =flu+v,w).
5) f est symétrique (définition d’une norme) et linéaire par rapport a sa premiére variable. Donc f est bilinéaire.
1 1
6) f est une forme bilinéaire symétrique. Pour x € E, f(x,x) = Z(HX"‘XHZ +x—x|?) = ZHZXHZ = ||x||? (définition d’une

norme) ce qui montre tout a la fois que f est définie positive et donc un produit scalaire, et que || || est la norme associée.
| || est donc une norme euclidienne.

Exercice n° 3
On note (| ) le produit scalaire usuel sur R* et || || la norme associée.
La famille (V7,V2) est libre et donc est une base de F. Son orthonormalisée (e, e;z) est une base orthonormée de F.
Vil = VT+4+T+T1 =7 et
1

1
er = —V; = —(1,2,—1,1).
1 \/7 1 7( ’ )
1 4 , 4 1 :
(Valer)) = ﬁ(0+6—1 —-1)= 7 puis Vo — (Valer)e; = (0,3,1,—1) — ?(1,2,—1,1) = ?(—4,13,11,—11) puis
1
ey = —=(—4,13,11,—11).

V427

(1,2,—1,1) et es = (—4,13,11,—11).

Une base orthonormée de F est (e, e2) ot ey =

a“d
N
~

1
V7
Soit u = (x,y,z,t) € R*.

(ulVy) =0 o { x+2y—z+t=0

ueFteue (Vect(Vth))J‘ SAVES (V],Vz)L = { (u|V2) =0 3y+tz—t=0

Exercice n° 4

1) a) Soit u € E. L’application x — (u|x) est une forme linéaire sur E par linéarité du produit scalaire par rapport a sa
deuxiéme variable.

b) Soit ¢ une forme linéaire sur E.

Existence. Soit Z = (e1, ..., en) une base orthonormée de ’espace euclidien (E, (| )). Pour i € [1,n], posons a; = ¢ (ei)
n
puis u= Z aiei.
i=1

n
Soit x = inei c E.

i=1

e(x) = in(P (e) = Z aixi
i=1 i=1

= (u|x) (car la base £ est orthonormée.)

Ainsi, il existe un vecteur u € E (indépendant de x € E) tel que Vx € E, @(x) = (u|x).

Unicité. Soit v € E tel que Vx € E, @(x) = (v|x). Par suite, Vx € E, (u|x) = (v|x) puis, ¥x € E, ((u—v)|x) = 0. Mais alors
u—v € Et = {0} puis u=v. Ceci montre 'unicité du vecteur wu.
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1

2) a) L’application (P, Q) — P|Q = J P(t)Q(t) dt est un produit scalaire sur l'espace E = Ry [X] qui est de dimension
0
finie sur R. L’application ¢ : P+ P(0) est une forme linéaire sur E. D’aprés la question 1), il existe un élément A de

R [X] et un seul tel que pour tout P € Ry [X], @(P) = A|P ou encore

A € Ru[X]/ VP € Rp[X], f A(t)P(t) dt = P(0).
0

1
b) Soit A un éventuel polynome solution c’est a dire tel que VP € R[X], J P(t)A(t) dt = P(0).
0

1
Le choix de P = 1 montre que A # 0. Le choix P = XA fournit : 0 = P(0) = J tA%(t) dt.

0
Mais alors, ¥t € [0,1], tA2(t) = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle) puis Vt €]0,1], A(t) = 0 et donc A = 0
(polyndme ayant une infinité de racines deux & deux distinctes). Ceci est une contradiction et donc il n’existe pas de

1
polynome A tel que pour tout P € R[X], J A(t)P(t) dt = P(0).
0

Exercice n° 5

1) a) Soit % une base orthonormée de E et M = Matg(x1,...,Xn) (M est une matrice de format (p,n)).

Puisque % est orthonormée, le produit scalaire usuel des colonnes C; et Cj est encore xi|x;.

Donc, Y(i,j) € [1,n]2, C]Cj = xi|xj ou encore G = MT x M (car le coefficient ligne i colonne j, de M™M est le produit
scalaire usuel de la ligne i de M par la colonne j de M ou encore le produit scalaire usuel de la colonne i de M par la
colonne j de M.

b) Montrons que Ker (MTM) = Ker(M). Soit X € .#x 1 (R)

XeKerM = MX=0=M" x MX=0= X € Ker(M'M)

et, en notant || || la norme associée au produit scalaire canonique sur .# 1(R) ((X,Y) — XTY),
XeKer(MTM) = MTMX=0=X"M'MX=0= (MX)"MX =0= [MX||*?=0= MX =0
= X € KerM.
On a montré que Ker (MTM) = Ker(M). Mais alors, d’aprés le théoréme du rang,

rg (M™™) =n — dim (Ker (M"M)) =n — dim (Ker (M)) = rg(M)
rg (G (X155 xXn)) = I’g(M) = rg(x1 y ey Xn)-

2) Si la famille (x1,...,xn) est liée, rg (G (X1,...,%Xn)) =r&(X1, ..., Xn) < M, et donc, puisque G (x1,...,Xn) est une matrice
carrée de format n, y(x1,...,xn) = det (G (x1,...,%xn)) =0.
Sila famille (x1, ..., X ) est libre, la famille (x1, ..., Xn, ) engendre un espace F de dimension n. Soient .2 une base orthonormée

de F et M la matrice de la famille (x1,...,Xn) dans %. D’aprés 1), on a G (x1,...,%Xn) = MTM et d’autre part, M est une
matrice carrée, inversible car matrice d’une base de F dans une base de F. Par suite,

V(X1 ey Xn) = det (MTM) = det (M) det(M) = (detM)? > 0.

3) On écrit x = x —pr(x) + pr(x). La premicre colonne de y(X, X1, ..., Xn) s’écrit :

Ill? Ix— pe(x) +pr(x)||? Ix—pe(x)]2 Ipr (o)1
x[x (x = Pr(x) + Pr(x)) [x1 0 Pr(X)lx)
x[x2 - (x —pr(x) +Pr(x)) [x2 - 0 + Pr(¥)[x2
X[xn (x = pr(x) + Pr(X)) [xn 0 Pr(X)xn

(en lére ligne, c’est le théoréme de PYTHAGORE et dans les suivantes, x — pr(x) € F1). Par linéarité par rapport a la
premiére colonne, y(X,X1,...,Xn) est somme de deux déterminants. Le deuxiéme est y(pr(x),X1,...,Xn) €t est nul car la
famille (pr(x),X1,...,xn) est liée. On développe le premier suivant sa premiére colonne et on obtient :

V(X) X1y ey Xn) = ||X - pF(X)HZV(X] yeeey Xn))

ce qui fournit la formule désirée.
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Exercice n° 6

Un vecteur engendrant D est U = (2,1,3). Pour V= (x,y,z) € R3,

PD (;}): (vavz)|(2v]v3)(2’1’3) 2X+y+3z

2,1,3
1@13P EEaRS
B (4x+2y +6z 2x+y+3z 6x+3y +97.)
N 14 ’ 14 ’ 14 ’
1 4 2 6 1 -3 2 6
On en déduit que Matg(p) =P = 7 2 1 3 | puis Matg(s) =2P—-1= 5 2 —6 3
6 3 9 6 3 2
Plus géralement, la matrice de la projection orthogonale sur le vecteur unitaire (a, b, ¢) dans la base canonique orthonormée
a’? ab ac
est P = ab b2 be et la matrice de la projection orthogonale sur le plan ax+ by + cz = 0 dans la base canonique
ac bc c?
1—a?> —ab —ac
orthonormée est [ — P = —ab 1-b? —bc
—ac  —bc 1-¢?
Exercice n° 7
lére solution.
1
1 1 1 2 1 2 1
4 2 a? 1+ b2 2 2
L(x —ax—b)” dx §—|—§ +b —ga—gb—kab_ 3 (a®+a(B3b—1)) +b —5b+§
2
1 5 5 2 1
< §3b_]) _E(3b_]) +b —gb+§
1 )2 1., 1 1
b—1 -b"+ =b+—
=3 ( S T3 07" 3
1 1 1 1\ 4 _ 4
@3B0+ (b4 1) 4 x> gae
3( +2( ) +4 +5 +225 225’
1 1 4
avec égalité si et seulement si a + = (3b -1 = g =0ouencoreb=——ecta= 5
1
4
L (x* — ax — b)? dx est minimum pour a = 5 et b= —5 et ce minimum vaut 775

2éme solution.

1 1
(PQ) — J P(t)Q(t) dt est un produit scalaire sur R4[X] et J (x* — ax — b)2dx est, pour ce produit scalaire, le carré de
0 0

la distance du polynome X* au polynome de degré inférieur ou égal a 1, aX + b.

1
On doit calculer Inf {J (x* —ax—b)? dx, (a,b) € RZ} qui est le carré de la distance de X* a4 F = Rq[X]. On sait que
0

cette borne inférieure est un minimum, atteint une et une seule fois quand aX 4+ b est la projection orthogonale de X*
sur F.

Trouvons une base orthonormale de F. L’orthonormalisée (Po, P1) de (1,X) convient.

1 1
1
||1||2:JO 1dt=1et Py =1.Puis X—(X|P0)PO:X—Ltdt:X—§, et comme

2 12 1
IX = (xIPo)Pol* = | (1-1) a-1-1s
0

on a Py :zﬁ(x-%) =V3(2X-1).

La projection orthogonale de X* sur F est alors (X*|Po)Po + (X*|P1)P; avec (X*|Po) = J th dt =
0

1
(X' 1Py = V3 |

0

U‘I|—‘

1 1 23
t4 (2t—1) dt = V3 (g — 5) = % Donc, la projection orthogonale de X* sur F est
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% + %ﬁ(zx- 1) = %(4x— 1.
‘ 1 2 4 4 1
Le minimum cherché est alors L (t4 — §(4t — 1)) dt=..= 25 et qu’il est atteint pour a = 5 et b= —5
Exercice n° 8
Soit @ : E — R™ . @ est clairement linéaire et Kero est (eq,...,en)" = E+ = {0}.

x = (x]er,y...,x|en)
Comme E et R™ ont mémes dimensions finies, @ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, pour tout n-uplet
(a1, ..., an) de réels, il existe un unique vecteur x tel que Vi € [1,n], x|e; = a;.

Exercice n°9
1lére solution. Montrons par récurrence sur n = dim(E) que, si (xi);¢;¢, est obtusangle, alors p <n+1.

e Pour n = 1, une famille obtusangle ne peut contenir au moins trois vecteurs car si elle contient les vecteurs x; et x;
verifiant x1|x2 < 0, un vecteur x3 quelconque est soit nul (auquel cas x3|x; = 0), soit de méme sens que x7 (auquel cas
x1]x3 > 0) soit de méme sens que x, (auquel cas x2|x3 > 0). Donc p < 2.

e Soit 1 > 1. Supposons que toute famille obtusangle d’un espace de dimension n a un cardinal inférieur ou égal a n+ 1.
Soit (xi)1<igp une famille obtusangle d'un espace E de dimension n+ 1. Si p = 1, il n’y a plus rien a dire. Supposons
P > 2. xp n'est pas nul et H = XTJ; est un hyperplan de E et donc est de dimension n.
 (xilxp)
[Ixp 2
Vérifions que la famille (yi)1<i<p—1 est une famille obtusangle de H. Soit (i,j) € [1,p — 1] tel que i #j.

Pour 1 <i<p—1, notons yi = x4 Xp le projeté orthogonal de x; sur H.

wily; = xibx — (xilxp) (xilxp) _ (5xp)(xilxp) | (xilxp) (Xi[xp) (Xp[xp) il —

Mais alors, par hypothése de récurrence, p—1< 1+ dimH=n+1 et donc p < n+ 2.

2éme solution. Montrons que si la famille (Xi)lgigp est obtusangle, la famille (xi)1<igp—1 est libre. Supposons par
p—1
I’absurde, qu’il existe une famille de scalaires (7\1)1gi<p_1 non tous nuls tels que Z Aixi =0 (x).
i=1
Quite & multiplier les deux membres de (x) par —1, on peut supposer qu’il existe au moins un réel A; > 0. Soit I ensemble
des indices 1 tels que A; > 0 et ] Pensemble des indices 1 tels que A; < 0 (éventuellement | est vide). I et ] sont disjoints.

(*) s’écrit Z Aixiy = — Z Aixq (si ] est vide, le second membre est nul). On a
iel i€]

0<

Z )\ixi

iel

2
= (Z )\ixi> | (—Z?\ixi> = Z )\i(—}\j)Xi|Xj < 0.

iel i€] (i,j)eIx]

2
=0 puis ) Ay =0.

icl

DOnC, Z 7\1Xi

icl

Mais, en faisant le produit scalaire avec x,, on obtient <Z Aix;L) Ixp = Z Ai(xi.xp) < 0 ce qui est une contradiction.
icl iel
Puisque la famille (Xi)1gigp_1 est libre, son cardinal p — 1 est inférieur ou égal & la dimension n et donc p < n+1.

Exercice n° 10

1
L’application (P,Q) — J' P(t)Q(t) dt est un produit scalaire sur E = R3[X]. Déterminons une base orthonormée de E.
0
Pour cela, déterminons (Qo, Q1, Q2, Q3) 'orthonormalisée de la base canonique (Po, P1, P2, P3) = (1,X, X2, X3).
1
7
1 . . M 2 3
OP1|Qo:— t dt = 0 puis Py —(P1|Q0)Q02Xpuls ||P] —(P1|Q0)Qo” = tdt=<et Q1 =1/=X.
V21 . 3 2

1
3 )

1
o ||Po||2 :J 1 12 dt =2 et on prend Qo =

1
PoiQo = 05 [ 2 ar=2F et PaiQy =0. Done, P2 (21Q0)Qn ~ (P21Q1)Q =X -
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/B

2v2

1
* Enfin, P3[Qo = P3[Q2 = 0 et P3|Q1 = @J] that= ? et P3 —(P3]Q0)Qo — (P3|Q1)Q1 — (P3]Q2)Q2 = X* — gx,

1T 2 1

1 2
puis P2~ (P21Q0)Qo — (PalQNQi = [ (#-3) ar=2(5-5+5) = 45 et Q= 22 (33 —1).

31 3\? 1 6 3 25-21 8 V7
is || X3 —2X|| = (t3——t) t:Z(——— —):z et Py = —— (5X3 — 3X).
puis 5 L 5t) ¢ 77235725 75 1 P =5 5 (X0 -3X)
Une base orthonormée de E est (Qo, Q1,Q2,Q3) ot Qp = %, Q= %x, Q2= 2\/\/__(3X2 —1)et Q3 = \/\/72(5X3 3X).

Soit alors P un élément quelconque de E = R3[X] tel que J P2(t) dt = 1. Posons P = aQo 4+ bQ1 + cQ; + dQs.

1
Puisque (Qo, Q1, Q2, Q3) est une base orthonormée de E, J P2(t) dt = ||P||* = a® +b? +¢? + d? = 1. Maintenant, pour

—1
x € [—1,1], en posant M; = Max{|Qi(x)|, x € [-1,1]}, on a :

IPOII < lal x [Qo(x)[ + [b] x [Q1(x)| +[e] x [Q2(x)[ + [d] x |Q3(x)| < [a]Mo + [b[M1 + [c[M2 + |d|M3
< Va2 £ 02+ 2+ d2\/MZ + M2 + M2 + M2 (d’apres 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
= VM2 + M2+ M2+ M2,

Une étude bréve montre alors que chaque |P;| atteint son maximum sur [—1,1] en 1 (et —1) et donc

1T 3 5 7
VMZ+ M3+ M3+ M2 = 3Tt +5=2V2

Ainsi, Vx € [~1,1], |P(x)| < 2v2 et donc Max{|P(x)|, x € [-1,1]} < 2V2.

Etudions les cas d’égalité. Soit P € R3[X] un polynome éventuel tel que Max{|P(x)|, x € [-1,1]} = 2v/2.
Soit xo € [—T1,1] tel que Max{|P(x)], x € [-1,1]} = |P (x0)|. Alors :

2V2 = [P (x0)| < laf x [Qo(x0)| + [b] x [Q1(x0)| + [¢] x [Q2(x0)| + [d] x |Q3(x0)|
< la] x Mo + [b] x My + [¢| x My +]d| x M3 < /M2 +M2 + M2 + M2 = 2V2,

Chacune de ces inégalités est donc une égalité. La derniére (CAUCHY-SCHWARZ) est une égalité si et seulement si
(lal, |bl, Ic|, |d]) est colinéaire & (1, v/3, /5, v/7) ou encore si et seulement si P est de la forme A (:l:Qo +43Q1 +£v5Q, + \/7Q3>

1
o A2(14+3+5+7)=1et donc A = :té_l’ ce qui ne laisse plus que 16 polynomes possibles. L’avant-derniére inégalité est

une égalité si et seulement si xo € {—1,1} (clair). La premiére inégalité est une égalité si et seulement si

[aQo(1) +bQ1(1) +¢Q2(1) +dQ3(1)[ = |a|Qo(1) + [0|Q1 (1) + [c[Q2(1) + [d[Q3 (1),

ce qui équivaut au fait que a, b, c et d aient méme signe et P est I'un des deux polynomes

i}l(Qo+\/§Q1+\/§Qz+\/7Q3>: 43/2 (1+3x+ (BX2—1)+ Z(5X3—3X))
s

35X3 4+ 15X* — 15X — 3)

Exercice n°11
1

L’application (f,g) — J f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur C°([0, 1], R). D’aprés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,
0

1

) J; (1) dt J; 2 (1) dt = E (( f(t))n)z dt L <( f(t))n+2)2 dt
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Comme f est continue et strictement positive sur [0,1], I, est strictement positif pour tout entier naturel n. Donc,

I I 1
vn e N, ol < nt2 La suite <“—+]) est définie et croissante.
In In+1 n

Exercice n° 12

1) La symétrie, la bilinéarité et la positivité sont claires. Soit alors P € R, [X].

1
P|P:O:>J P2(t) dt =0
—1

=Vt € [-1,1], P?(t) = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)

= P =0 (polynéme ayant une infinité de racines).

1
Ainsi, lapplication (P, Q) — J P(t)Q(t) dt est un produit scalaire sur R, [X].
—1

L
2) Pour vérifier que la famille ( P ) est 'orthonormalisée de SCHMIDT de la base canonique de E, nous allons
0<
vérifier que
a) Vp € [0,n], Vect(Lo,Ly,...,Lp) = Vect(1, X, ..., XP),
) | 2 est orthonormale,
c) Vp € [0,n], L,|X? > 0.

(2p)!

Pour a), on note que L, est un polynéme de degré p (et de coefficient dominant —') Par suite, (Lo, Ly,...,Lp) est une

base de Ry [X], ou encore, Vp € [0,n], Vect (Lo, Ly, ...,L,) = Vect (1, X, ..., XP).

Soit p € [0,n]. Soit P un polyndéme de degré inférieur ou égal & p. Si p > 1, une intégration par parties fournit :
1 P ; 1
Ly [P :J (@ =n7) PP dt=[( = 1)M)PIPW)] —j (@ =1 ETIP() at
1
= —J (12 = 1)P)P=DPp/(t) dt.
—1

En effet, 1 et —1 sont racines d’ordre p de (t*—1)P et donc d’ordre p—k de ((t* — 1)p)(k) pour 0 < k < p et en particulier,
racines de chaque ((t2 — 1)p)(k) pour 0 < k<p—1.

1
En réitérant, on obtient pour tout k € [0,p], L, |P = (—1)kJ (2 = 1)P)P=RPpK)(t) dt et pour k = p, on obtient enfin
-1

1
Ly[P=(—-1)P J (t> — 1)PPP)(t) dt, cette formule restant vraie pour p = 0.
—1

1
Soient p et q deux entiers tels que 0 < q < p < n. D’aprés ce qui précede, L,|Lq = (—1)P J 1(tz —1)P I_Ef)(t) dt =0 car

q = deg(Lq) < p. Ainsi, la famille (Ly)o<p<n est une famille orthogonale de n + 1 polyn(“);nes tous non nuls et est par

L
suite est une base orthogonale de Ry [X]. On en déduit que ( L ) est une base orthonormale de Ry, [X].
el ocpsn
1 1
L
Enfin, L,|XP = (_])PJ (tZ — 1)P(tv)(v) dt = p!J (1— tZ)P dt > 0. On a montré que la famille ( P ) est
= . ITpll/ ocpn

Porthonormalisée de la base canonique de Ry [X].

Calculons ||L,||. On note que Ly, € (Lo, ..., Lp—1)* = (Rp—1[X])*. Par suite,
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Iy |1 = LplLp = Ly|dom(Ly)XP (car Ly € (Rp1[X])*)
! | 1 1
= (z‘ppl).Lp|XP = (z‘pp')le' 1(] _tZ)P dt = Z(Zp)! J'o (1 _ tZ)p dt
/2
(1 — cos® w)P(—sinu) du = 2(2p)! J sin?P 14 du
0

0

= 2(2p)!J

/2
= 2(2p)!'Wip41 (Intégrales de WALLIS)
2p)2p—2)...2
=2(2p)!
P =13
202 2
2p+1)!  2p+1

a revoir).

2(2p)! 227 (ph)2.

2
2Ppl. On en déduit que la famille < prl |

Donc, Vp € [0,n], ||Ly|| = 7 2

(X% — 1)p)(p)> est une base
2p+1 o<

orthonormale de R, [X] (pour le produit scalaire considéré).

Exercice n°13

1) e Supposons que P soit une projection orthogonale. Posons F = Im(p) de sorte que p = pr. On sait que Ker(p) = F*.
Soit x € E.

Ix[I1* = [lpr(x) + (x — pr ()12

= lpe ()1 + |(x — pr(x))||* (car x — pr(x) € Ker(p) = F* et d’aprés le théoréme de PYTHAGORE)
> |[pr(x)||?
et done x| > lpr ()]l

e Supposons que Vx € E, ||p(x)]| < ||x]|. Montrons que p est une projection orthogonale. Posons F = Im(p) et G = Ker(p)
(de sorte que p est la projection sur F parallélement & G) et montrons que G = F-. Soient x € F et y € G\ {0}. Pour tout
réel A, on a

IXI12 = [P (e + Ay)II* < e+ Ayll® = X)) + 2A(xly) + Ay,

et donc YA € R, 2A(x|y) +A?||y||? = 0. Le polynome A +— 2A(x|y) +A?|ly||? est un trinéme du second degré (car |y > 0)
et est de signe constant sur R. Son discriminant est réduit est donc négatif ou nul.

On en déduit que (x|y)? < 0 puis que xJy = 0. On a montré que tout vecteur de G est orthogonal a tout vecteur de F et
donc que G C Ft. D’autre part, G et FL sont deux supplémentaires de F. F et G ont donc mémes dimensions finies. On en
déduit que G = F+ et donc que p est une projection orthogonale.

2) & Supposons que p soit une projection orthogonale. Puisque p est une projection, on a p? = p et donc P? = P. Vérifions
alors que P est une matrice symétrique.

Puisque # est orthonormée, le coefficient ligne 1, colonne j, T < 1i,j < n de P qui est la i-éme coordonnée de p (ej) dans #
est encore (p (1) |ej). Pour montrer que P est symétrique, on doit donc vérifier que V(i) € [1,n]2, (p (ei) lej) = (ei|p (&;))-

Soit (1,j) € [1,n]?.

(p(ei)lej) = (p(ex) [p (e5) + &5 —p () = (p(er) [p (&) + (p (e1) lej — P (e5))
= (p(e) [P (¢)) (carp (e:) € Tm(p) et & —p (¢5) € Ker(p) = (Im(p))™).

Par symétrie des roles, on a aussi (ei[p (ej)) = (p (ei) [p (ej)) et finalement (p (ei)|ej) = (ei|p (ej)). On a montré que la
matrice P est symétrique.

e Supposons que P2 = P et 'P = P et montrons que p est une projection orthogonale. Puisque P? = P, on a p?> = p et
donc p est une projection.

n n
Vérifions que V(x,y) € E2, p(x)|y = x|p(y). Soient x = Z xiei ety = Zyiei deux éléments de E.

i=1 i=1
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o
~—
®
=
<

I

<ZX1P(€'1)>| D yie | = > xwys(pled)ley)
i=1 i=1

1<i,j<n

= Z xiYj (ei|p (ej)) (d’aprés plus haut)

1<i,j<n
= <inei> IDRTIC)
i=1 =1
=x[p(y).

Montrons alors que tout élément de Im(p) = F est orthogonal a tout élément de Ker(p) = G. Soient x € E et y € Ker(p).

Py =x[p(y) =x[0=0.

Ainsi, Im(p) C (Ker(p))* puis Im(p) = (Ker(p))* comme précédemment car Im(p) et (Ker(p))* ont mémes dimensions
finies. On a montré que p est une projection orthogonale.

3)
¥x €, [[s(x)|| = IxI| & ¥(y,2) € Ker(s —Is) x Ker(s +1d), [y —z||* = [[y +z||?
& V(y,2) € Ker(s — Is) x Ker(s + 1d), ||1JH2 2(ylz) + llzl1* = [[yll* +2(ylz) + [|z]|?
& V(y,z) € Ker(s — Is) x Ker(s + Id), ylz =
& Ker(s + 1d) ¢ (Ker(s —I1d)) ™.

Enfin, puisque Ker(s + Id) et Ker(s — Id) sont supplémentaires, comme & la question 1),
Ker(s 4+ 1d) € (Ker(s — 1d))" & Ker(s 4 1d) = (Ker(s — Id))" & s symétrie orthogonale.
4)

1
=(Id + s) projection orthogonale

s symétrie orthogonale & p = 2(

2
& (% (In + S)) = % (In+S) et (% (In + S)) = % (In +S) (d’apreés 2))

S1,+2S+S* =21, +2Set [, +'S=1,+S
& S? =1, et'S=S.
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