
Planche no 39. Familles sommables. Corrigé

Exercice no 1 :

Soit p ∈ N
∗. Pour n ∈ N
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Maintenant,

N+p∑

k=N−p+1

1

k
=

1

N− p + 1
+ . . .+

1

N+ p
est une somme de 2p termes tendant vers 0 quand N tend vers +∞.

Puisque 2p est constant quand N varie, lim
N→+∞

N+p∑

k=N−p+1

1

k
= 0 et donc

∑
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1
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1
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1
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é
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+∞∑
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3
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8
.

Pour n ∈ N
∗ donné, on a aussi

∑

p∈N∗, p6=n

1
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= −

∑
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1
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3
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et donc
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p∈N∗, p6=n

1

n2 − p2

é

= −
π2

8
.

Ainsi, les deux sommes existent et ne sont pas égales ou encore
∑

n

∑

p

6=
∑

p

∑

n

. Ceci montre que la suite double

Å

1

n2 − p2

ã

(n,p)∈(N∗)2, n6=p

n’est pas sommable.

Exercice no 2 :

1) Pour (p, q) ∈ (N∗)
2
, posons up,q =

1

p2q2
.

• Pour tout (p, q) ∈ (N∗)
2
, up,q ∈ R

+.
• Pour tout p ∈ N

∗, la série de terme général up,q, q > 1, converge et

+∞∑

q=1

up,q =
1

p2

+∞∑

q=1

1

q2
=

π2

6p2
.

• La série de terme général Up =

+∞∑

q=1

up,q =
π2

6p2
, p ∈ N

∗, converge et a pour somme
π4

36
.

On sait alors que la suite (up,q)(p,q)∈(N∗)2 est sommable et que
∑

(p,q)∈N∗

1

p2q2
=

π4

36
.

2) Pour (p, q) ∈ (N∗)
2
, posons vp,q =

1

p2 + q2
. Pour tout (p, q) ∈ (N∗)

2
, vp,q ∈ R

+.

Soit p ∈ N
∗. La série de terme général

1

p2 + q2
, q > 1, converge et
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+∞∑

q=1

1

p2 + q2
>
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q=1

1

p2 + 2pq+ q2
=
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1
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=
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>
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1

k(k + 1)
=
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Å
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k
−

1
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ã

=
1
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(série télescopique).

La série de terme général
1

p+ 1
, p > 1, est divergente. Il en est de même de la série de terme général

+∞∑

q=1

1

p2 + q2
, p > 1.

On en déduit que la suite (vp,q)(p,q)∈N∗ n’est pas sommable.

Exercice no 3 :

1) a) Pour n ∈ N
∗, |un| =

1

n
. La série de terme général |un| diverge et donc la suite (un)n∈N∗ n’est pas sommable.

b) La suite

Ç

(−1)n−1

n

å

n∈N∗

est alternée en signe et sa valeur absolue, à savoir

Å

1

n

ã

n∈N∗

tend vers 0 en décroissant.

Donc, la série de terme général un converge d’après le critère spécial aux séries alternées.

Soit n ∈ N
∗.

n∑
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k
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=
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0
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dt.

Ensuite, pour n ∈ N
∗,
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∣
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∣
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dt 6

∫1

0

tn dt =
1

n+ 1
. On en déduit que (−1)n

∫1

0

tn

1+ t
dt tend

vers 0 quand n tend vers +∞. Mais alors, quand n tend vers +∞ on obtient

+∞∑

k=1

(−1)k−1

k
= ln(2).

2) Soit (pq) ∈ (N∗)
2
.

Pour n ∈ N
∗, on note Sn la somme des n premiers termes de la série considérée et on pose Hn =

n∑

k=1

1

k
. Il est connu que

Hn =
n→+∞

lnn + γ+ o(1) où γ est la constante d’Euler.

Soit m ∈ N
∗.
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1
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ã
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1
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1
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ã

=
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1
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−
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1
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=
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puis
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m→+∞

(ln(2mp) + γ) −
1

2
(ln(mp) + γ+ ln(mq) + γ) + o(1) = ln 2+

1

2
ln
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Ainsi, la suite extraite (Sm(p+q))m∈N∗ converge vers ln 2+
1

2
ln

Å

p

q

ã

.

Montrons alors que la suite (Sn)n∈N∗ converge. Soit n ∈ N
∗. Il existe un unique entier naturel non nul mn tel que

mn(p+ q) 6 n < (mn + 1)(p + q) à savoir mn =

õ

n

p+ q

û

.

|Sn − Smn(p+q)| 6
1
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1
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p
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q
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6

p
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+

q
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=

1
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.

Soit alors ε > 0.

Puisque lim
n→+∞

mn = +∞, il existe n0 ∈ N
∗ tel que pour n > n0,

1
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6
ε

2
et aussi

∣
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∣

∣
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2
.

Pour n > n0, on a alors

∣

∣

∣

∣

Sn − ln 2−
1

2
ln

Å

p

q

ã
∣

∣

∣

∣

6 |Sn − Smn(p+q)| +

∣

∣

∣

∣

Smn(p+q) − ln 2−
1

2
ln

Å

p

q

ã
∣

∣

∣

∣

6
1

mn

+

∣

∣

∣

∣

Smn(p+q) − ln 2−
1

2
ln

Å

p

q

ã
∣

∣

∣

∣

6
ε

2
+

ε

2
= ε.

On a montré que ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N
∗/ ∀n ∈ N, (n > n0 ⇒

∣
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∣
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ln 2+
1

2
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ãã
∣

∣

∣

∣

< ε) et donc, la série proposée

converge et a pour somme ln 2+
1

2
ln

Å

p

q

ã

.

Exercice no 4 :

1) Soit x ∈ R. Soit I l’intervalle [x, 0] si x 6 0 et [0, x] si x > 0.
Soit f la fonction définie sur I par : ∀t ∈ I, f(t) = et. Soit enfin n ∈ N.

f est de classe Cn+1 sur I et pour tout t de I, f(n+1)(t) = et puis
∣

∣f(n+1)(t)
∣

∣ = et 6

ß

1 si x 6 0

ex si x > 0
6 e|x|.

D’après l’inégalité de Taylor-Lagrange,

∣

∣

∣

∣

∣

ex −

n∑

k=0

xk

k!

∣

∣

∣

∣

∣

6
|x|n+1e|x|

(n + 1)!
.

D’après un théorème de croissances comparées, lim
n→+∞

|x|n+1e|x|

(n + 1)!
= 0 et donc lim

n→+∞

n∑

k=0

xk

k!
= ex. On a montré que

∀x ∈ R, ex =

+∞∑

n=0

xn

n!
.

2) a) Soit x ∈ R.

•

+∞∑

p=0

∣

∣

∣

∣
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n!p!

∣

∣

∣

∣

=
1

n!

+∞∑

p=0

(n|x|)p

p!
=

en|x|

n!
< +∞.

•

+∞∑

n=0

Ñ

+∞∑

p=0

∣

∣

∣

∣

npxp

n!p!

∣

∣

∣

∣

é

=

+∞∑

n=0

(

e|x|
)n

n!
= e(e

|x|) < +∞.

Donc, la famille

Å

npxp

n!p!

ã

(n,p)∈N2

est sommable.

b) Puisque la famille

Å

npxp

n!p!

ã

(n,p)∈N2

est sommable,
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e(ex)
=

+∞∑

n=0

Ñ

+∞∑

p=0

npxp

n!p!

é

=

+∞∑

p=0

(

+∞∑

n=0

npxp

n!p!

)

=

+∞∑

p=0

1

p!

(

+∞∑

n=0

np

n!

)

xp.

Donc, si pour tout p ∈ N, on pose ap =
1

p!

+∞∑

n=0

np

n!
, alors pour tout réel x, e(ex) =

+∞∑

p=0

apx
p.

Exercice no 5 : Soit x ∈] − 1, 1[.

1) Pour (k, l) ∈ (N∗)
2
, posons un,p = xkl.

• Soit k ∈ N
∗.

+∞∑

l=1

|uk,l| =
+∞∑

l=1

(

|x|k
)l

=
|x|k

1− |x|k
< +∞.

• Puisque
|x|k

1− |x|k
∼

k→+∞

|x|k et que la série géométrique de terme général |x|k converge. Il en est de même de la série

de terme général
|x|k

1− |x|k
.

Mais alors

+∞∑

k=1

(

+∞∑

l=1

|uk,l|

)

< +∞. Ceci montre que la famille
(

xk,l
)

(k,l)∈(N∗)2
est sommable.

2) On peut donc écrire

+∞∑

p=1

xp

1− xp
=

+∞∑

p=1

(

+∞∑

k=1

xkp

)

=
∑

(k,l)∈(N∗)2

uk,l.

Pour n ∈ N
∗, posons An =

¶

(k, l) ∈ (N∗)2 / kl = n
©

. Tout couple (k, l) ∈ (N∗)2 est dans un et un seul des An à savoir

Akl. De plus, aucun des An, n ∈ N
∗ n’est vide car An contient (1, n). La famille de parties (An)n∈N∗ est donc une

partition de (N∗)2.

Ensuite, pour n ∈ N
∗, le nombre de couples (k, l) ∈ (N∗)2 tels que k× l = n est encore le nombre d’entiers naturels non

nuls k tels que k divise n. Donc, card (An) = d(n)

D’après le théorème de sommation par paquets,

+∞∑

p=1

xp

1− xp
=

∑

(k,l)∈(N∗)2

uk,l

=

+∞∑

n=1

Ñ

∑

(k,l)∈An

xkl

é

=

+∞∑

n=1

Ñ

∑

(k,l)∈An

1

é

xn =

+∞∑

n=1

card (An) xn

=

+∞∑

n=1

d(n)xn.
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