Planche n° 39. Familles sommables. Corrigé
Exercice n°1 :
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Soit p € N*. Pour n € N*\ {p}, 3 = = (n——p — n——&-p) Donc pour N > p,
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Maintenant, Z —=_————+4...+ —— est une somme de 2p termes tendant vers 0 quand N tend vers +o0.
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Puisque 2p est constant quand N varie, lim Z — =0 et donc
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Pour n € N* donné, on a aussi E - == E ———5 = —53 et donc
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Ainsi, les deux sommes existent et ne sont pas égales ou encore Z Z #+ Z Z Ceci montre que la suite double
n p P n

1
( > 2) n’est pas sommable.
=P (np)ein)?, ntp

Exercice n°2 :
1

p2q?
e Pour tout (p, q) € (N*)?, Up,q € RT.
e Pour tout p € N*, la série de terme général u, 4, q > 1, converge et

1) Pour (p, q) € (N*)?, posons Up g =

E L] &1 w
Pa= 32 3= 3
o pii=at o
+oo 2 4
La série de t enéral Uy = Y . peEN ¢ -
[ ] = uw = — _—
a série de terme général U, Z P = gl P , converge et a pour somme -
. . 1 mt
On sait alors que la suite (up,q)(p’q)e(N*)z est sommable et que Z P =3
(p,q)eN~
1
2) Pour (p, q) € (N*)?, posons Vp,q = i Pour tout (p, q) € (N*)?, Vp,q € R,
1
Soit p € N*. La série de terme général Tt q = 1, converge et
P
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La série de terme général ——, p > 1, est divergente. Il en est de méme de la série de terme général —,p=1

q=1

On en déduit que la suite (vp q) n’est pas sommable.

(p,q)EN*
Exercice n°3 :

1
1) a) Pour n € N*, |u,| = . La série de terme général [u,| diverge et donc la suite (un), oy n'est pas sommable.
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b) La suite L) est alternée en signe et sa valeur absolue, & savoir (E) tend vers 0 en décroissant.
neN* neN*
Donc, la série de terme général u,, converge d’aprés le critére spécial aux séries alternées.
Soit n € N*.
n (_.I)k,1 n 1 1 n
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Ensuite, pour n € N*, (—1)“J —— dt| = J —— dt < J t"™ dt = ——. On en déduit que (—1)“J —— dt tend
o T+t o 1+t 0 n+1 o T+t
vers 0 quand n tend vers +oco. Mais alors, quand n tend vers +o0o on obtient
2) Soit (pq) € (N*)?.
n
Pour n € N*, on note Sy, la somme des n premiers termes de la série considérée et on pose H,, = Z —. Il est connu que
k=1
Hn = Inn+vy+o0(1) oy est la constante d’EULER.
n—+oo

Soit m € N*.
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puis

1 1
Sm(p+q) e (In(2mp) +v) — E(ln(mp) +v+In(mq)+v)+o(l) =ln2+ 3 In (%) +0o(1).
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Ainsi, la suite extraite (Sy(p+q))men+ converge vers In2 +

%ln

(5)

Montrons alors que la suite (Sp)nen+ converge. Soit n € N*. Il existe un unique entier naturel non nul m, tel que

. n
ma(p+q) <n<(mu+1)(p+q) asavoir my = LmJ
S = S (prapl € g A L]
mEme OIS o o T T 2ma + )p—1 | 2maq+2 | 2(ma + 1)q
< P q <-r a _ 1
S2map+1 0 2maq+2  2mup  2mnq my

Soit alors € > 0.

Puisque lim m, = +o0, il existe ng
“+oo

n—
Pour n > ng, on a alors

1
Sh—In2—=In (%)' < |Sn — Sm“(p_._q)| + ’Sm“(p_,_q)

2

On a montré que Ve > 0, dny € N*/
converge et a pour somme In2 + 5 In <

Exercice n°4 :

1
€ N* tel que pour n > ng, — <
Mn

et aussi
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1) Soit x € R. Soit I I'intervalle [x,0] si x < 0 et [0,%] si x > 0.
Soit f la fonction définie sur I par : Vt € I, f(t) = e'. Soit enfin n € N.

f est de classe C™*! sur I et pour tout

tde I, fFD(t) = et puis [fMFD (1) = e* < {

D’apres 'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE,

D’aprés un théoréme de croissances comparées,

2) a) Soit x € R.
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lim =0 et donc lim
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n=0 p=0 n=0
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Donc, la famille ( H ) est sommable.
TEP: 7 (n,p)en
npPxP
b) Puisque la famille ( = ) est sommable,
TP/ (n,p)en
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< ¢) et donc, la série proposée

< C‘X‘.

e*. On a montré que
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Donc, si pour tout p € N, on pose ap = — Z —, alors pour tout réel x, e(¢”) = Z apxP.
p! n!
n=0 p=0
Exercice n° 5 : Soit x €] — 1,1].
1) Pour (k,1) € (N*)%, posons n p = x*L.
+oo +oo N |X|k
. X _ _
e Soit k e N .Z|Ukyl|—Z(|X| ) —W<+OO
1=1 1=1
) x| * ) . .
e Puisque ——— ~ [x|* et que la série géométrique de terme général |x|* converge. Il en est de méme de la série
1— |X|k k—+o00
T 1
e terme général ————.
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+oo /400
Mais alors Z (Z |uk‘1|> < +00. Ceci montre que la famille (Xk’l)(k,L)e(N*)z est sommable.
k=1 \1=1

2) On peut donc écrire

xP +oo [/+4o0o
e Z (Z ka> = Z U, 1.

(,1)e(m+)?

Pour n € N*, posons Ap = {(k, 1) e (N*)?/kl = n}. Tout couple (k,1) € (N*)? est dans un et un seul des A, & savoir
Ax1. De plus, aucun des An, n € N* n’est vide car A, contient (1,n). La famille de parties (An)neN* est donc une
partition de (N*)%,

Ensuite, pour n € N*, le nombre de couples (k,1) € (N*)z tels que k X 1 =n est encore le nombre d’entiers naturels non
nuls k tels que k divise n. Donc, card (Ay) = d(n)

D’aprés le théoréme de sommation par paquets,
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