Chapitre 37. Fonctions numériques de deux

variables

Plan du chapitre

1 Un peu de topologie ... ... page 2
1.1 Boules de RZ L. i page 2
1.2 Ouverts de R ..o page 3

2 Généralités sur les fonctions numériques de deux variables........................................... page 4
2.1 Applications partielles .. ... ... page 4
2.2 Représentation graphique des fonctions numériques de deux variables ......... ... ... ... ... L page 5

S ContinUite . ... page 6
3.1 Définition de la continuité d’une fonction de deux variables ............ .. ... i page 6
3.2 Opérations sur les fonctions CONBINUES ... ... ... e e page 7
3.3 Continuité partielle .. .. ... page 8

4 Dérivées partielles d’ordre L ... ... .. ... . page 9
4.1 Définition des dérivées partielles en un point . ... page 9
4.2 Lien avec la continuite .. .. ... . . page 9
4.3 Fonctions dérivées partielles .. ... ... page 10
4.4 Opérations sur les dérivées partielles . ... ... . page 10
4.5 Fonctions de classe Cl L. o page 10
4.6 Développement limité d’ordre 1 d'une fonction de classe C' en un point ................................ page 12
4.7 Vecteur gradient .. ... ... page 14
4.8 Dérivée suivant Un VECLEUT .. ... ...ttt e e e page 14
4.9 Dérivées partielles de fonctions COMPOSEES ... ... o.i ittt page 15

5 Extremums des fonctions nUmMEriques ............. ..ottt page 18
5.1 DEANITIONS . . o oottt e page 18
5.2 Applications des dérivées partielles & la recherche d’extremums .......... .. .. .. .. ... L. page 18

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 1 http ://www.maths-france.fr



Avec ce chapitre, nous allons commencer a nous familiariser avec les fonctions a plusieurs variables

(Xl)'--)xn)'_} (fl (Xl)'-')xn))--')fp (Xl)'-')xn))-

C’est une notion délicate et le programme prévoir d’étudier d’abord en math sup les fonctions de deux variables & valeurs
dans R ou encore les fonctions numériques réelles de deux variables réelles. C’est le cas 1 = 2 et p = 1. Dit autrement,
passer de une & plusieurs variables commence par passer de une & deux variables.

1 Un peu de topologie

Les notions d’intervalles, d’intervalles ouverts, de segments, ont une grande importance en analyse pour les fonctions d’une
seule variable réelle. Ce qui suit est un début de généralisation de ces notions.

Ensuite, dans R, la distance entre deux réels couramment utilisée est

Vix,y) € Rza d(x,y) =y —x|.
Dans R?, en math sup, nous utiliserons la distance euclidienne canonique qui vient de la norme euclidienne canonique.
Vu=(x,y) € R?, fullz = vx? +y2

et
Yu = (X)U) € RZ) Vv = (X/)yl) € RZ) d(u,v) = Hu_sz = \/(XI _X)z + (U/ _y)Z_

Dans ce chapitre, || ||2 sera notée plus simplement || ||

1.1 Boules de R?

DEFINITION 1. Soit a = (xo,Yo) € R?.

Soit T > 0. La boule ouverte de centre a et de rayon 1 est Bo(a,1) = {(x,y) € R?/ |[(x,y) — (x0,yo0)|| < T}.

Soit T > 0. La boule fermée de centre a et de rayon 7 est B¢(a,1) = {(x,y) € R?/ |(x,y) — (x0,y0)|| < T}.

La boule ouverte te (resp. fermée) de centre (0,0) et de rayon 1 est appelée boule unité ouverte (resp. fermée).

La boule ouverte de centre (xo,Yo) généralise dans R? la notion d’intervalle ouvert de centre xq et de rayon r dans R :

Ixo—1yx0 +r[={x € R/ |x —x0| < 1}.

La boule fermée de centre (xo,Yo) généralise dans R? la notion d’intervalle fermé de centre xo et de rayon r dans R :

[xo —T,x0 +1] ={x €R/ [x —x0| < 71}.
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1.2 Owuverts de R?

DEFINITION 2. Soit O une partie non vide de R2.

O est un ouvert de R? si et seulement si pour tout a de O, il existe r > 0 tel que By (a,r) C O.

Convention. @ est un ouvert de RZ.

= Commentaire. On dira en math spé qu’un ouvert est voisinage de chacun de ses points. L’idée est qu’une boule ouverte
de centre a = (xo0,Yo) est censée contenir tous les points « voisins de a ». En analyse réelle a une variable, on a par exemple le
théoréme : si f est une fonction définie et dérivable sur un intervalle ouvert 1, a valeurs dans R, et si f admet un extremum local
en xo, alors ' (xo) = 0. Dans la démonstration de ce théoréme, il est essentiel de pouvoir disposer des réels x de 1 au voisinage de
X0, G gauche et a droite de xo, ce qui est di au fait que 1 est ouvert. De méme, dans le paragraphe sur les extrema des fonctions
numériques a deuz variables par exemple, il sera essentiel dans certains théorémes que f soit définie sur un ouvert.

Théoréme 1.
Une réunion quelconque non vide d’ouverts de R? est un ouvert de R2.

Une intersection finie d’ouverts de R? est un ouvert de R2.

DEMONSTRATION .

; une famille d’ouverts de R? indexée par L. Soit enfin O = U O;.

i€l
Si tous les Oy, i € I, sont vides, alors O = @ et donc O est un ouvert de R?. Sinon, il existe 1o € I tel que Oi, # @. On a alors
%] g Oio c O.

e Soient I un ensemble non vide d’indices puis (Oi);

Soit a € O. Il existe i € I tel que a € O;. Puisque O; est un ouvert de R?, il existe r > 0 tel que Bo(a,r) C O;i. Mais alors,
Bo(a,r) C O.

On a montré que pour tout a de O, il existe r > 0 tel que Bo(a,r) C O et donc O est un ouvert de R?.

n
e Soient n € N* puis (Oi)1<i<n une famille de n ouverts de R?. Soit enfin O = ﬂ 0O;.
i=1
Si O = @, O est un ouvert de R%. Supposons maintenant O # @. Soit a € O. Donc, pour tout i € [1,n], a € O;.
Puisque chaque O est un ouvert de R?, pour chaque i € [1,n], il existe 7 > 0 tel que B, (a,7i) C Oy. Soit T = Min {ri,...,mn} > 0.
Pour tout 1 € [1,n], Bo(a,r) C B, (a,r:) C O; et donc Bo(a,r) C O.

De nouveau, on a montré que pour tout a de O, il existe T > 0 tel que Bo(a,r) C O et donc O est un ouvert de R?.

= Commentaire. Le théoréme 1 montre qu’une intersection finie d’ouverts est un ouvert. Mais une intersection quelconque
. . 1 .
d’ouverts n’est pas nécessairement un ouvert. Par exemple, pour n € N, soit B, = B, ((O, 0), T) L’ezercice n° 2, énoncé et
n
résolu plus loin, montre que pour tout n € N, By est un ouvert de R*. Mais B = ﬂ Bn ={(0,0)} nest pas un ouvert de R? car ne
neN
contient aucune boule ouverte. On note que B est la boule fermée de centre (0,0) et de rayon 0.

Exercice 1.

1) Montrer que Py = {(x,y) eER?/y > 0} est un ouvert de R?.

2) Montrer que P, = {(x,y) ER?/y> O} n’est pas un ouvert de R?.

Solution 1.

1) Soit a = (x0,Yo) € Py. Donc yo > 0. Soient v = yo puis B = B, (a,r). Vérifions que B C Py. Soit (x,y) € B. Alors,

Y=ol < \/(x—x0)> + (Y —y0) = [[(x,y) — (x0,Yo) | < T = o,
puis Yo — Yy = [yol — Yyl < llyol — yll < [y — yol < yo et donc y > 0. Mais alors (x,y) € Py. Ceci montre que B C Py.

On a montré que pour tout a de Py, il existe r > 0 tel que B, (a,r) C P; et donc Py est un ouvert de R?.
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X0

2) Soit a = (0,0). a est un point de P,. Soit v > 0. Le point (O,—%) est un point de By (a,r) qui n’est pas dans Py et
donc By (a,r) & Ps.

On a montré qu'il existe un point a de P; tel que, pour tout T > 0, By (a,r) ¢ P2 et donc P, n’est pas un ouvert de R2.

[
N

N

Exercice 2. Montrer qu'une boule ouverte de R? est un ouvert de R?.

Solution 2. Soient R > 0 et a = (x0,yo) € R? puis B = B,(a, R). Montrons que B est un ouvert de R?.

Soit b un point de B puis & = ||b — al| puis r = R — §. Puisque ||b — a|| < R, on a r > 0. Montrons alors que B, (b, 1) C B.
Soit ¢ un point de By (b, 7). [c—a|]|=|[(c—=b)+ (b—a)|| < |[c—Db[|+||b—a]| =5+ |c—b| <&+ 1 =R et donc c € B.
Ceci montre que B, (b, 1) C B.

On a montré que pour tout point b de B, il existe 7 > 0 tel que By (b, 1) C B et donc B est un ouvert de R?.

2 Généralités sur les fonctions numériques de deux variables

2.1 Applications partielles

Pour commencer & appréhender une fonction de deux variables ou « les deux variables varient », une premiére idée consiste
a fixer 'une des deux variables. C’est la notion d’application partielle :
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DEFINITION 3. Soit f une application définie sur un ouvert non vide O de R? & valeurs dans R. Soit (xo,yo) € O.

La premiére application partielle de f en (xo,Yyo) est I'application x — f (x,yo). La deuxiéme application partielle de
f en (xo0,Yo) est Papplication y — f (xo,y)-

Dans chacun des deux cas, une des variables est fixée et ’autre varie.

Par exemple, si f est la fonction (x,y) — xe"2+92, la premiére application partielle en (0,0) est x — xe*" et la deuxiéme
application partielle en (0,0) est y — 0. Plus généralement, la premiére application partielle en (xo,yo) est x — xeX s
et la deuxiéme application partielle en (xo,yo) est y — xoe"é+‘32.

Un probléme se pose quant au domaine de définition de chaque application partielle. Il se lit en projetant sur les axes de

coordonnées. Dans le graphique ci-dessous, la premiére application partielle en (xo,yo) est définie sur ]a, bl et la deuxiéme
est définie sur Jc, d[ :

(x0,Yo)

- — — —

Nous établissons maintenant un théoréme géométrique qui sera utile dans certaines démonstrations ultérieures.

Théoréme 2. Soit O un ouvert non vide de R?. Soit (x0,Yo) un point de O.

Il existe r > 0 tel que Jxo —1,%0 + [ X Jyo —1,yo + [ C O.

DEMONSTRATION .  Soit (x0,Yo) € O. Puisque O est un ouvert de R?, il existe R > 0 tel que B, ((x0,yo),R) C O. Le carré
. . R .
horizontal de centre (xo,Yo) et de demi-coté r = ﬁ’ bord non compris, est contenu dans B, ((x0,Yo),R) et donc dans O :

o L
Xo—T X0 Xo+T71T

ou encore |xo — T,%o + [ X Jyo — 7,yo + r[ est contenu dans O.

2.2 Représentation graphique des fonctions numériques de deux variables

Soit f une fonction définie sur un ouvert O non vide de R? & valeurs dans R. Pour se représenter les valeurs d'une fonction
_)
k

- 5
de deux variables, on munit R3 d’un repére orthonormé R = (Q, 1,7, ) Le graphe de f est alors I’ensemble des

points de coordonnées (x,y, f(x,y)) ou le couple (x,y) décrit O. Dit autrement, le graphe de f est la surface d’équation
z = f(x,y). Pour chaque (x,y) € O C R?, on place en hauteur le nombre z = f(x,y).
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Par exemple, voici la représentation graphique de la fonction f : . On obtient un paraboloide de

révolution.

(xy)
X

Les lignes de niveaux de la surface (S) sont les sections de la surface (S) avec les plans d’équations respectives z = k,
k € R. Dans l'exemple, les lignes de niveaux de (S) sont soit vides (quand k < 0), soit réduite & un point (quand k = 0),
soit un cercle centré sur I'axe des z (quand k > 0).

Les lignes de niveaux de la fonction f sont les projections orthogonales des lignes précédentes sur le plan (xOy). Ce sont
- 5
les courbes d’équations respectives f(x,y) = k, k € R, ou encore x> +y? = k, dans le repére orthonormé R’ = (Q, i, )

du plan (xQy). On obtient la famille des cercles centrés en Q.

/7
\J

I

3 Continuité

3.1 Définition de la continuité d’une fonction de deux variables

DEFINITION 4. Soit f une fonction définie sur un ouvert non vide O de R? a valeurs dans R.

Soit a = (x0,Yo) € O. f est continue en a si et seulement si

Ve > O) o > O/ V(X)y) € Oa (H(X)y) - (XanO)H Sa= |f(X,y) —f(xo»yoﬂ < 5) .

f est continue sur 'ouvert O si et seulement si f est continue en chaque point de O.

Méme si aucun cours sur la notion de limite ne semble étre prévu par le programme officiel, la continuité en (xo,yo) peut

(et doit) se lire sous la forme lim f(x,y) = f (x0,Yo0)-
(x%,y)—=(x0,y0)s (x,y)7#(x05Y0)
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3.2 Opérations sur les fonctions continues

Le programme officiel dit que I’étude de la continuité d’une fonction n’est pas un objectif du programme. Nous donnons
sans démonstration les théorémes généraux usuels pour disposer d’un stock raisonnable de fonctions continues. Ceci dit
les démonstrations, qui seront effectuées en math spé, sont trés proches de celles déja effectuées pour les fonctions d’une
seule variable. Il suffit d’adapter ces démonstrations en remplagant | | par || || entre autres.

Théoréme 3. Soient f et g deux fonctions définies sur un ouvert non vide O de R? & valeurs dans R et soit (A, u) € R2.
Soit a = (x0,Yo) € O. Si f et g sont continues en a, alors AMf + g est continue en a.

Sif et g sont continues sur O, alors Af 4 pg est continue sur O.

Théoréme 4. Soient f et g deux fonctions définies sur un ouvert non vide O de R? & valeurs dans R.
Soit a = (x0,Yo) € O. Si f et g sont continues en a, alors f X g est continue en a.

Si f et g sont continues sur O, alors f x g est continue sur O.

Théoréme 5. Soient f et g deux fonctions définies sur un ouvert non vide O de R? & valeurs dans R.

f
Soit a = (x0,Yo) € O. Si f et g sont continues en a et si g(a) # 0, alors — est continue en a.

f
Si f et g sont continues sur O et si g ne s’annule pas sur O, alors — est continue sur O.
9

Théoréme 6. Un polynome a deux variables est continu sur RZ.

Une fraction rationnelle a deux variables est continue sur son domaine de définition.

X2y?
Exercice 3. Pour (x,y) € R?, on pose f(x,y) = x2 +y2 si (x,y) # (0,0) .
0si (x,y) = (0,0)
1
1) Montrer que pour tout (x,y) € R?, |xy| < 5 (xz —|—y2).

2) Montrer que f est continue en (0, 0).

3) Montrer que f est continue sur R?.

Solution 3.

1) Soit (x,y) € R%. 0 < (Ix| — [y))? = x* + y? — 2xy| et donc |xy| < 5 (x* +y?).

N —

2) Soit (x,y) € R%. Si (x,y) # (0,0),

1 2 2 ?
5 (x> +y?)
x*y? (2 (X > T2 2 1 2
- = < = — = —
|f(x)y) f(o)o)‘ X2+y2 X X2+y2 4 (X +y ) 4H(X)U)H )

ce qui reste vrai quand (x,y) = (0,0). Soit alors ¢ > 0 (solution momentanée). Soit o« = 2\/¢ > 0. Pour tout (x,y) € R?
tel que [|(x,y) — (0,0)]| < «,

1 T, 1 2

On a montré que : Ve > 0, I > 0/ VY(x,y) € R?, (||(x,y) — (0,0)] < &= [f(x,y) —f(0,0)] < ¢). Donc, la fonction f est
continue en (0, 0).

f(x,y) — (0,0)] < = ||(x,y)]|* <

1
Une solution définitive est : puisque ( %irn(O 0 ZH (x,y)||> =0, le théoreme des gendarmes montre que
xy)—(0,
lim f(x,y) = f(0,0) et donc f est continue en (0,0).

(x,y)—(0,0), (x,y)#(0,0)

3) D’autre part, la fonction f est continue sur R? \ {(0,0)} en tant que fraction rationnelle définie sur R? \ {(0,0)} et
finalement la fonction f est continue sur RZ.
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3.3 Continuité partielle

Encore une fois, I’étude de la continuité n’est pas un objectif du programme ce qui exclut les développements théoriques.
Nous disons néanmoins un mot de la notion de continuité partielle pour éviter que ne se mette en place une rédaction
totalement fausse.

On suppose que f est une fonction définie sur un ouvert O de R?. Soit a = (xo,Yo) un point de O. On dit que f est
partiellement continue en a si et seulement si les deux applications partielles x — f(x,yo) et y — f(xo,y) sont
continues en xp et Yo respectivement.

Il est clair que si f est continue en a = (xo,yo), alors 'application x — f(x,yo) est continue en x¢ et I'application
y — f(xo,y) est continue en yp. Dit autrement, la continuité entraine la continuité partielle. L’exercice suivant a pour
but de montrer que la réciproque de cette implication est fausse.

Xy .
> 3 0,0
Exercice 4. Pour (x,y) € R?, on pose f(x,y) = { X2 + 142 si (x,y) # (0,0)
0si (x,y) = (0,0)
1) Montrer que f est continue partiellement en (0, 0).

2) Montrer que f n’est pas continue en (0,0).

Solution 4.

O0six#0
O0six=0
applications sont continues en xo = 0 et yo = 0 respectivement. Donc, f est partiellement continue en (0, 0).

1) Les deux applications partielles en (xo,yo) = (0,0) sont respectivement x — { =0ety— 0. Ces deux

x2 1

2) On note que pour tout x € R\ {0}, f(x,x) = 2172

1
Soit ¢ = 7 Soit o > 0. Soit (x,y) =

o - =5 3) -

On a montré que : 3¢ > 0/ Vo > 0, 3(x,y) € R?/ (||(x,y) — (0,0)|| < exet [f(x,y) — (0,0 > €). Donc, f n’est pas continue
en (0,0).

-
SE
R

1
mais [f(x,y) —f(0,0)] = 5 > €.

Ainsi, la continuité partielle n’entraine pas la continuité. Donc une solution du genre « la fonction de x & y fixé est continue
et la fonction de y a x fixé est continue et donc f est continue » est totalement fausse.

Le probléme vient du fait que quand on analyse la continuité partielle de f en (xo,yo), on est trés loin d’analyser toutes
les valeurs que prend f au voisinage de (xp,yo). On analyse seulement les valeurs que prend f sur « I’horizontale et la
verticale » passant par (xo,Yo)-

(x0,Yo)
@
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4 Dérivées partielles d’ordre 1

4.1 Définition des dérivées partielles en un point

DEFINITION 5. Soit f une fonction définie sur un ouvert non vide O de R?. Soit a = (x0,Yo) un point de O.

f admet en a une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable x si et seulement si la premiére application
partielle de f en a est dérivable en xo. En cas d’existence, la dérivée par rapport a x de f en a est la dérivée en xo de

0
la premiére application partielle de f en a. Elle se note P (x0,Yo)-
f admet en a une dérivée partielle par rapport a sa deuxiéme variable y si et seulement si la deuxieme
application partielle de f en a est dérivable en yo. En cas d’existence, la dérivée par rapport & y de f en a est la

dérivée en yo de la deuxiéme application partielle de f en a. Elle se note @ (x0,Y0)-

Ainsi, par définition,

f —f of
(% yo) — flxo,yo)  Of (xo,yo) = lim _
ox X—Xo X — X0 oy Yy—yo Yy —Yo

Exemple. Pour (x,y) € R2, posons f(x,y) = ye* Y. Soit (xo,yo) € R2.
f
Pour obtenir — (x0,Yo), on dérive la premiére application partielle x — yoe"z“L‘Jé puis on évalue en x¢. Dit autrement,

on dérive la fonction de x a y fixé. On obtient

of

P (x0,Yo) = 2xoyoe

2,2
xo+Yo

of
De méme, pour obtenir P (x0,Yo0), on dérive la deuxiéme application partielle y — ye"é +y* puis on évalue en yp ou
X

encore on dérive la fonction de y a x fixé. On obtient

g_lj (x0,Yo) = €X07Y8 + 2y3eX07YS = (14 2y3) eX+V5.

4.2 Lien avec la continuité

On a déja vu que la continuité partielle n’entraine pas la continuité. On va voir dans ’exercice suivant que 'existence de
dérivées partielles en (xo,Yo) n’entraine pas la continuité en (xo,yo).

Xy ]
- Y @ qQ 0 0
Exercice 5. Pour (x,y) € R?, on pose f(x,y) = { X2+ 2 si (x,y) # (0,0)

0si (x,y) =(0,0)

Montrer que f admet en (0,0) une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable et une dérivée partielle par
rapport a sa deuxiéme variable et déterminer ces dérivées partielles.

f(x,0) —£(0,0) _ 0-0 f(x,0) —£(0,0)

Solution 5. Pour x # 0,

= 0. Donc, 111% = 0. Par suite, f admet une dérivée
X—

x—0 x—0 o x—0
partielle par rapport & sa premiére variable x en (0,0) et &(0, 0)=0.
e . . s . of
De méme, f admet une dérivée partielle par rapport a sa deuxiéme variable y en (0,0) et @(0, 0)=0.

On a déja vu que la fonction f ci-dessus n’est pas continue en (0, 0) et d’aprés ce qui précéde, f admet des dérivées partielles
par rapport a chacune de ses deux variables en (0,0). On redit donc que l'existence de dérivées partielles n’entraine pas
la continuité.
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4.3 Fonctions dérivées partielles

DEFINITION 6. Soit f une fonction définie sur un ouvert non vide O de RZ.

Si f admet dérivée partielle par rapport a sa premiére variable x (resp. sa deuxiéme variable y) en chacun des points
de O, on peut définir la fonction premiére (resp. deuxiéme) dérivée partielle :

of

—: O - R (resp. of 0 - R ).
ox

dy

of )
(oY) = 5o 0y) () = 3boy)

: . N L ) . of
= Commentaire. On doit prendre garde & donner un sens précis aux notations. Dans ’expression — (x,y), la méme lettre x
est utilisée deux fois mais elle ne désigne pas la méme chose suivant son emplacement. En dénominateur, elle indique par rapport
G quoi on a dérivé et en numérateur, elle indique la premiére composante du point en lequel on a dérivé. Si on évalue en (xo,Yo),

on obtient of (x ) et non pas of (x )
Ix X0 Yo p %o 0,Yo)-

4.4 Opérations sur les dérivées partielles

Puisqu’une dérivée partielle est obtenue en dérivant une fonction d’une seule variable, 'autre étant fixée, on a immédia-
tement les théorémes généraux suivants :

Théoréme 7. Soient f et g deux fonctions définies sur un ouvert non vide O de R?. Soit (A, u) € R?.

Si f et g admettent sur O une dérivée partielle par rapport a leur premiére variable x (resp. deuxiéme variable y),
alors M + pg admet sur O une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable x (resp. deuxiéme variable y) et de
plus,

99 99

d of d of
—(\F =A— + u=> (resp. — (Af =A— + u—).
ax M T rg) =As +ur (resp ay( + ug) oy + ”ay)

Théoréme 8. Soient f et g deux fonctions définies sur un ouvert non vide O de R?.

Si f et g admettent sur O une dérivée partielle par rapport a leur premiére variable x (resp. deuxiéme variable y),
alors f x g admet sur O une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable x (resp. deuxiéme variable y) et de
plus,

o(f xg) of 0g o(f xg) of 0g

= — f -_— . T - < f P
™ axX9+ e (resp 3 oy x g+ xay)

Théoréme 9. Soient f et g deux fonctions définies sur un ouvert non vide O de R?.

Si f et g admettent sur O une dérivée partielle par rapport a leur premiére variable x (resp. deuxiéme variable y)
et si g ne s’annule pas sur O, alors i admet sur O une dérivée partielle par rapport & sa premiére variable x (resp.
deuxiéme variable y) et de plus,

6(f> gxg_fx@ a<f> Exg—fx@
9/ _ dx 0X (resp. —29/ _ Oy Y,

0x g2 dy g?

4.5 Fonctions de classe C'

DEFINITION 7. Soit f une fonction définie sur un ouvert non vide O de R?.
On dit que f est de classe C! sur O si et seulement si f admet sur O des dérivées partielles par rapport a chacune

of of
de ses deux variables et de plus, les fonctions P et P qui sont des fonctions de deux variables définies sur O, sont
X Yy

continues sur O.

On verra au paragraphe suivant quune application de classe C' est en particulier continue (alors que la seule existence
des dérivées partielles est insuffisante pour entrainer la continuité).
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On « admet » que les théorémes généraux usuels restent valables : une combinaison linéaire de fonctions de classe C! est de
classe C', un produit de fonctions de classe C' est de classe C', un quotient de fonctions de classe C' dont le dénominateur
ne s’annule pas est de classe C', un polynome a deux variables est de classe C' sur R?, une fraction rationnelle & deux
variables est de classe C! sur son domaine de définition.

Voici maintenant un exercice assez long et pénible, pas tout a fait dans lesprit du programme officiel, mettant en ccuvre
1
les différentes notions mises en place jusqu’ici. On considére comme acquise l'inégalité [xy| < 5 (xz —|—y2), valable pour

tout (x,y) € R2.

xy (x* —y?) .
Exercice 6. Pour (x,y) € R?, on pose f(x,y) = X2 + 142 si (x,y) # (0,0) )
0si (x,y) = (0,0)

Montrer que f est de classe C! sur R?.

Solution 6.
e f est continue puis de classe C! sur R? \ {(0,0)} car coincide sur R? \ {(0,0)} avec une fraction rationnelle définie sur
x> —x )
R*\ {(0,0)}. De plus, pour (x,y) € R*\{(0,0)}, f(x,y) :UW puis
af( ) (3% —y?) (x* +y?) — (F —xy?) (2x)  y (x* +4x*y? —y?)
ox (x2 +y?)? (2 +y2)°
et de méme (ou en remarquant que f(y,x) = —f(x,y)),
of x (x* —4x*y? —y?)
—(X»U) = 2 .
%y (x? +y?)

Continuité de f en (0,0). Pour (x,y) € R?\ {(0,0)},

xyl (x* +y?)
x? +y?

ce qui reste vrai quand (x,y) = (0,0). Mais alors, avec une solution identique a celle de 1’exercice n°3, page 7, f est

continue en (0,0) et finalement f est continue sur R2.

%(0,0). Pour x # 0, f(x,0) —(0,0) _ 0—-0

déduit que ﬁ(0,0) existe et que ﬁ(0,0) = 0. De méme, ﬁ(0,0) existe et que ﬁ(0,0) =0.
0x ox y oy

1 1
[£(x,y)l < =yl < 5 (¢ +9%) = 51l )]?

= 0 et donc lim w

x—0 x—0 x50 x—0 = 0. Onen

Existence de ﬁ(O,O) et
ox

Ainsi, f admet sur R? des dérivées partielles par rapport & chacune de ses deux variables définies par :

y (x4 4 4x2y2 _94)

af S' X O O
V(x,y) € R2, o) = 21y iyy) # (0,00 o
0si (x,y) = (0,0)
4 402,24
of OB YY) ) £ (0,0)
@(x,y): (x2 +y2) .
0si (x,y) = (0,0)
e e of of 5
Continuité de ™ et E en (0,0). Pour (x,y) € R=\{(0,0)},
of of yl x4 + 4x2y2 —y*
3 ou) = -(0,0)] = el T |
X X (x%2 +y?2)
2
(a2 ) @y 42y 21 (2 4 v?)
D (2 +y?)? (2 +y2)?

= 2Ny < 2v/x? +y? =2||(x,y)|

ce qui reste vrai quand (x,y) = (0,0).

of of
Ainsi, pour tout (x,y) € R?, |=—(x,y)

™ - &(0,0) < 2||(x,y)||- Mais alors, comme dans I’exercice n°3, ceci montre que

f f
P est continue en (0,0). On montre de méme que P est continue en (0,0).
X Y
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En résumé, f admet sur R?, des dérivées partielles continues sur R? \ {(0,0)} et aussi en (0,0). Finalement, f admet sur
R? des dérivées continues sur R? et donc f est de classe C! sur R?.

4.6 Deéveloppement limité d’ordre 1 d’une fonction de classe C' en un point

On met maintenant en place la formule de TAYLOR-YOUNG & l'ordre 1 pour les fonctions de deux variables. Dans cette
formule apparait ’expression o (||(h,k)||) quand (h, k) tend vers (0,0). Cette expression doit étre comprise sous la forme

o ([I(h, K[} = [I(h, K[ > e(h, k)

ot g(h, k) tend vers O quand (h, k) tend vers (0,0). Aucun cours n’a été fait sur la notion de limite. On peut se contenter
d’une vision intuitive : évidemment que, quand (h,k) tend vers (0,0) ou encore quand h et k tendent vers O de maniére
indépendante, 1'expression h? + k? (par exemple) tend vers 0. On peut aussi faire référence a la continuité : en posant

€(0,0) = 0, dire que lim e(h,k) =0, c’est encore dire que la fonction € est continue en (0, 0).
,k)—(0,0), (h,k)#(0,0)

Théoréme 10. (développement limité d’ordre 1)

Soit f une fonction définie et de classe C' sur un ouvert non vide O de R? & valeurs dans R. Soit (x0,Yo) un point
de O. Alors, f admet en (xo,Yo) un développement limité d’ordre 1, son développement de TAYLOR-YOUNG : quand
(X)U) tend vers (XO)UOJa

of of
f(xo +hyyo + k) = f(x0,y0) + P (x0,Yyo) h + %y (x0,Yo) k4 o(][(h, k).

DEMONSTRATION .  Soit (xo,yo) € O. Puisque O est un ouvert de R?, le théoréme 2, page 5, permet d’affirmer qu'il existe r > 0
tel que la carré ouvert C =Jxo — 1,%0 + [ X Jyo — 7, yo + [ est contenu dans O. Pour (h,k) € C fixé, on commence par écrire

f(xo +h,yo + k) — f(x0,Yo) = (f (x0 +h,yo + k) — f (x0,y0 + k)) + (f (x0,y0 + k) — f (x0,Yo)) -

La fonction g : t — f(xo+t,yo+ k) est définie et dérivable sur | — r,r[ & valeurs dans R. Si h > 0, d’aprés le théoréme des
accroissements finis, il existe un réel ¢ €]0, h[C] — 1, 7[ tel que g(h) — g(0) = hg'(c). Si h < 0, on peut fournir ¢ dans Jh,0[ tel que
g(h) — g(0) = hg’(c) et si h =0, le réel ¢ = 0 est tel que g(h) — g(0) = hg’(c).

Dans tous les cas, il existe un réel ¢, dépendant de h et de k, tel que [c] < |h] et
, of
f(xo +hyyo +1) —f(x0,yo + k) = g(h) —g(0) =hg'(c) = ho (X0 + ¢, Yo + k).

De méme, il existe un réel d tel que |d| < k et f (xo0,yo + k) — f (x0,Yo) = kg—; (x0,Yo + d). Mais alors,

of of
f(xo +h,yo +k) —f(x0,Yo) — <& (x0,Yyo) h + 3y (Xoyyo)k)'

of of of of
- ’h <& (xo -+ € yo +k) — oF (xO,yo)) tk <@ (xovvo + )= 31 (Xo,yo)>’

of of
)|+ 1k ‘@ (xorv0 + ) = 3 (x0,30)

of of
< R ‘a (xo +¢,yo + k) — P (x0,Yo
et donc, pour tout (h, k) € C?, il existe (¢, d) € R? tel que |c| < |h/, |d| < K] et (puisque [h| < vVh? +k? = ||(h, k)| et [k| < ||(h, k)|

< (k) lle(h, k)

of of
’f(xo +h,yo +k) —f(x0,Yo) — <— (x0,Yo) h + 3y (XO»yo)k)

ox

O oy yo)
ay 0yYo |-

of of
P (x0,Yo0)| + ‘@ (x0,Yyo +d) —
Maintenant, puisque |c| < [h| et |d] < [k, ¢ et d tendent vers 0 quand h et k tendent vers 0. Par suite, (xo + ¢,yo + k) et (xo0,yo + d)

of
ou ¢(h,k) = ‘a (xo +¢,yo +k)—

tend vers (xo,Yo) quand h et k tendent vers 0. Puisque les dérivées partielles % et g—; sont continues en (xo,Yo), £(h, k) tend vers

1 of of
— | f h. k)—f - — h— — k | tend d
TERaY ( (x0 + M, yo + k) — T (x0,Yo) ™ (x0,Yo) 3y (x0,Yo) > end vers 0 quan
(h, k) tend vers (0,0) ou encore, quand (h, k) tend vers (0, 0)

0 quand (h, k) tend vers (0,0). Mais alors,

O oy ot 2 (o, y0) K of (1, K )

0
f (xo + M, yo + k) = f (x0,Yo) 3% 3y

a
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of of
On note que lapplication (h,k) — ™ (x0,yo) h + @ (x0,Yo0) k est une forme linéaire sur R? ou encore un polynéme a
deux variables de degré inférieur ou égal a 1. C’est la meilleure approximation linéaire de la différence f (xo + h,yo + k) —
f (x0,Yo) pour (h,k) au voisinage de (0,0).

Interprétons géométriquement, 1’égalité de TAYLOR-YONUG. Soit (S) la surface d’équation z = f(x,y), (x,y) € O. Soit
(x0, Yo, z0) un point de la surface (S). Donc, (xo0,yo) € O et zo = f (x0,Yo)- Si (x,y, z) est un point de (S), le développement
limité précédent s’écrit aussi

of of
z—zo0 = f(x,y) — f (x0,Yyo) = == (x0,Yo) x (x —x0) + == (x0,Yo) x (y —yo) + o (||(x —x0,y —yo)|l) -
(x,y)=(x0,y0) 0X dy
, . of of . .
On note alors (Pp) le plan d’équation z—zg = ™ (x0,Yo) X (x — xo)—l—@ (x0,Yo) X (y —yo). Si M et N sont respectivement
of
les points de (S) et (Pp) dont la projection orthogonale sur (xOy) est (x,y,0), alors zpm = f(x,y) et zn = ™ (x0,Yo) %

of .
(x —xo) + @ (x0,Yo) % (y —Yo), puis

Zm — ZN = o ([[(x=x0,y—yo)l)-
(x,y)—=(x0,Y0)
Le contact entre la surface (S) et le plan (Py) semble donc plus fort que le contact entre (S) et tout autre plan (P) passant
par My. (Po) est par définition le plan tangent a la surface (S) en M. On peut montrer que comme pour la tangente a
une courbe, le plan tangent est obtenu comme position limite d’une certaine famille de plans passant par M.

On retiendra qu’'une équation du plan tangent a la surface (S) d’équation z = f(x,y) en un point (xo,yo,z0) de (S) est

of

of
z—20 = 5o (x0,Yo0) X (x —x0) + %y (x0,Y0) X (Y —yo) .

Exercice 7. L’espace est rapporté a un repére orthonormé. Soit 8§ la sphére d’équation

(x—a) +(y—b) +(z—c)* =R
ot Q = (a,b,c) est un point donné de R3 et R est un réel strictement positif.

1) Déterminer une équation une équation du plan tangent a 8§ en un point My = (x0,Yo,z0) de 8 tel que zo > c.

2) Veérifier que ce plan tangent est orthogonal au rayon [Q, M.

Solution 7.

1) Pour z > ¢, (x — a)z + (y —b)z + (z—c)2 =R2&ez=c+ \/RZ —(x— a)z —(y —b)z. Donc, au voisinage de Mg, 8

est la surface d’équation z = f(x,y) ou f est la fonction (x,y) — ¢+ \/Rz —(x— (1)2 —(y— b)z. f est de classe C' au
voisinage de (a,b) et

of Xo—a Xo— a

(XO)UO) =
ox VR —(xo—a) —(yo—b)> 2 €

et
of 0o—Db 0o—Db
@(meo):— J > 2:—2 —
\/RZ—(xo—a) —(yo—b) °
. ) . Xo—a Yyo—b -
Le plan tangent a 8§ en My a donc pour équation z—zy = — (x —x0)+ (y —yo) ou encore, avec une écriture
Zo —C Zo —C

plus symétrique,

(xo —a) (x —x0) + (Yo —b) (y —yo) + (z0 — ¢) (z—2z0) = 0.

2) Un vecteur normal & ce plan tangent est le vecteur de coordonnées (xo — a,yo — b, zo — ¢) ou encore un vecteur normal
—
a ce plan tangent est le vecteur QM.
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Théoréme 11. Soit f une fonction définie sur un ouvert non vide O de R? a valeurs dans R.

Si f est de classe C' sur O, alors f est continue sur O.

DEMONSTRATION .  Supposons f de classe C' sur O. Soit (xo,Yo) un point de O. D’aprés le théoréme 10, quand (h, k) tend vers

(0,0),
of of
f (xo + 1y yo + k) = f (x0, yo) +hz— (x0, yo) +k@ (x0,Yo) + o ([|(h,K)[) .
Puisque  lim hﬁ (x )-i—kﬁ (x )40 (]|(hyk)||) = 0, on en déduit en particulier que lim f(xo+hyo+k)=
AU 0D t0,0) Tox o Ho TG Xe, Yo e P T 0,00 th 0,0 0 TP TN

f (x0,Yo). f est donc continue en (xo,yo)-
a

4.7 Vecteur gradient

Dans ce paragraphe et les suivants, le plan R? est muni du produit scalaire canonique noté (, ). On note B = (e7, e2) la
base canonique de R2.

DEFINITION 8. Soit f une fonction de classe C' sur un ouvert non vide O de R? & valeurs dans R. Soit (xo,Yo) un
point de O.

of of
Le vecteur gradient de la fonction f en le point (xo,Yo) est le vecteur de coordonnées <& (x0,Yo) @ (xo,yo)>
dans la base B. Il se note Vf (xo,yo) (V se lit nabla).
Le développement limité de f & Uordre 1 en (xo,Yyo) s’écrit alors
f(x,y) — f (x0,Yo) = (Vf (x0,Yo0), (x —%0,y —Yo)) + o ([|(x —x0,y —yo)Il) -

(x,y)—(x0,Y0)

On suppose de plus que le vecteur VT (xo,Yyo) n’est pas nul. En premiére approximation, la variation f(x,y) — f (xo, yo)
est égale a (VT (x0,Y0), (x — X0,y — Yo)). D’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

(Vf(x0,Yo), (x —x0,y —yo)) < [(VF(x0,Yo), (x —x0,y — yo))| < [|VF (x0,yo) || [|(x — %0,y —yo)||

avec égalité si et seulement le vecteur (x — xo,y — yo) est colinéaire au vecteur VT (xo,yo) et de méme. Le vecteur gradient,
quand il n’est pas nul, donne donc, localement, la direction dans laquelle f croit le plus vite.

4.8 Dérivée suivant un vecteur

Soit a = (x0,Yo) un point de O. Jusqu’ici, nous avons analysé les dérivées partielles de f en (xg,yo). Pour la premiére dérivée
f(x —f(x

partielle en (xo,Yo), on a analysé lim (o) = f (x0, Yo)

X—Xo X —Xo
posant x —xp =t et en constatant que

1
. Cette limite peut encore s’écrire liH(l) n (f(a+te;)—f(a)) en
t—

f(x,90) — f (x0,Yo) = f (%0 + t,Yyo) — f (x0,yo) = f ((x0,y0) + t(1,0)) —f (x0,Yo) = f(a + te1) —f(a).
Nous nous sommes ainsi intéressé aux variations de f quand la variable (x,y) varie dans la direction de ej. On dit aussi

of
que P (x0,Yo) est la dérivée de f suivant le vecteur e;. Nous allons généraliser cette notion.
X

DEFINITION 9. Soit f une fonction définie sur un ouvert non vide O de R? & valeurs dans R. Soit a = (xo,Yo) un point
de O.

Soit u = (o, B) un vecteur non nul de R?. On dit que f est dérivable suivant le vecteur u en a = (xo,Yo) si et

1
seulement si la fonction t +— g(f(a + tu) — f(a)) a une limite réelle quand t tend vers 0. En cas d’existence, cette

limite est la dérivée de f suivant le vecteur u en (xo,Yyo) et se note Dy, f (x0,Yo). Ainsi,

Dacf (x0,Yo) = lim + (f(a+ tu) — f(a).
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Théoréme 12. Soit f une fonction de classe C! sur un ouvert non vide O de R? a valeurs dans R. Soit a = (x0,Y0)
un point de O.

Soit u = (&, B) un vecteur non nul de R?. f est dérivable suivant le vecteur u en (xo,Yo) et de plus,

of of
D f (x0,Yo) = ™ (x0,Yo) + ﬁ@ (x0,Yo) = (VT (x0,Y0) ).

DEMONSTRATION .  Puisque f est de classe C' sur O, on dispose du développement
of of
f (XO + hﬂJo + k) - f(X0>90) + ha (XO)UO) + k@ (XO)HO) + H(h) k)||£(h) k)

ou ¢ est une fonction qui tend vers 0 quand (h, k) tend vers (0,0). En particulier, pour t réel suffisamment petit,

flat t) = (o + tay o+ t8) = £ (a) ¢ (51 (ro,vo) -t 35 (xa,v0) B ) + el (s Bl 1B)

et donc, pour t réel suffisamment petit et non nul,

i (000 -+ 2 (x0,yo) B+ sn(t) (ot B (s, 1B)

= <Vf (XO)UO) )u> + Sgn(t)l‘((x) B)He(to‘)tﬁ)-

%(f(a + tu) — f(a))

Enfin, [sgn(t) ||(e, B)]le(te, tR)] = |[(o, B)||le(ter, tR)| tend vers 0 quand t tend vers 0 et donc %(f(a + tu) — f(a)) tend vers
(VT (x0,Y0),u) quand t tend vers 0.

Ceci montre que f est dérivable suivant le vecteur u et que Duf (x0,Yo) = (Vf (x0,Yo),u). a

4.9 Deérivées partielles de fonctions composées

Nous commencons par analyser un cas « simple ». On considére une fonction f de deux variables, de classe C' sur un
ouvert O de R?, & valeurs dans R.

On considére ensuite une fonction vy : t — y(t) = (x(t),y(t)) d’une seule variable, définie sur un intervalle ouvert I de R,
a valeurs dans O C R?. L’ensemble des points M(t) de coordonnées (x(t),y(t)), t € I, est en général une courbe (on dit
aussi un arc) contenue dans O. Par exemple, voici ’ensemble des points (cos3(t),sin3 (t)), t € R (la courbe obtenue est
un astroide).

-1 +

On dit que la fonction y : t+— y(t) = (x(t),y(t)), qui est une fonction de I C R dans O C R?, est de classe C' sur I si et
seulement si les deux fonctions x et y sont de classe C' sur I. Dans ce cas, la dérivée de y en t est y'(t) = (x'(t),y’(t)).
On peut démontrer que si ce vecteur n’est pas nul, il dirige la tangente au point y(t).

On va apprendre a dériver la fonction f oy qui s’interpréte comme la dérivée de la fonction f le long de 'arc y. On peut
énoncer :
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Théoréme 13. (régle de la chaine)

Soit f une fonction de classe C! sur un ouvert O de R?. Soit y : t ~— y(t) = (x(t),y(t)) une application de classe C'
sur un intervalle ouvert I & valeurs dans O.

Alors, f oy est de classe C! sur I et pour tout réel t de I,

d of of
a(f(x(t)»y(t))) = 3 (x0,Yo) x'(t) + 3 (x0,Y0)y'(t)
ou encore
(foy)'(t) = (VE(y(t),y'(t)).
DEMONSTRATION . La fonction f oy est une fonction d’une seule variable t € I C R a valeurs dans R. Soit to € I. Pour tout
réel t de I,

fly(t)) — f (v (to)) = f(x(t),y(t)) — f(x (to),y (to))
of

= 0 (o) (10)) (x(1) —x (t0)) + o

3 (x (to),y (to)) (y(t) —y (to)) 4+ o (JI(x(t) —x (to) ,y(t) —y (to))[])

puis, pour t # to,

g (V0 = £ (100) = oy (10D =58+ Gt o S

[|(x(t) = x (to) ,y(t) =y (to))l

+

e (x(t) =x (to),y(t) —y (to))

t— 1o
ou € (x(t) —x(to),y(t) —y(to)) t—t> 0 (entre autre par continuité des fonctions x et y en to).
—to
.. of x(t) —x(t of t)—y(t of , of ,
D, 38 xfto) y (1) MUZEID 4 88 g i)y 1) LU eng vers S o) (1)) (1) + S (x (10w 10 (k)

quand t tend vers to.

Ensuite, si t > to, on peut écrire
t—to t—to t—to

() = x (t0) ,ylt) —y (1)) _ \/<x(t>—x(to))z+ (2 -yi

2
) . Cette expression tend

vers \/( (to))? + (y’ (to))* = Ilv’ (to)]] quand t tend vers to par valeurs supérieures et donc
Y

ll (x(t) = x (to) ,y(t) —y (to))l
t—+to

e (x(t) —x(to),y(t) —y (to)) tend vers ||y’ (to || x0 = 0 quand t tend vers to par valeurs supérieures. Le

[l (x(t) —x (to) , y(t) NI,
t—1o

méme travail peut étre effectué pour t < to avec un signe —. Finalement, —x(to),y(t) —y (to))

tend vers 0 quand t tend vers to. Ceci montre que f oy est dérivable en to et que

(For)’ (to) = 25 (x (1) ,y (to)) %' (t0) + 25 (x (t0) ,y (to)) y’ (to) = (VF (to) ¥’ (to)) .

ox dy
L. of , of , . L . of
Enfin, application t +— I (x(t),y () x"(t)+ @ (x(t),y (to))y’ (t) est continue sur I par continuité de x et y sur I puis de P et
g sur O. Donc, f oy estime de classe C' sur L
a

Revenons sur les lignes de niveaux de la fonction f. Avec les notations du théoréme précédent, supposons que pour tout
réel t de I, f(x(t),y(t)) =k ou k est un réel donné. L’ensemble des points M(t) est alors contenu dans la ligne de niveau

{(x,y) e Rz/fx, =k}.

La fonction f oy est constante sur I et donc sa dérivée est nulle sur I. Le théoréme précédent montre que pour tout réel
tde I, (VFf(y(t)),y'(t)) = (foy)'(t) =0. Le vecteur gradient de f au point y(t) est donc orthogonal au vecteur y’(t). Si
on admet que le vecteur y’(t) dirige la tangente a l’arc y au point y(t) quand le vecteur y’(t) n’est pas nul, on vient de
montrer qu’en tout point de I’arc ou presque, le vecteur gradient de f en y(t) est orthogonal & la tangente & I’arc en y(t).
Dans cette situation, on dit que le vecteur gradient de f en y(t) est orthogonal a la ligne de niveau de f passant par y(t).

On a « montré » que le vecteur gradient de f en un point d’une ligne de niveau de f est orthogonal a cette ligne de niveau.

Considérons par exemple la fonction f : (x,y) +— x? +y2. Soit k > 0 puis Ly = {(x,y) € R?/ f(x,y) = k} (Lyx est une
ligne de niveau de f). £y est le cercle de centre (0,0) et de rayon vk. Soit Mo = (x0,Yo) un point de Ly. Le vecteur
gradient de f en (xg,yo) est
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Vit (x0,Y0) = 2 (x0,Y0) -

Ce vecteur est colinéaire au rayon OM, et est donc orthogonal a la tangente au cercle en Mgy ou encore, ce vecteur gradient
est orthogonal au cercle en My.

Maintenant, on généralise un peu la régle de la chaine :

Théoréme 14. (régle de la chaine)

Soit f une fonction de classe C' sur un ouvert non vide O de R? a valeurs dans R. Soient ¢ : (u,v) — @(u,v) et
P @ (u,v) — Pp(u,v) deux applications de classe C! sur un ouvert non vide Q de R? a valeurs dans R telles que pour
tout (u,v) de Q, (@(u,v),b(u,v)) € O.

Alors, Iapplication g : (u,v) — f(@(u,Vv),p(u,v)) est de classe C' sur Q et pour tout (u,v) de Q,

0 of o of o
%(u) ) = a ((p(u,v),ll)(u,v)) X E(u)‘)) + @ ((p(u,v),ll)(u,v)) X E(ua\))
et
0 of 0 of 0
99 (1) = 2% (@14, v), i1, v)) % 22 (1) + o8 (@(a4,v), Bl v)) X b, v).
ov 0x ov ay ov
DEMONSTRATION . Pour calculer 2—3 (uo,vo), on dérive la fonction d’une seule variable w — f (@ (u,vo), ¥ (u,vo)) puis on

évalue en up. On applique le théoréme 13 aux fonctions x : uw+— @ (u,vo) et y : u— P (u,vo). On obtient

9 (o0, vo) = » (x (1) ,y (u0)) X" (uo) + o (x (w0),y (1)) y” (uo)

ou ox dy
of 0 of 0
™ (@ (1o, vo), W (uo,vo)) x % (o, vo) + 3y (@ (1o, vo), P (wo,vo)) x % (uo,vo)

et de méme pour la deuxiéme dérivée partielle.

a

A titre d’exemple de mise en ceuvre de la formule, nous allons analyser le passage en polaires. On considére une fonction
f : (x,y) = f(x,y) de classe C' sur R%. On pose x = rcos(0) = @(r,0) et y = rsin(0) = P(r,0) et on considére la
fonction g définie sur R? par : pour tout (r,0) € R?,

g(T) 9) = f(T‘COS(e),T‘Sin(e)) = f((p('f‘, 9),11)(1”, 9))
Les formules du théoréme 14 s’écrivent formellement

a—g(‘r,ﬂ) = g(rcos(e),rsin(e)) X Ox
or or

(r,0) + E(rcos(@),‘rsin(e)) X a—y(‘r,G)
0x or

dy
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et

dg _of . 0x of . dy
%(r,e) = ax(rcos(ﬁ),rsm(e)) X ae(r,G) + oy (rcos(0),rsin(0)) x ae(r,e)
Ensuite 0x = cos(0) Y _si (0) 0x = —7rsin(0) et %y =r1cos(0). On obtient donc
nsuite, = = ) 3y = sin(®), 35 = —rsin 39 — " cos(0). On obtient don
dg of . of
3 —cos(e)a +sm(6)@
et
0g ) of of
30 = —rsm(e)a + rcos(G)a.

5 Extremums des fonctions numériques

5.1 Deéfinitions

DEFINITION 10. Soit f une fonction définie sur un ouvert non vide O de R?. Soit (x0,yo) un point de O.

f admet un maximum global en (xp,Yo) si et seulement si pour tout (x,y) € O, f(x,y) < f(xo0,Yo)-

f admet un maximum global strict en (xo,Yo) si et seulement si pour tout (x,y) € O\{(xo0,Yo)}, f(x,y) < f (x0,Yo)-
f admet un maximum local en (xg,yo) si et seulement si il existe 1 > 0 tel que B, ((x0,Y0),r) C O et pour tout
(X,U) € B, ((XO)HO) ,T‘), f(X»U) < f(XO)yO)'

f admet un maximum local strict en (xo,Yyo) si et seulement si il existe r > 0 tel que B, ((x0,Yo), 1) C O et pour
tout (x,y) € Bo ((x0,Y0),7) \ {(x0,Yo)}, f(x,y) < f(x0,Yo)-

f admet un minimum global en (xo,yo) si et seulement si pour tout (x,y) € O, f(x,y) > f (xo,Yo).

f admet un minimum global strict en (xo,Yo) si et seulement si pour tout (x,y) € O\{(x0,yo0)}, f(x,y) > f (x0,Yo)-
f admet un minimum local en (xp,yo) si et seulement si il existe v > 0 tel que B, ((x0,Yo),T) C O et pour tout
(X»U) € B, ((XO)HO) ,T), f(X)y) P f(XO)yO)-

f admet un minimum local strict en (xp,yo) si et seulement si il existe r > 0 tel que B, ((x0,Y0),7) C O et pour

tout (x,y) € Bo ((x0,Y0),7) \ {(x0,Yo0)}, f(x,y) > f(x0,Y0)-

f admet un extremum global en (xo,Yyo) si et seulement si f admet un maximum global ou un minimum global en
(x0,Yo)-

f admet un minimum global strict en (xo,Yo) si et seulement si f admet un maximum global strict ou un minimum
global strict en (xo,Yo).

f admet un minimum local en (xo, yo) si et seulement si f admet un maximum local ou un minimum local en (xo, Yyo)-
f admet un minimum local strict en (xp,yo) si et seulement si f admet un maximum local strict ou un minimum
local strict en (xo,Yo)-

Par exemple, la fonction (x,y) — x? +y? admet un minimum global en (0,0) et ce minimum est f(0,0) = 0 ou encore,
pour tout (x,y) € R?, f(x,y) = 0 = f(0,0).

5.2 Applications des dérivées partielles a la recherche d’extremums

De méme que la dérivée d’une fonction d’une seule variable réelle & valeurs dans R, est un outil pour déterminer les
extremums locaux d’une telle fonction, les dérivées partielles d’une fonction de deux variables réelles a valeurs dans R sont
un outil pour déterminer les extremums locaux d’une telle fonction :

DEFINITION 11. Soit f une fonction de classe C' sur un ouvert non vide O de R? & valeurs dans R. Soit (x¢,Yo) un
point de O.

of of
(x0,Yo) est un point critique de f si et seulement si P (x0,Yo) = P (x0,Yyo) = 0. Il revient au méme de dire que
x Y

Vi (x0,Y0) = 0.

On dispose du résultat suivant :

Théoréme 15. Soit f une fonction de classe C' sur un ouvert non vide O de R? a valeurs dans R. Soit (xo,Yo) un
point de O.

Si f admet en (xo,Yo) un extremum local, alors (xo,Yyo) est un point critique de f.
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DEMONSTRATION .  Supposons par exemple que f admet un maximum local en (xo,Yo).

D’aprés le théoréme 2, il existe r > 0 tel que la premiére application partielle en (xo,Yo) & savoir g : x — f(x,yo) est définie et de

classe C! sur]— r,r[. f admet un maximum local en (xo,Yo) et en particulier, g admet un maximum local en xo. On sait alors que
/ of R of

g’ (x0) =0 ou encore — (x0,Yo) = 0. De méme, @ (x0,Yo) = 0.

ox
a

= Commentaire. De méme que la réciproque de l'implication du théoréme a une variable est fausse (f' (xo) =0 % f admet un
extremum local en xo ), la réciproque de limplication du théoréme 13 est malheureusement fausse. L’exercice qui suit fournira un
contre exemple.

Exercice 3. Déterminer les extremums locaux de la fonction f : (x,y) — —2(x —y)? +x* +y*.

Solution 3. La fonction f est de classe C' sur R?, qui est un ouvert de R?, en tant que polynéme a deux variables et
valeurs dans R. Donc, si f admet un extremum local en un point (xo,yo) de R?, le point (xo,Yo) est un point critique de
la fonction f.

Pour (x,y) € R?,

B —4(x —y) +4x° = X3 =x—y Yy =—x3
vy =0 e { NI e BTy o e e o
Yy =—x x(x—v2) (x+v2) =0
<:>{X3_2x3:0 ®{y(:_x )( )

o{320 = {320 {320

Ainsi, la fonction f admet trois points critiques, les points (0, 0), (\/Z —\/Z) et (—\/Z \/Z)

Etude en (0,0). Pour tout réel x non nul, f(x,x) — f(0,0) = 2x* > 0. Donc, toute boule ouverte de centre (0,0) contient

des couples (x,y) tels que f(x,y) > (0,0) (la boule B, ((0,0),7), r > 0, contient par exemple le couple (%, %) qui est un

tel couple). Ensuite, Pour tout réel x de ]0, \/Z[, f(x,0) = —2x% +x* = —x? (2 — xz) < 0 et donc toute boule ouverte de

centre (0,0) contient des couples (x,y) tels que f(x,y) < f(0,0). On en déduit que la fonction f n’admet pas d’extremum
local en (0,0).

Etude en (ﬁ, —\/Z) f (\/Z,—\/Z) =2 (2\/2)2 +2 (\/2)4 = —8 puis, pour tout (x,y) € R?,

Fxy) = F (V4 —VZ) =x +yf = 20x—y)? + 8 =x" =2 +yt = 297 + 4wy + 8
>xt -2yt -2y —Z(X2 —|—y2) + 8 (car (x —y)> = 0= 2xy > — (xz +y2))
= () + (U =yt 4 = (22 + (2 —2) >0
Dongc, f admet en (\/Z —\/Z) un minimum global (et méme global strict) égal a —8.

Etude en (—ﬁ, \/Z) Puisque f (—ﬁ, \/Z) = -8, pour tout (x,y) € R?, f(x,y) > f (—\/Z, \/Z) Donc, f admet un
minimum global en (—\/Z, \/Z)
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