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1 Variables aléatoires sur un univers fini

1.1 Définition d’une variable aléatoire

DEFINITION 1. Soient QO un univers fini.

Une variable aléatoire X sur Q est une application de O dans un certain ensemble non vide E.
Si E est une partie de R, la variable aléatoire est dite réelle.

= Commentaire.

o On notera qu’une « variable aléatoire » n’est ni une variable (puisque c’est une application), ni aléatoire (aucune probabilité
n’apparait dans la définition d’une variable aléatoire).

o Le programme officiel prévoit qu’une variable aléatoire peut étre a valeurs dans un ensemble quelconque. Mais, dans la pratique
de maths sup et de maths spé, une variable aléatoire X sera quasi systématiquement & valeurs dans R, ce qui permettra par exemple
d’en calculer ’espérance et la variance.

Exemples.
e On lance deux dés a six faces successivement. Un univers associé a cette expérience est Q = [1,6]?. L’application

X: [Le? — [2,12]
w=xy) — Xw)=x+y

est une variable aléatoire réelle sur Q : c’est 'application qui, & chaque lancer des deux dés, associe la somme des points
obtenus.

e On choisit un éléve d’une classe. Un univers associé a cette expérience est I’ensemble Q des éléves de la classe. L’appli-
cation qui & chaque éléve associe son sexe, M ou F, est une variable aléatoire définie sur Q & valeurs dans {M, F}. Ce n’est
pas une variable aléatoire réelle.

e Soient Q) un univers fini puis A un événement donné (c’est-a-dire un élément de P(Q)). La variable aléatoire indica-
trice 15 de I'événement A est 'application de Q dans {0, 1} définie par :

TsiweA

Yw € Q, 1A(w):{ Osiw ¢ A

Onaalors A={we Q/Ta(w)=1=1"({1) et A={w e Q/Ta(w)=0}=1,"({0}.
Q

On doit maintenant définir certaines notations et se les approprier. Soient (O un univers fini puis X une variable aléatoire
sur Q a valeurs dans un ensemble E. Soit A une partie de E (A n’est donc pas un événement mais est une partie de
I'ensemble d’arrivée de X). On sait que la notation X~'(A) désigne l'image réciproque de la partie A par I’application X
ou encore ’ensemble des antécédents des éléments de A par X :
XTA)={w e Q/X(w) € A}
X~ T(A) est une partie de Q ou encore un élément de P(Q). X~ 1(A) est donc un événement. Il se note {X € A} ou aussi
(X eA).
X TA)=XeAl={we Q/ X(w) € AL

On suppose de plus que X est & valeurs dans R. Si A est un singleton {x} oil x est un réel, ’événement X' (A) se note
{X =x} ou aussi (X =x).

Si A est I'un des ensembles | — 0o, %] ou ] — 0o, x[ ou [x, +oo[ ou ]x, +o0[, 'événement X' (A) se note {X < x} ou {X < x}
ou{X >=x}ou{X>x}:

Vx e R, X 1] —o00,x]) ={X <x}={w e Q/ X(w) < x}.

Ainsi,

X7

X7 —=o0,x]) ={X <x} ={w e Q/ X(w) <x}.
Vx € R, X 1] —o0,x[) ={X < x} ={w € Q/ X(w) < x}.

X

X7
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Reprenons 1'exemple d'un lancer de deux dés, avec Q = [1,6]?, puis prenons pour X la variable aléatoire qui a chaque
lancer (modélisé par un couple (x,y) € [1,6]?) associe la somme x + Yy des points obtenus. Alors

X=2={0, 10}, X=4}={(1,3),(2,2), 3, N}, (X <3} ={(1,1),(1,2), (2, 1)}, (X > 2} = [1,6] et {X > 12} = 2.

1.2 Loi de probabilité d’une variable aléatoire

On munit maintenant 'univers QO d’une probabilité P : soit (Q,P) un espace probabilisé fini. On considére une variable
aléatoire X sur Q & valeurs dans un certain ensemble E.

DEFINITION 2. La loi de probabilité Px de la variable aléatoire X est ’application

Px : P(X(Q)) — [0, 1]
A = P{XeA})’

A  — PHXeA}))

On peut aussi définir la loi de probabilité de X comme étant ’application , étant entendu
que si A est une partie de E non dans X(Q), alors P{X € A}) = 0.
Ainsi,

VA € P(X(Q)), Px(A) =P({X €A} =P (X '(A)) =P {w € Q/ X(w) € A}).

Théoréme 1. Soit (Q,P) un espace probabilisé fini. Soit X une variable aléatoire sur Q a valeurs dans un certain
ensemble E.

YA € P(X(Q)), Px(A) = Y P({X =1x}),
XEA

(avec la convention usuelle qu'une somme vide est nulle dans le cas ou A est vide).

DEMONSTRATION . Si A est vide, Px(A) =P (X (@) =P(2) =0= ) P({X =x}).
XEA
Si A n’est pas vide, les événements {X = x}, x € A, constituent une partition de ’événement {X € A} et donc,

Px(A) =P({X € A}) =P (U{x = x}) =) PX=x).

XEA XEA

a

Ainsi, les probabilités Px(A) = P({X € A}) o A est une partie de X(Q), sont entiérement déterminés par les nombres
P{X = x}) ou x € X(Q). Pour cette raison, dans la pratique, quand on demande la loi de probabilité d’une variable
aléatoire X, on se contente de calculer les P({X = x}) ot x € X(Q).

Exemples.

e Si on reprend un lancer de deux dés avec Q = [1,6]2, que I’'on munit Q de la probabilité uniforme (cas de dés non
truqués) et que X désigne la somme des points obtenus (de sorte que X(Q) = [2,12]), la loi de probabilité de X est donnée
par :

X 2134 |51 6 | 7| 8| 9 10|11 1|12
112|314 |5 |6 |5 1|4 | 3| 2|1
POX=xD | 36 136 | 36 | 36 | 36 | 3¢ | 36 | 36 | 3¢ | 36 | 36

e Soit (Q,P) un espace probabilisé fini. Soit A un élément de P(Q) c’est-a-dire un événement. Considérons X = 14 la
variable indicatrice de I’événement A. Alors,

P(A) =P, (1N =P((1a=1)) et P(A) =P, ({0}) =P({la =0).

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 3 http ://www.maths-france.fr



1.3 Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle

DEFINITION 3. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini (Q, P).

La fonction de répartition associée a la variable X est la fonction F définie sur R par :

Vx € R, F(x) = P(X < x).

Exemple. On reprend l'exemple du lancer successif de deux dés équilibrés, X désignant la somme des points obtenus. La
fonction de répartition F associée & cette variable est définie pour tout réel x par :

-six <2, F(x) =P(X<x)=0.
1

—siZ<x<3,F(x):P(ng):P(Xzz):%_

_5?3<x<4,F(x)_P(ng)_P(X_2)+P(x_3)_;_6 %_%_];_2_ 6 |
_514<x<5,F(x):P(ng):P(X:2)+P(X:3)+P(X:4):%4_%:%:34. o
—516<x<7,F(x)7%+%:%_6:?,

—Sl7<X<8,F(X)—% %Z%_G:g'

T3 736 36 1
30

| U100

073 % n
E'F "
- si < = — _— = —

si 11 <x <12, F(x) 36+36 3
Ssix =12, F(X) = 1.

Exercice 1. La loi de probabilité d’une variable aléatoire X est donnée par le tableau suivant :

Xi 4 | =2 | 1 2 3
P(X=xi) | 0,10 | 0,35 | 0.15 | 0,25 | 0,15

1) Tracer I'histogramme de X ainsi que le graphe de la fonction de répartition de X. (L histogramme de X représente
les probabilités des x; en fonction des x; dans un repére du plan. Pour plus de lisibilité, on dessine des traits verticaux
de I’axe des abscisses & chacun des 5 points).

2) Calculer P(X < 0), P(—3.5 < X < —2), P(—3.5 < X < —2).

Solution 1. 1) Histogramme :
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Fonction de répartition :

Pour la fonction de répartition F, on a pour x € R,
-six < —4, F(X) =0,
-si 4 <x<—-2,FX) =P(X=—4)=0,1,
-8l —2<x<1, F(x =PX=—4)+P(X=-2)=0,1+0,35=0,45,
-sil<x<2, F(x)=PX=—4)+PX=-2)+PX=1)=0,14+0,35+0,15=0,6,
-8i2<x<3, Fx)=PX=—4)+PX==-2)+PX=1)+P(X=2)=0,1+0,35+0,15+ 0,25 = 0, 85,
-six <3, F(x) = P(X:—4)+P(X:—2)—|—P(X:1)+P(X:2)—|—P(X:3):1.
—4

2) P(X<0)=P(X=—-4)+P(X=-2)=0,45ou aussi P(X < 0) =P(X < -2) =F(-2) =0,4

P(—3,5<X<-2) = (X:—Z)—O,350uaussiP(—3,5<X<—2)_P(X< -2)—P(X K 35):F(—2)—F(—3,5):
0,45—-0,1=0,35.

P(—3,5< X <-2)=0.

1.4 Image d’une variable aléatoire par une application

Soient X une variable aléatoire sur un univers fini QO a valeurs dans un ensemble E puis f une application de E vers un
certain ensemble F. On peut alors définir Y = f o X. Y est une application de Q vers F ou encore Y est une variable
aléatoire sur () a valeurs dans F. Elle se note abusivement

Y = f(X).

Ainsi, si X est une variable aléatoire & valeurs réelles, on peut par exemple définir les variables aléatoires réelles X2, —X,
2X + 3, |X| ou eX.

Exemple. On lance une piéce de monnaie. On associe a cette expérience I'univers Q = {P, F}. On considére la variable
aléatoire définie sur Q a valeurs dans {—1, 1} définie par X(P) =1 et X(F) = —1.

Les variables aléatoires X? et |X| sont les variables aléatoires définies par : X2(P) = [X|(P)| = 1 et X2(F) = [X|(F) =
X2 et |X| sont des variables aléatoires constantes : X2 = [X| = 1 ou 1 est la variable aléatoire constante sur Q : w — 1.
L’événement {X2 = 1} est

{X* =1} =X=NuX=-1={PIU{R={PF=0Q

ou directement
(X2=1} =) (1) ={weQ/X(w) =T} ={P,F=0

Il y a bien str un lien entre les lois de probabilités de X et Y = f(X) :

Théoréme 2. Soit (Q,P) un espace probabilisé fini. Soit X une variable aléatoire sur Q a valeurs dans un certain
ensemble non vide E. Soient f une application de E vers F puis Y = f(X). Alors,

vy € (FX)(Q), PEX) =y)= > PX=x)= Y  Px({x).

xef—T({y}) xef—1({y})
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DEMONSTRATION .  Soit y € (f(X))(Q). Soit A = f ' (y) = {x € E/ f(x) = y}. Les événements X' (x) = {w € Q/ X(w) = x} o

x € A =f""({y}), sont deux a deux disjoints, de réunion I’événement {w € Q/ f(X(w)) =y}. Donc,
P(f(X)—y)—P( U {X—x}) = ) PX=x).
xef—1(y) xef~1({y})

a

Ainsi, par exemple, si X est une variable aléatoire réelle, P (X2 = 1) =P(X=—1)4+P(X =1). Ici, f est la fonction t — t2,
y=1et 1 ({y)) = {-1,1}

Exercice 2. On reprend la variable X de I'exercice n° 1, page 4. Déterminer les lois de probabilité des variables : [X],
X2 + X — 2, min(X, 1), max (X, —X?).

Solution 2. On pose Y = [X|, Z=X? +X -2, T =min(X, 1), U = max (X, —Xz).
e Y(Q) ={1,2,3,4}.

-Y=1&X=1.Donc, P(Y=1)=P(X=1)=0,15.

-Y=2& (X=20uX=-2). Donc, P(Y=2)=P(X=-2)+P(X=2)=0,35+0,25=0,6.
-Y=3& X=3.Donc, P(Y=3)=P(X=3)=0,15.

-Y=4&5X=—4.Donc, P(Y=4) =P(X=—-4)=0,1.

La loi de probabilité de la variable Y est donnée par :

P(Y=yi) | 0,15 |0,6 | 0,15 | 0,1

o Z(Q) =1{0,4,10).

SZ=0&(X=-20uX=1). Donc, P(Z=0) = P(X = —2) + P(X =1) = 0,35 + 0,15 = 0, 5.
~Z =45 X=2 Donc, P(Z=4) = P(X =2) =0,25.
-Z=10& (X=—40ouX=3). Donc, P(Z=10)=P(X=—-4)+P(X=3)=0,1+0,15=0,25.

La loi de probabilité de la variable Z est donnée par :

P(Z=2z)]05]|0,25|0.25

e T(Q) ={-4,-2,1}.

-T=—-45X=—-4.Donc, P(T=—-4)=P(X=—-4)=0,1.
-T=-2& X=-2.Donc, P(T=-2) =P(X=-2)=0,35.
-T=1&X=1louX=20uX=3).Donc, P(T=10) =P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=0,154+0,25+0,15 = 0,55.

La loi de probabilité de la variable T est donnée par :

P(T=t;) | 0,1 0,35 | 0.55

e Il est clair que U = X.

2 Couples de variables aléatoires. n-uplets de variables aléatoires

2.1 Couples de variables aléatoires
2.1.1 Définition d’un couple de variables aléatoires

Soit Q un univers fini. Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans des ensembles E et F respectivement. Le
couple de variables aléatoires (X,Y) est 'application :
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Q - ExF
w = (X(w),Y(w))

Un couple de variables aléatoires sur Q est donc une variable aléatoire sur Q. Si les ensembles d’arrivées de X et Y sont
E et F respectivement, alors le couple (X,Y) est une variable aléatoire dont ’ensemble d’arrivée est E x F.

Exemple. On lance successivement deux dés a six faces. On associe & cette expérience 'univers Q = [1,6]2. On note X
la somme des points obtenus et Y la différence entre le nombre obtenu sur le premier dé et le nombre obtenu sur le second
dé. Par suite, on peut prendre E = [2,12] et F = [-5,5] (ou aussi E = F =R).

Le couple (X, Y) est alors une application de Q = [[1,6]* vers E x F = [2,12] x [-5,5] et si par exemple w = (3,4), alors

2.1.2 Loi d’un couple de variables aléatoires

DEFINITION 4. Soit (Q,P) un espace probabilisé fini. Soient X et Y deux variables aléatoires sur Q & valeurs dans des
ensembles E et F respectivement. La loi conjointe des variables X et Y est la loi de probabilité du couple (X,Y).

Dongc, par définition, la loi de probabilité du couple (X, Y) est 'application de P(E) x P(F) dans [0, 1] suivante :
Pix,y) 1 PE)xP(F) — [0,1]
(A,B) — PH{(X,Y) e Ax B}’

On note que 'événement {(X,Y) € A x B} est encore I’événement {X € A} N{Y € B}. Ensuite, si A et B sont des parties
non vides de E et F respectivement, alors ({X = x} N{Y = y})(x,y)eAxB est une partition de I’événement {(X,Y) € A x B} =
{X e A}n{Y € B}. Donc,

Pixv)(AB) =P{(X,Y) € AxBYP(X € A}n{Ye B = )  P{X=x}n{Y=y}.
(x,y)EAXB

Dans la pratique, quand on demande la loi de probabilité du couple (X,Y), on se contente de donner les probabilités

P{X=x}n{Y =y} ou (x,y) € (X, Y)(Q).

La famille d’événements ({X = x} N{Y = y})(x,y)e(x,v)(q) est un systéme complet d’événements et donc

P((X =X} N {Y =y} = 1.
Y)(Q)
) n’est pas X(Q) xY(Q). (X,Y)(Q) n’est pas 'ensemble des couples de la
) est Pensemble des couples de la forme (X(w),Y(w’)) ot (w,w’) € Q2.

(x,y)e(X,

—

Au passage, on fera attention au fait que (X,Y

(Q
forme (X(w), Y(w)) ot w € Q alors que (X,Y)(Q

—

Exemple. On lance simultanément deux dés a six faces bien équilibrés. On note X le plus petit des nombres obtenus et
Y le plus grand des nombres obtenus. On peut prendre Q = [1,6]? muni de la probabilité uniforme. On a (X,Y)(Q) =
{(x,y) € [1,6]%/ x < y} puis card((X, Y)(Q)) = 21 (alors que X(Q) x Y(Q) = [1,6]? et que card(X(Q) x Y(Q)) = 36).

Si (x,y) est un élément de (X, Y)(Q) tel que x =y, alors ’événement {(X,Y) = (x,y)} est ’événement {(x, x)}. Sa probabilité
1
est T Si (x,y) est un élément de (X, Y)(Q) tel que x < y, alors 'événement {(X,Y) = (x,y)} est 'événement {(x,y), (y,x)}.

2 1
Sa probabilité est %= 18 La loi de probabilité du couple (X,Y) est donc :

—six=y
V(x,y) € (X,Y)(Q), PHX,Y) = (x,y)}) =

ﬁSlX<y

2.1.3 Lois marginales

Commengons par un exemple. On se donne deux variables aléatoires X et Y, toutes deux a valeurs dans {0, T}. On suppose
que la loi du couple (X,Y) est fournie par le tableau suivant :

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 7 http ://www.maths-france.fr



Yl o | 1
X
1T | 1
S N
1T | 1
L T

1 T 1 1 1
Ainsi par exemple, PU(X =0}N{Y =1}) = T On note que 13 + 3 + 7 + 1= 1.
Le tableau ci-dessus permet de reconstituer les lois de X et Y. Par exemple,

1 1 5
PX=0)=P(X=0)N(Y=0))+P((X=0)Nn(Y=1)) :€+Z:]_2_
La loi de X s’obtient en calculant la somme des probabilités de chaque ligne et la loi de Y s’obtient en calculant la somme
des probabilités de chaque colonne. Ces totaux partiels sont alors reportés en marge de ce tableau :

Y
XO]X
T | 1 5
S - A S B 5
L L
3 | 4 | 12
1T | 1

Pour cette raison, les lois de X et de Y sont appelées les lois marginales du couple (X,Y). Plus généralement,

DEFINITION 5. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires sur un espace probabilisé fini. La premiére loi marginale
du couple (X,Y) est la loi de X et la deuxiéme loi marginale du couple (X,Y) est la loi de Y.

Puisque les familles ({X = X})XEX Q) et {Y =yY}yev(a) sont des systémes complets d’événements, on a immédiatement, :

Théoréme 3. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires sur un espace probabilisé fini (Q, P). Alors,

Vx € X(Q), P Z PIXY)=(xy))= Y P{X=x}n{Y=y})
yey(Q yey(Q)
et
Yy € Y(Q), P Z PIXY)=(xy))= )Y PUX=x}n{Y=y}.
xEX(Q xEX(Q)

Ainsi, la connaissance de la loi conjointe du couple (X, Y) permet de déterminer les lois marginales de ce couple, ¢’est-a-dire
les lois de X et de Y.

Exemple. Reprenons I'exemple du lancer de deux dés ot on appelle X le plus petit des numéros obtenus et Y le plus
grand. On a vu qu’on peut prendre Q = [1,6]? muni de la probabilité uniforme puis (X, Y)(Q) = {(X,y) €0?/x< y}.

Déterminons les lois marginales du couple (X,Y). On a X(Q) = [1,6]. Soit 1 € [1,6]. Si i < 6,

6 6 . .
. . 1 1 1 6—1 13—2
—Zj_i"“x—l}“”—l”—£+j_Zmﬁ—%+ 8 - 3%

ce qui reste vrai si i = 6. De méme, sij > 1,

) 1 1 1 2i—1
P(Y=§)=) PX=1n{Y=j)= Z—8 = ot e

i=1 i=1

ce qui reste clairement vrai si j = 1. Donnons les lois de probabilité de X et Y dans un tableau :
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k 1121314516
nmlolz 1,051 3]1

36 | 36 |36 |36 |36 36
113579 mn
36 |36 |36 |36 |36 36

P(X = k)

P(Y = k)

Exercice 3. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles prenant leurs valeurs dans {0, 1,2}. On suppose que la loi
conjointe est donnée par le tableau suivant :

X| 0 1 2

Y

0 P | p/2|p/4
1 2p | p | p/2
2 dp | 2p | p

1) Pour quelle valeur de p ce tableau représente-t-il effectivement la loi d’un couple ?

2) Déterminer les lois marginales.

Solution 3.

1) Le tableau représente effectivement une loi de couple si et seulement si les nombres écrits dans ce tableau sont positifs,
de somme égale a 1. Or,

P, P P p_ 4%
L) Lidap42 =12p+L =2F
Pttt AP S HAP P =12p 4 =5,

4
et donc, le tableau représente effectivement une loi de couple si et seulement si p = 10" Dorénavant, p = 10"
2) La premiére loi marginale du couple (X,Y) est la loi de X :

4
oP(X:O):p+2p+4p:7p:?.

P 1 2
e P(X=1) ]z—l—p—i- P 12F‘(X 0) >
PX=2)==-P(X=1)==.
e P(X=2) = JP(X=1)=-
La deuxiéme loi marginale du couple (X,Y) est la loi de Y :

eP(Y=0)=p+L4
e P(Y =1)=2P(Y =0

eP(Y=2)=2P(Y=1)=

2.1.4 Lois conditionnelles

DEFINITION 6. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires sur un espace probabilisé fini.
Pour y € Y(Q), tel que P(Y =y) #0, la loi conditionnelle de la variable X sachant 1’événement {Y = y} est la
loi de la variable X dans I’espace probabilisé (O., Pirv—y }). Donner cette loi conditionnelle, c¢’est fournir les probabilités

P{y:y}(X = X), X € X(_O.)

Les formules usuelles sur les probabilités conditionnelles s’appliquent ici : définition, formule des probabiltés composées,
formule de BAYES ... Par exemple, si (x,y) € (X,Y)(Q) est tel que P(Y =y) # 0, alors

_ o _PIX=xn{Y=y)) _ P(X,Y) ={xy)
e e I =

et aussi

PIXY) ={x,yh) = PUX =x}N{Y =y}) = P(Y =y) X Pry—)(X =x).
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2.2 mn-uplets de variables aléatoires

Ce qui précede se généralise aisément a n variables aléatoires Xj, ..., X;; sur un méme espace probabilisé :

DEFINITION 7. Soient n > 2 puis Xy, ..., X;; des variables aléatoires sur un univers fini Q a valeurs dans des ensembles
E1, ..., En respectivement. Le n-uplet (Xi,...,Xy) est 'application

Q — Ei x...xEn
w = (X(w)..., Xn(w))

C’est une application de Q dans E; X ... X Eq.

Si de plus, Xy, ..., Xy, des variables aléatoires sur un espace probabilisé fini (Q, P). La loi du n-uplet (Xj,...,Xn) est
la loi conjointe des variables Xi, ..., X;.
Les lois marginales du n-uplet (Xi,...,Xy) sont les lois des variables Xi, ..., Xp.

Pour (x1,...,%n) € (X7,..., X)) (Q) C X5(Q) x ... x X (Q), on a

P((X1y.e.esXn) = X1y.aeyxn)) =P{Xg =x110...0{Xn =xn}) .
La probabilité P ((X7,...,Xn) = (x1,...,Xn)) peut se noter plus simplement P (X7 =x1,..., X, = Xn).
A partir de la formule des probabilités totales, les lois marginales s’obtiennent ainsi :
YV (X1y.neyxn) € (X1,...,Xn) (Q), Vi € [1,n],

P(Xi=xi) = Z P(X1 =%X1,...,Xn = Xn).
(X1 5y Xi 15X 150X JET T 4 X5 (Q)

3 Variables aléatoires indépendantes

3.1 Couples de variables aléatoires indépendantes

DEFINITION 8. Soient X et Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé fini (Q, P) & valeurs dans des ensembles
E et F respectivement.

Les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si

V(A,B) € P(E) x P(F), P{(X € A}n{Y € B}) =P(X € A) x P(Y € B),
ce qui équivaut a dire que pour tout (A,B) € P(E) x P(F), les événements {X € A} et {Y = B} sont indépendants.

Dans ce cas, on dit aussi que le couple (X,Y) est un couple de variables aléatoires indépendantes.

Notation. Quand X et Y sont indépendantes, on écrit X 1L Y.

Si Pon utilise cette définition pour prouver que deux variables aléatoires sont indépendantes, la liste des vérifications a

effectuer est trés longue. Le théoréme suivant diminue largement cette liste de vérifications :

Théoréme 4. Soient X et Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé fini (Q, P).

Les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si

V(x,y) € X(Q) x Y(Q), PUX =x}n{Y =y}) =P(X=x) x P(Y =y).

DEMONSTRATION .  Supposons les variables X et Y indépendantes. Soit (x,y) € X(Q) x Y(Q). En appliquant la définition aux

parties A ={x} et B ={y}, on obtient P{(X =x}N{Y =y}) =P(X=x) x P(Y=y) (%).

Réciproquement, supposons (x) pour tout (x,y). Soient A et B deux parties de E et F respectivement. Si l'un des événements {X € A}

ou {Y € B} est vide, alors {X € A}N{Y € B} est vide et on a donc P{(X € A}N{Y € B}) =0=P(X € A) x P(Y € B).
On suppose maintenant que les deux événements {X € A} et {Y € B} sont non vides. D’aprés la formule des probabilités totales,

PXe Aln{yeBY = >  P(X,Y)=(xy)

(x,y)EAXB
= > P(X_X)XP(Y—y)—<ZP(X_x)>><<ZP(Y_y)>
(x,y)EAXB XEA yeB

=P(Xe A) xP(Y € B).
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Les variables X et Y sont donc indépendantes.

Théoréme 5. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur un espace probabilisé fini (Q,P) & valeurs
dans des ensembles E et F respectivement. Soient f et g des applications de E vers un ensemble E’ et F vers un ensemble
F’ respectivement.

Alors, les variables f(X) et g(Y) sont indépendantes.

DEMONSTRATION .  Soit (A’,B’) € P(E’) x P(F). Soient A = f '(A’) et B =g ' (B’) (images réciproques des parties A’ et B’
par f et g respectivement). Puisque f(X) € A’ & X € f7'(A’), on a {f(X) € A’} = {X € A} et de méme {f(Y) € B’} = {Y € B} et
{f(X) e A'tn{g(Y) € B’} ={X € A}n{Y € B} puis

P{f(X) e A'}n{g(Y) € B') =P{X € A}n{Y€B}) =P(X € A) x P(Y € B) =P(f(X) € A') x P(g(Y) € B).

Les variables f(x) et g(Y) sont donc indépendantes.
a

Ainsi, si X et Y sont indépendantes, X? et |Y| sont indépendantes, XP et Y9 sont indépendantes pour (p,q) € N?, eX et Y
sont indépendantes, eX et e¥ sont indépendantes ...

3.2 n-uplets de variables aléatoires indépendantes

DEFINITION 9. Soient n > 2 puis X, ..., X, des variables aléatoires sur un espace probabilisé fini (Q,P) a valeurs
dans des ensembles Eq, ..., E,, respectivement.

Les variables X7, ..., X; sont mutuellement indépendantes (ou plus simplement indépendantes) si et seulement
si pour tout (Aq1,...,An) € P(E1) x...P(Eyn), les événements {X; € A1}, ..., {X;, € A} sont indépendants. Ceci
revient & dire que pour tout (Aq,...,An) € P(Eq) x ... P (En) et toute partie non vide I de [1,n],

P (ﬁ{xi EA-J) =JJPXieA)).

iel iel

Par récurrence sur n a partir du théoréme 4, on obtient

Théoréme 6. Les variables Xy, ..., X;; sont indépendantes si et seulement si

pour tout (x1,...,%Xn) € X1(Q) x ... x X (Q), pour toute partie non vide I de [1,n],

P (ﬂ{xi :Xi}> =TIPxi=x.

iel i€l
DEFINITION 10. Soient n > 2 puis Xj, ..., X, des variables aléatoires sur un espace probabilisé fini (Q, P) & valeurs
dans des ensembles Eq, ..., E,, respectivement.
Les variables Xj, ..., X;; sont deux a deux indépendantes si et seulement si, pour tout (i,j) € [1, nﬂz tel que 1 #j,

les variables X; et Xj sont indépendantes.

Et on a bien sir :

Théoréme 7. Si les variables X1, ..., X;;, sont indépendantes alors elles sont deux & deux indépendantes. ‘

La réciproque est fausse.

Le théoréme 5 peut se généraliser : soient X, ..., X5, sont n variables aléatoires réelles indépendantes et soit m un entier
tel que T < m < n. Alors, pour toutes applications f et g & plusieurs variables, les variables aléatoires f (Xq,...,Xy) et
g (Xm+1,y-.-,Xn) sont indépendantes. Par exemple, si Xy, ..., X5, sont cinq variables aléatoires indépendantes, alors les
variables Y7 = X% — X3X4 et Yo = cos (X2X5) sont indépendantes.

Encore plus généralement, soit (Iy,...,I,) une partition de [1,n]. Pour chaque k € [1,p], on note Yy une fonction des
variables Xj, j € Ix (par exemple, Y7 = eX1Xs X%) Alors, les variables Y7, ..., Y, sont indépendantes. Ce résultat est
connu sous le nom de : « lemme des coalitions ».
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4 Espérance d’une variable aléatoire réelle

4.1 Définition de I’espérance

DEFINITION 11. Soit X une variable aléatoire réelle ou complexe sur un espace probabilisé fini (Q, P).

L’espérance de la variable aléatoire X est :

EX)= ) xxPX=x).

XEX(Q)

Si on note X1, ..., Xn, les valeurs réelles deux a deux distinctes prises par la variable X, cette espérance peut aussi
2 .
s’écrire

EX) =) xixP(X=x).
i=1

= Commentaire.
o 1l faut bien faire la différence entre l’espérance d’une variable aléatoire et la moyenne d’une série statistique comme par exemple,
la moyenne des notes d’une classe.

La moyenne d’une série statistique donne un résultat moyen qui s’est produit dans le passé. L’espérance comme son nom l’indique
nous donne un résultat moyen que l'on peut espérer dans le futur.

o Supposons que la variable X prenne les valeurs x1, ..., xn et que les événements {X = xi}, 1 € [1,n], soient équiprobables. Donc,

1 . . . . .
pour tout i € [1I,n], P(X=xi) = —. (On dit alors que la variable X suit la loi uniforme. Ceci sera étudié plus loin.) L’espérance
n

de X est donnée par :

Dans ce cas, l’espérance de X est tout simplement la moyenne arithmétique des valeurs prises par X. Dans le cas général, [’espérance
de X doit étre comprise comme la moyenne pondérée des valeurs prises par X, les coefficients de pondération étant les probabilités
de chaque événement {X = xi}.

Les événements {w} ot w € Q n’apparaissent pas dans la définition ci-dessus. Il peut étre utile en certaines circonstances

d’avoir une expression de l’espérance utilisant ces événements élémentaires (on notera comme on 'a déja fait p,, la
probabilité P({w})) :

Théoréme 8. Soit X une variable aléatoire réelle ou complexe sur un espace probabilisé fini (Q, P). Alors,

EX)= ) X(w)pw.

we

DEMONSTRATION .

EX)= Y xxPX=x)= > x| > P{w)|= > xpe
xEX(Q) xEX(Q) X?JE)IE xEX(Q) X?JE)IE

> | > X

xeX(Q) we
X(w)=x

= Z X(w)pw (car ({X = X})Xex(Q) est un systéme complet d’événements).
we
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4.2 Propriétés de ’espérance

Théoréme 9. (linéarité de l'espérance)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles (resp. complexes) sur un espace probabilisé fini (Q,P) et A et p deux
réels (resp. complexes). Alors,

E(AX + nY) = AE(X) + HE(Y).

DEMONSTRATION .

EAX+puY) = 3 (AX(w) + pY(@)pe =2 ) X(@)po + 1 Y Y(w)pe
we we we

= AE(X) + uE(Y).

a
Ensuite, on a immédiatement :
Théoréme 10. (positivité de 'espérance)
Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini (Q,P). Si X est & valeurs positives, alors E(X) > 0.
De la positivité et la linéarité de I'espérance, on déduit la :
Théoréme 11. (croissance de 1’espérance)
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur un espace probabilisé fini (Q,P). Si X <Y, alors E(X) < E(Y).
DEMONSTRATION .  Supposons X < Y (c’est-a-dire Vw € Q, X(w) < Y(w)). Alors, Y — X > 0 puis
E(Y) —E(X) = E(Y —X) =0
et donc E(X) < E(Y).
a
Théoréme 12. Soit (Q,P) un espace probabilisé fini. Soit A € P(Q) (ou encore soit A un événement).
L’espérance de 14 la variable indicatrice de A est P(A).
DEMONSTRATION .
E(IA) =) Ta(wPwh) =) TxPHw)+ ) 0xP({w})
we wWEA WEZA
= > P({w}) =P(A).
WEA
a

Théoréme 13. Soit (Q, P) un espace probabilisé fini.
1) Soit a un réel ou un complexe. L’espérance de la variable aléatoire constante égale & a est a.

2) Soient a et b deux réels (resp. complexes). Soit X une variable aléatoire réelle (resp. complexe) sur (Q, P). E(aX+b) =
aE(X)+b.

DEMONSTRATION .

1) Notons X la variable constante égale a a.

EX) =) XwP({w)=a) P{w))=a.

we weO

2) Par linéarité de l'espérance (en notant 1 la variable aléatoire constante égale a 1),

E(aX+b) = aE(X) 4+ bE(1) = aE(X) + b.
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DEFINITION 12. Soit X une variable aléatoire réelle ou complexe sur un espace probabilisé fini (Q, P).

X est centrée si et seulement si E(X) = 0.

Théoréme 14. Soit X une variable aléatoire réelle ou complexe sur un espace probabilisé fini (Q, P). Alors, la variable
X — E(X) est centrée.

La variable X — E(X) est appelée la variable centrée associée a X.

DEMONSTRATION .  Par linéarité de 'espérance, E(X — E(X)) = E(X) — E(E(X)) = E(X) — E(X) = 0.
]

L’espérance est souvent utilisée pour créer les régles d'un jeu de sorte que le jeu soit équitable. On considére la variable
aléatoire « gain algébrique » d’un joueur (le gain algébrique est négatif quand le joueur perd de l'argent). Le jeu est
équitable quand, en moyenne le joueur ne gagne rien ... et ne perd rien. Dit autrement, le jeu est équitable si et seulement
si Pespérance est nulle (ou encore la variable X est centrée) :

Exercice 4. Deux joueurs A et B lancent deux piéces de monnaie.
Si les deux piéces tombent sur pile, A gagne. Sinon, B gagne 2 €. Combien doit gagner A pour que le jeu soit équitable 7

Solution 4. A partir de I’énoncé, on doit comprendre que quand B gagne, A donne 2 euros & B et perd donc deux euros
et quand A gagne, B donne x euro & A, ol x est a déterminer, et perd donc x euros.
Notons X et Y les variables aléatoires respectivement égales au gain algébrique de A et de B.
1 3 3 —6
X(Q) =[x, ~2) puis P(X =x) = 7 et P(X =—2) = 2 puis E(X) :;—‘—Z X2 = "4 .
6—x
T

Le jeu est équitable si et seulement si E(X) = E(Y) =0 ce qui équivaut & x = 6.

Y = —X et donc E(Y) = —E(X) =

Exercice 5. Soient n € N* et A € R". On considére une variable aléatoire réelle X prenant ses valeurs dans I’ensemble
[1,n] et dont la loi est de la forme : Vk € [1,n], P(X=k)=Ak.

1) Déterminer A.
2) Calculer E(X).

Solution 5.

k=1 k=1
2k
2)
v 2 =, 2 nn+1)(2n+1) 2n+1
E(X)_];kP(X_k)_n(n_H)];k_n(n_H)x 5 ==

4.3 Le théoréme de transfert

Théoréme 15. (le théoréme de transfert)

Soit X une variable aléatoire réelle ou complexe sur un espace probabilisé fini (Q, P). Soit f une application de X(Q)
dans R ou C. Alors,

E(fX) = ) f(x) x P(X=x).

xXEX(Q)

On note que, puisque qu'un couple de variables aléatoires ou plus généralement un n-uplet de variables aléatoires est une
variable aléatoire, la formule de transfert s’applique & un couple ou un n-uplet.
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DEMONSTRATION .  On sait que la loi de la variable f(X) (théoréme 2) est donnée par

vy € f(X)(Q), P(FX) =y) = Y  P(X=x).

xef—1({y})
Donc
E(f(X)) = Z yP(f(X) y) = y ) PX=x
yef(X yef(X)(Q) xef—1({y})
= ) Y fP(X=x)
yef(X)(Q) \xef—1({y})

Comme X(Q) est la réunion disjointe des ' ({y}) ou y décrit f(X)(Q), on obtient

- T ipix=x,

xeX(Q

Ainsi, par exemple, E X2 Z x? x).
xXEX(Q)

4.4 L’inégalité de MARKOV

Théoréme 16. (I'inégalité de MARKOV)

). Si X est positive, alors

).

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini (Q,
E

(

X U

Va>0, P(X>a)

N

Q ‘

DEMONSTRATION . Soit X une variable aléatoire réelle positive. Soit a > 0.

Démonstration 1.

E(X) = Z xP(X

Puisque a > 0, on en déduit que P(X > a) <

Démonstration 2. Notons A I'événement {X > a}. On a vu que P(X > a) = P(A) = E(1a). On note que X > a & J—IX >1

Soit w € Q. Si X(w) € A, alors 1o(w) =1< I:X(w) et si X(w) ¢ A, alors TA(w) =0 < —=X(w) (car %X est une variable positive).

al=

1 . . . .
En résumé, 1o < —X. Par croissance et linéarité de I’espérance, on en déduit
a

P(X>a)=E(1A) <E <lx) = E(QX).

a

4.5 Espérance d’un produit de variables indépendantes

Théoréme 17.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles ou complexes sur un espace probabilisé fini (Q,P). Si X et Y sont
indépendantes, alors E(XY) = E(X)E(Y).
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DEMONSTRATION .

XV = Y xpP(V =)= Y xyPX=x}n{Y =y}
(x,y)EX(Q)XY(Q) (x,y)eX(Q)XY(Q)
= Z xyP(X =x) x P(Y =y) (car X et Y sont indépendantes)

(x,y)EX(Q)XY(Q)

= ) xP(X=x) > yP(Y=y) | =EXE(Y).

XEX(Q) yey(Q)

a

Nous terminons cette séquence sur les variables aléatoires et leur espérance par deux exercices de la banque d’exercices
des oraux des CCP.

Exercice 6. On dispose de n boules numérotées de 1 & n et d'une boite formée de trois compartiments identiques
également numérotés de 1 a 3.

On lance simultanément les n boules.

Elles viennent se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui & chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre de compartiments restés
vides.

1) Préciser les valeurs prises par X.
2) a) Déterminer la probabilité p(X = 2).

b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.
3) a) Calculer E(X).

b) Déterminer lim E(X). Interpréter ce résultat.
n—-+4oo

Solution 6.
1) X prend les valeurs 0, 1 ou 2.

2) a) X = 2 est l'événement « toutes les boules vont dans le méme compartiment ». Il y a 3™ répartitions possibles
des n boules dans les 3 compartiments (pour chacune des n boules, il y a 3 possibilités de compartiment). Parmi ces
répartitions, il y en a une et une seule pour laquelle toutes les boules sont dans le compartiment n°1, une et une seule
pour laquelle toutes les boules sont dans le compartiment n° 2 et une et une seule pour laquelle toutes les boules sont dans
le compartiment n° 3. Donc

3 1
PX=2)= 2% = o

b) Soit E I’événement : « le troisiéme compartiment est vide et les deux premiers ne le sont pas ». On a alors

p(X=1) =3 x p(E).
Soit k € [[T,n — 1]. Soit Ex I'événement « k boules sont dans le compartiment n°1 et n — k sont dans le compartiment

n°2». BE= U Ex et les By, 1 <k <n—1, sont deux & deux disjoints. Donc,
1<k<n—1

n—1
p(X=1)=3p(E) =3 ) p(Ex).
k=1

Soit k € [T,n — 1]. Le nombre de répartitions des n boules telles que k d’entre elles soient dans le compartiment n°1 et
n
n — k soient dans le compartiment n°2 est encore le nombre de tirages simultanés de k boules parmi les n & savoir < k) .
n
k

Donc p (Ex) = ST Par suite,
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Enfin,

3) a) E(X) =0 x +1x 42X — = -

311—1 311—1 311—1 3n—

312 m-2 1 A 3(2>“
= .

2 n
b) lim E(X)= lim 3 (g) = 0. Ainsi, §’il y a un grand nombre de boules, il y a peu de chances qu’un compartiment

n—-+oo n—-+oo
reste vide.

Exercice 7. Soit n € N*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 & n et deux boules noires numérotées
1 et 2.

On effectue le tirage une a une, sans remise, de toutes les boules de I'urne.

On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.

On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule numérotée 1.

1) Déterminer la loi de X.
2) Déterminer la loi de Y.

Solution 7. Q est 'ensemble des tirages successifs sans remise des n + 2 boules ou encore ’ensemble des permutations
des n+ 2 boules. Le nombre de tirages successifs et sans remise des n+ 2 boules est (n+2)! ou encore card (Q) = (n+2)!.

1) L’urne contient n + 2 boules. La premiére boule blanche peut apparaitre au premier, deuxiéme ou troisiéme tirage ou
encore X (Q) = [T, 3].

e X =1 est I’événement : « la premiére boule tirée est blanche ». On a n possibilités de tirer la premiére boule parmi les
n blanches puis pour chacune de ces n possibilités, on a (n + 1)! possibilités de tirer les n + 1 boules restantes. Donc

nx(n+1)j! n
pX=1) = =
(n+2)! n+2
e X = 3 est I’événement : « les deux premiéres boules tirées sont noires ». On a 2! = 2 possibilités de tirer les deux

premiéres boules puis pour chacune de ces deux possibilités, on a n! possibilités de tirer les 1 boules restantes. Donc,

2xn! 2
X=3) = _ ,
PX=3) = o T e 12
e Enfin
n 2 Mm+1n+2)—mn+1)—2
X=2)=1-p(X=1)—p(X=3)=1— _ _
piX=2) PX=T1)=pX=3) n+2 m+Dm+2) M+ Nn+2)
B n
m+1(n+2)
X(O) = [1,3] et p(X=1) = " p(X=2) = — 2" eipx=3)=— 2
R P T T ) TP T T 1)
2) La premiére boule numérotée 1 peut sortir au premier, deuxiéme, ..., (n+ 1)-éme tirage ou encore Y (Q) = [1,n+1].

Soit k € [2,n+1]. L’événement Y = k est ’événement « les k — 1 premiéres boules ne portent pas le numéro 1 et la k-éme

porte le numéro 1 ». Pour les k— 1 premiéres boules, onan(n—1) x...x (n—k+2) = tirages possibles puis

n!
m—k+1)!
n!

m—k+1)!
premiéres boules. Pour chacun de ces tirages, on a (n+2—k)! tirages possibles des n+ 2 —k boules restantes. Finalement,

pour chacun des ces tirages on a 2 possibilités pour la k-éme boule et donc 2 x tirages possibles pour les k
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n!
N e )] x2x(n+2-k) _ 2n+2-K)

(n+2)! m+1Dn+2)

L’événement Y = 1 est ’événement « la premiére boule porte le numéro 1 ». Il y a 2 tirages possibles pour la premiére
boule puis pour chacun de ces deux tirages, il y a (n + 1)! tirages possibles des n + 1 boules restantes. Donc

(Y_U_2x(n+1)!_ 2n+1) 2n+2-1)
PR m5 ) T mem+2) . m+m+2)

Finalement
2n+2—-Xk)

Y(Q)=[l,n+1] et Vk e [1l,n+1], p(Y=k) =

Mm+1(n+2)

5 Variance et écart-type. Covariance

5.1 Moments d’une variable aléatoire

DEFINITION 13. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini (Q, P). Soit k un entier naturel.

Le moment d’ordre k de la variable X est E (Xk).

Avec le théoréme de transfert, on a immédiatement

Théoréme 18. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini (Q, P). Soit k un entier naturel.

E(XF)= > x*P(X=x).

x€X(Q)

5.2 Variance et écart-type d’une variable aléatoire

DEFINITION 14. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini (Q, P).
La variance de la variable X est : V(X) = E ((X — E(X))z).

La variable aléatoire (X — E(X))? est positive. Par positivité de Iespérance, on en déduit que la variance d’une variable
aléatoire réelle est toujours un nombre positif. On peut donc poser :

DEFINITION 15. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini (Q, P).

L’écart-type de la variable X est : o(X) = \/V(X).

Le théoréme de transfert fournit :

Théoréme 19. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini (Q, P).

VX)) = Y (x—EX)?P(X=x).
x€X(Q)

Théoréme 20. (formule de KOENIG-HUYGENS)

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini (Q, P).

V(X) =E (X?) — (E(X))2.

DEMONSTRATION . Par linéarité de ’espérance,

V(X) = E (X2 ~2XE(X) + (E(X))Z) —E (XZ) — 2E(X)E(X) + (E(X))? = E (xz) —(E(X)).
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5.3 Propriétés de la variance et de ’écart-type

Théoréme 21. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini (Q, P). Soient a et b deux réels.

V(aX+b)=a’V(X) et o(aX+b)=]alo(X).

DEMONSTRATION .

V(aX+b)=E ((ax b E(aX + b))z) —E ((ax - aE(X))Z) — a’E (X - E(X))2> — ?V(X),

puis, en prenant la racine carrée, o(aX +b) = /a2V(X) = |al\/V(X) = |a|o(X
A
DEFINITION 16. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini (Q, P).
La variable X est réduite si et seulement si o(X) = 1.
Théoréme 22. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini (Q, P).
X—E(X
Si o(X) > 0, la variable (X() ) est centrée réduite.
] X—EX)\ 1 B B X—EX)\ 1 L N
DEMONSTRATION . E( 50X ) = O'(X)E(X E(X))=0cet V( 50X ) = (O'(X))ZV(X) =1 puis o(X) = 1. .

X—E(X
La variable cr(iX()) s’appelle la variable centrée réduite associée a X.

5.4 L’inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV

Théoréme 23. (inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV)

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini (Q, P).

V(X)
2

Pour tout ¢ > 0, P(IX—E(X)| > ¢) <

DEMONSTRATION .  Soit ¢ > 0. On note que pour tout w € Q, |[X(w) —E(X)] = € & (X(w) — E(X))? > €% et donc {|X —E(X)| >
e} = {(X—E(X)? =}
D’aprés Pinégalité de MARKOV appliquée a la variable positive (X — E(X))? et au réel strictement positif €2,
V(X)
e

PUX—E()| > ¢) =P ((X—E(X)) > &%) < :—ZE (x—Ex)?) =
a

Vous trouverez un exemple d’utilisation de I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV a la fin du chapitre dans le paragraphe
consacré a la loi binomiale.

5.5 Covariance d’un couple de variables aléatoires

DEFINITION 17. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles ou complexes sur un espace probabilisé fini (Q, P).

La covariance du couple (X,Y) est : cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))).

= Commentaire. On doit remarquer que, cov(X,X) = V(X).

Immédiatement,

Théoréme 24. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles ou complexes sur un espace probabilisé fini (Q, P).

cov(X,Y) = Z (x — E(X))(y — E(V)P((X,Y) = (x,y)).
(x,Yy)E(X,Y)(Q)
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Théoréme 25. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles ou complexes sur un espace probabilisé fini (Q, P).

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

DEMONSTRATION . Par linéarité de ’espérance,

cov(X,Y) = E((X = E(X))(Y —E(Y))) = E(XY — XE(Y) — YE(X) + E(X)E(Y)) = E(XY) — E(X)E(Y) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
= E(XY) — E(X)E(Y).

On a vu que l'espérance du produit de deux variables indépendantes X et Y est : E(XY) = E(X)E(Y). Donc,

Théoréme 26. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles ou complexes sur un espace probabilisé fini (Q, P).

Si X et Y sont indépendantes, alors cov(X,Y) = 0.

Par contraposition, cov(X,Y) # 0 = X et Y ne sont pas indépendantes. Ainsi, la covariance est un outil pour se convaincre
que deux variables ne sont pas indépendantes. Mais attention, la covariance n’est pas un outil pour savoir si deux variables
sont indépendantes :

@ (cov(X,Y) =0 % X et Y indépendantes) ou aussi (X et Y non indépendantes % cov(X,Y) # 0).

Construisons explicitement un exemple de deux variables non indépendantes dont la covariance est nulle. Commengons
1
par prendre une variable X d’espérance nulle : X(Q) = {—1,0,1} avec P(X = —1) = P(X =0) = P(X =1) = 3 Pour

cette variable X, on a E(X) = 0 et donc E(X)E(Y) = 0. Choisissons alors pour Y une variable telle que XY = 0 et non
indépendante de X. On peut prendre pour Y la variable qui prend la valeur 1 quand X = 0 et O sinon, c’est-a-dire la
variable indicatrice de I’événement {X = 0}. Pour ce choix de Y, on a XY = 0 puis cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0.
Vérifions enfin que X et Y ne sont pas indépendantes. L’événement {X = 1}N{Y = 1}est videet donc P({X =1} N{y =1}) =0
mais

P(OX = 1)) x PY = 1)) = P (X = 1)) x P((X = 0}) = § £0.

Les événements {X = 1} et {Y = 1} ne sont pas indépendants et donc les variables X et Y ne sont pas indépendantes, bien
que de covariance nulle.

Théoréme 27. La covariance est une forme bilinéaire, symétrique, positive sur I’espace vectoriel des variables aléatoires
réelles sur ’espace probabilisé fini (Q, P).

DEMONSTRATION . On sait que ’ensemble des variables aléatoires réelles, c’est-a-dire I’ensemble des applications de Q vers R,
est un R-espace vectoriel.

e Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(YX) — E(Y)E(X) = cov(Y, X). Donc, la covariance
est symétrique.

e Soient X, Xz et Y trois variables aléatoires réelles et A et u deux réels. Par linéarité de ’espérance,

cov (AXq + X2, Y) = E (AX; + pX2) Y) — E (AXq + pX2) E (Y) = AE (X1Y) + uE (X2Y) — AE (X1) E(Y) + pE (X2) E(Y)
=A(EX1Y) = E(X7) E(Y)) + p(E(X2Y) — E(X3) E(Y)) = Acov (X1, Y) + ncov (X2, Y).

Donc, la covariance est linéaire par rapport a sa premiére variable puis bilinéaire par symétrie.

e Soit X une variable aléatoire réelle. cov(X,X) = V(X) = 0. Donc, la covariance est positive.
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5.6 Variance d’une somme de variables aléatoires

Théoréme 28. Soient 1. > 2 puis X, ..., Xy n variables aléatoires réelles sur un espace probabilisé fini (Q, P).
n
VX +..+Xn) =) VIX)+2 ) cov(Xy, X)),
i=1 1<i<j<n

En particulier, pour deux variables aléatoires X et Y :

V(X +Y) = V(X) + 2cov(X, Y) + V(Y).

DEMONSTRATION . Par bilinéarité et symétrie de la covariance,

V(Xy+...+Xn) =cov (ZX{,ZXj) = Z cov (Xi, Xj) = Zcov (Xi, Xq) +2 Z cov (Xi, Xj)
i=1 j=1

1<i,j<n i=1 1<i<j<n

V(Xi)+2 Z cov (Xi,Xj).

n
i=1 1<i<ig<n

1

Le théoréme 26 et le théoréme précédent fournissent alors :

Théoréme 29. Soient n > 2 puis Xj, ..., Xy n variables aléatoires réelles sur un espace probabilisé fini (Q, P), deux
a deux indépendantes.

o(£5)-F v
i=1 i=1

En particulier, pour deux variables aléatoires X et Y indépendantes :

V(X+Y)=V(X)+ V(Y).

6 Lois usuelles

Dans ce paragraphe, nous étudions trois lois usuelles : la loi uniforme, la loi de BERNOULLI et la loi binomiale. Cette étude
est complétée en math spé par deux autres lois : la loi géométrique et la loi de POISSON. Quand une variable aléatoire X
suit une loi £, on écrira X ~ L.

6.1 Loi uniforme
6.1.1 Deéfinition de la loi uniforme

On dit qu'une variable aléatoire Y prenant un nombre fini de valeurs yi, ..., Yn, suit une loi uniforme si et seulement
si les événements {Y = y;} sont équiprobables. Ceci modélise la situation qui consiste & choisir « au hasard » un objet un
parmi n objets.

1
Si X est la variable égale au numéro de l'objet, on a bien str P (Y =yi) = P(X = 1) = —. Pour cette raison, les définitions
n

et résultats de ce paragraphe se concentre sur une variable aléatoire prenant de maniére équiprobable les valeurs 1, 2, ...,
n ou plus généralement, une variable prenant des valeurs entiéres consécutives.

DEFINITION 18. Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé fini (Q, P) telle que X(Q) = [1,n], n € N*.
X suit la loi uniforme sur [1,n] si et seulement si P(X=1) =P(X=2)=...=P(X =n).

Plus généralement, si X(Q) = [a, b]] ot a et b sont deux entiers relatifs tels que a < b, X suit la loi uniforme sur [a, b]
si et seulement si P(X=a) =P(X=a+1)=...=P(X=0).

Notation. Quand une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [1,n] ou plus généralement sur [a,b], on écrit X ~
U([1,n]) ou plus généralement X ~ U([a, b]).

Par exemple, quand on jette une fois un dé & 6 faces non truqué, la variable X égale au numéro obtenu suit la loi uniforme
sur [1,6] : X~ U([T,6]).
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Immeédiatement, on a :

Théoréme 30. Soit n € N*.
1
~U([[1,nﬂ)<:>< )=[l,n]etVk € [1,n], PX=k) = n)'
Plus généralement, pour tout (a,b) € Z? tel que a < b,

~U([a,b]) & < = [a,b] et Vk € [a,b], P(X=k) = bJT) .

6.1.2 Espérance, variance et écart-type de la loi uniforme

Théoréme 31. Soit n € N*. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [1,n] (X ~ U([1,n])).

n+1 n?—1 n?—1
E(XX) = ——, V(X)= o(X) =
=20, voo =", oo =y
DEMONSTRATION . Soit n > 1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [1,n]. Donc, X(Q) = [1,n] et Vk € [1,n],
PX=k) = ~.
T, 1 _nm+1) n+l
kapx k) HZK’H — =
k=1
Ensuite,

n 2 n 2
V(X) = E (xz) —(EX))? =Y KX P(X=k) - (“T“) - :—IZkZ - (“T“)

k=1 k=1
I D[P DA A 5
- - x - - (5 7E(Z(n+1)(2n+1)—3(n+1))
Cm+Nm-1) n*-1
- 12 T2
27
et enfin o(X) = n]Z]
Q

Théoréme 32. Soit (a,b) € Z? tel que a < b. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a,b]
(X ~U([a,b])).

a+b (b—a)(b—a+2) \/(b—a)(b—a+2)
E(X) = V(X) = o(X) = .
=22, vix R, elX) "
DEMONSTRATION . Soient a et b deux entiers relatifs tels que a < b. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur
[a,b]. Donc, X(Q) = [a,b] et Vk € [a,b], P(X =k) = T—

Solent n=b—a+1etY=X—a+1 desorte que X=Y+ a—1. Y suit la loi uniforme sur [1,n]. Donc,

Ensuite,
n—-1 (b-—a+12-1 (b—a)lb—a+2)
V(X)=V(Y) = — - i _ 3
et enfin o(X) = \/(b_a)(;bz—a#—Z).
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6.2 Loi de BERNOULLI
6.2.1 Définition de la loi de BERNOULLI

Dans ce paragraphe, on s’intéresse & un événement A donné dans une certaine expérience aléatoire. Pour cet événement,
on a que deux possibilités : il est réalisé ou pas. La réalisation de cet événement est appelée succés et la non réalisation
de cet événement est appelée échec. On code le succés et ’échec par les nombres 1 et 0 ou encore on considére la variable
X égale & 1 si A est réalisé et a 0 si A n’est pas réalisé. L’intérét d’avoir choisi les nombres 0 et 1 pour coder réside dans
le fait qu’en recommencant I'expérience la somme de ces 0 et 1 donnera le nombre de succés.

On est dans cette situation quand on lance une piéce de monnaie une fois et que ’'on marque 1 si on a obtenu Pile et O si
on a obtenu Face. On est aussi dans cette situation quand on lance un dé a 6 faces et que I'on marque 1 si on a obtenu
un 6 et O si on n’a pas obtenu un 6.

DEFINITION 19. Soit p un réel élément de [0, 1]. Soit X une variable aléatoire réelle.

X suit la loi de BERNOULLI de paramétre p si et seulement si X(Q) ={0,1} et P(X=1) =p (et P(X =0) = 1—p).

Notation. Quand une variable aléatoire X suit une loi de BERNOULLI de paramétre p, on écrit X ~ B(p).

La notion de variable aléatoire suivant une loi de BERNOULLI modélise toute expérience aléatoire qui a exactement deux
issues. Par exemple, la variable indicatrice d’un événement A donné suit une loi de BERNOULLI.

Remarque. Les nombres 0 et T ont un autre avantage : si X et Y sont deux variables aléatoires suivant une loi de
BERNOULLI (de paramétres éventuellement différents), alors XY suit une loi de BERNOULLI et X? ou plus généralement
X*, k € N*, suivent une loi de BERNOULLIL.

6.2.2 Espérance, variance et écart-type de la loi de BERNOULLI

Théoréme 33. Soit p € [0,1]. Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi de BERNOULLI de paramétre p
(X ~ B(p)).

Alors, E(X) = p, V(X) = p(1 —p) et o(X) = /p(T —p).

DEMONSTRATION. X(Q)={0,1}puis P(X=1)=pet P(X=0)=1—p.

E(X)=0xP(X=0)+1xP(X=1) =p.
Ensuite,
V(X) :E(XZ) CEX)P =02 xP(X=0)+1"xP(X=1)—p>=p—p>=p(1—p),

et enfin

o(X) = /V(X) = \/p(1—p).

Exercice 8. Quelle la valeur maximale de 1’écart-type d’une variable aléatoire suivant une loi de BERNOULLI ?

Solution 8. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de BERNOULLI de paramétre p € [0, 1].

1 1 2
(o(X))2=V(XJ=p(1—p)=Z—(z— ) <

N N

1 .
7 valeur obtenue si et seulement

avec égalité si et seulement si p = <. La valeur maximale de ’écart-type est donc {/ — =

N —
o~

) 1
Slp:z.

Exercice 9. Soient X et Y deux variables aléatoires suivant des lois de BERNOULLI de paramétres respectifs p et p’.

Montrer que les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si cov(X,Y) = 0.

Solution 9. On sait déja que si X et Y sont indépendantes, alors cov(X,Y) = 0.

Réciproquement, supposons cov(X,Y) = 0. Ceci fournit E(XY) — E(X)E(Y) = 0 puis E(XY) = pp’. Maintenant, XY(Q) =
{0,1} puis XY =1 & X =1et Y = 1. Par suite,
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PIX=11N{Y=1)=P(XY=1)=0xP(XY=0) +1 x P(XY=1) =E(XY) =pp’ =P(X=1) x P(Y = 1).

Les événements {X = 1} et {Y = 1} sont indépendants. On sait qu’il en est de méme des événements {X = 0} ={X =1} et
{Y =1}, des événements {X = 1} et {Y = 0} et des événements {X = 0} et {Y = 0}. On a montré que (x,y) € X(Q) x Y(Q) =
0,12, P{(X =x}n{Y =y}) = P(X = x) x P(Y =y) et finalement, les variables X et Y sont indépendantes.

6.3 Loi binomiale

6.3.1 Modélisation de n expériences aléatoires indépendantes par un n-uplet de variables aléatoires in-
dépendantes

On peut se passer de la lecture de ce paragraphe si on veut « aller au fait ». Le but de ce paragraphe est de convaincre qu’il
existe une modélisation, ou plutét un espace probabilisé, représentant la répétition d’'une méme épreuve de BERNOULLI,
de « maniére indépendante ». Nous sommes dans cette situation quand par exemple, nous langons 10 fois un dé avec pour
possibilités a chaque lancer, obtenir ou ne pas obtenir le 6, la probabilité d’obtenir ou de ne pas obtenir le 6 a un lancer
ne dépendant pas de ce qui se passe aux autres lancers.

e Analysons d’abord une situation générale. On veut modéliser une succession d’expériences aléatoires ou la probabilité
d’obtenir tel ou tel résultat au cours de 'une des expériences ne dépend pas de ce qui se passe au cours des autres expériences
ou encore on veut que la notion intuitive d’indépendance de différentes expériences se traduise par I'indépendance au sens
des probabilités.

On considére un certain nombre d’expériences aléatoires €1, €2, ..., En. A chaque expérience £;, 1 <1 < n, est associé
un espace probabilisé, fini en maths sup, (Qi, P;).

L’univers & considérer, associé a la succession d’expériences €1, €2, ..., En, est clair : il s’agit de Q = Q1 x ... x Q4.
C’est la probabilité P sur Q qui ne I’est pas encore.

On définit la probabilité P par :

VA=(A1,...,A) €Q =07 x...XxQp, P(A) =P (A1) x ... x P (An) (%),
(définition de la « probabilité produit »). En particulier,

Vie[l,n], VA =(Ay,...,An) € Q, Pi(A) =P Q1 X ... x Qi1 X Ay X Qi1 X oo X Qq) (k).

On peut démontrer facilement que P ainsi définie est une probabilité sur 'univers Q. Les égalités (x) et (x*) traduisent
mathématiquement la notion intuitive d’« indépendance » d’une expérience €; avec les autres expériences.

e On se place maintenant dans la situation ot les expériences £; sont identiques et toujours indépendantes. Les modéli-
sations, a savoir les espaces probabilisés (Qj, Pi), sont un seul et méme espace probabilisé (Q,P) (Q ne désigne donc plus
le produit des Q; mais désigne chaque Q; et P n’est plus la probabilité produit mais P est chaque P;).

L’espace probabilisé modélisant la répétition de maniére indépendante de 'expérience € est (Q',P’) ou Q' = Q™ et P’
est la probabilité définie par :

VA = (A1,...,An) € QY P/A) =[P (AY).

Tout ceci montre 'existence d’un espace probabilisé modélisant la répétition d’une méme expérience a deux issues, et ceci
de maniére indépendante.

6.3.2 Définition de la loi binomiale

On considére une méme expérience € a deux issues : le succés de probabilité p € [0, 1] et I’échec de probabilité 1 — p.
On effectue de maniére indépendante cette méme expérience n fois, n € N*. On note X la variable aléatoire égale au
nombre de succés. Donc, X(Q) = [0, n].

Soit k € [0,n]. Puisque les expériences sont indépendantes, la probabilité d’obtenir k succés au cours des k premiéres
expériences puis n — k échecs au cours des n — k derniéres expériences est

PX...xpx(1T=p)x...x(1=p)=p*(1—p)" k.

p facteurs n—p facteurs
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n
Maintenant, il y a (k) successions de n résultats comportant k succés et n—k échecs (nombre de choix de k emplacements

parmi n), tous de probabilité p*(1 —p)™*. Donc,

P(X=k) = (}Z)pku —pmR

Ceci nous conduit a la définition suivante :

DEFINITION 20. Soient n € N* et p € [0, 1]. Soit X une variable aléatoire réelle.

X suit la loi binomiale de parameétres n et p si et seulement si

X(Q) =[0,n] et Vke[0,n], P(X=k) = (’]:)pku —p)k,

Notation. Quand une variable aléatoire suit une loi binomiale de paramétres n et p, on écrit X ~ B(n,p).
n n n
Remarque. Z P(X=k) = Z <k>pk(1 —p)" % = (p+1—p)™ =1 (heureusement). Ceci, entre autres, met en évidence
k=0

k=0
le lien existant entre la loi binomiale et la formule du binéme de NEWTON et explique le nom donnée a cette loi.

6.3.3 Espérance, variance et écart-type de la loi binomiale (premier calcul)

Théoréme 34. Soient n € N* et p € [0, 1]. Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi binomiale de paramétres
net p (X~ Bln,p)).

Alors, E(X) =np, V(X) =np(1 —p) et o(X) = /np(1 —p).

DEMONSTRATION . Soit 1 > 2 (le calcul ayant déja été fait quand n = 1). X(Q) = [0,n] puis, Vk € [0O,n], P(X = k) =
<E>pk(] —p)™*. On sait que pour tout k € [1,n], k(t) —n<z]]> et donc

,n nk_nfkin nk_n—kin nflk_n—k
E(X)—Zk<k>p (1-p) —;k<k>p (1—p) —;n<k_]>p (1-p)

= Z n(n - ]>pk/“ (1 —p)nf(k/“) (en posant k' =k — 1 ou encore k =k’ + 1)

kl
k/=0
n—1 n_1
- ( K )pk“P)“‘k—np(PHp)“—np-
k=0
Ensuite, pour n > 2 puis T <k <n—1, k(n —k) " :k(n—k)L:n(n—]) (n—2)! =nn-—1) n—2 et
’ ’ k kl(n—k)! (k=D n—-1-=k)! k—1

donc

-2 ne
=-nmn-1 (” I —p) Y fm?p(1 - p)

n—2
=-nn—"1p(1—p) <nk2> p (1 —p)"* +nip(1—p)
1

"2 n?p(1—p) =-—nm—1)p(1—p)+n’p(1—p)

et enfin o(X) = y/np(1 —p).
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6.3.4 Somme de n variables indépendantes suivant une méme loi de BERNOULLI

Théoréme 35. Soit (n,m) € (N*) et p € [0, 1]. Soient X et Y deux variable aléatoires réelles indépendantes telles que
X~ B(n,p) et Y~ B(m,p).

Alors, X+ Y suit la loi binomiale B(n + m,p).

DEMONSTRATION .  Tout d’abord, X(Q) = [0,n] et Y(Q) = [0, m]. Donc, (X+Y)(Q) = [0, n+ m]. Ensuite, pour k € [0, n+ m],

PX+Y=k) = > PUX=1nNn{Y =7}
(i,j)e[o,n] x [0,m]
i+j=k
= Z P{X =1}) x P{Y =j}) (car les variables X et Y sont indépendantes)

i,j EIIO n]]x[[O m]
i+j=k

n i n—i[m j m—j
= ) <1>P(1—P) <.>p’(1—p) ’
(1,j)e[o,n] x [0,m] )

i+j=k
_ n My iy 1= p)rme ) ke oyt mek n m
> <1> (i )P (1-p) p (1—p) > g
) E[[0+n]]X[[0 ym] J)E[[O“]]X[[O m]
i+j=k i+j=k

Ensuite, (1+ «)™ —Z( )oc et (T+o)™ Z( )oc] puis

i=0 j=0

M+ =1+ (1 +a)™ = <Z <T> oci> Z <T> o
i=0 j=0

Pour 0 <k<n+m, Z <n> <m> est le coefficient de «* dans le développement du produit précédent. Ce coefficient
)

1,j)€[0,n] x[0,m]
1+]—

est aussi le coefficient de «* dans le développement de (14 «)™"™ par la formule du binéme du NEwToN. Ceci montre que pour

0<k<n+m,
Z <Tll> <m> = (n —:—{m) (formule de VANDERMONDE)
i,j 6[0 n]]><[[0 m] )

i+j=k

et donc

PX+Y=k) = <“T<m>pk(1 ),

La variable X + Y suit donc la loi binomiale B(n + m,p).

Par récurrence, on obtient

Théoréme 36. Soit p € [0, 1]. Soient n > 2 puis Xy, ..., Xn, n variables aléatoires indépendantes suivant la loi de
BERNOULLI de paramétre p. Alors

Xy +...+Xn ~Bn,p).

DEMONSTRATION .

e Si X; et Xz suivent B(p) = B(1,p) et sont indépendantes, alors X; + X3 suit la loi B(1 +1,p) = B(2,p) d’aprés le théoréme
précédent.

e Soit n > 2. Supposons le résultat pour n variables. Soient Xi, ..., Xn, Xn41, n+ 1 variables indépendantes suivant la loi

de BERNOULLI de paramétre p. Par hypothése de récurrence, X; +...4 Xy suit B(n,p). Ensuite, d’aprés les lemme des coalitions,
les variables X7 4 ...+ Xn et X411 sont indépendantes.

Toujours d’aprés le théoréme précédent, Xi + ...+ Xn + Xny1 = (X7 + ...+ Xn) + Xns1 suit la loi binomiale B(n+ 1,p).

Le résultat est démontré par récurrence.
a
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Retrouvons alors lespérance et la variance d’une variable aléatoire X suivant la loi binomiale B(n,p) (2éme calcul).
D’aprés le théoréme 36, X peut s’écrire sous la forme X = X; +...4 X, ou les variables X; sont des variables mutuellement
indépendantes suivant une méme loi de BERNOULLI de paramétre p. Pour tout i € [1,n], E(Xi) =p et V(Xi) =p(1 —p).

Par linéarité de ’espérance,

D’autre part, les variables X; sont indépendantes et en particulier, les variables X; sont deux & deux indépendantes. On
en déduit que

n n

VX)=) V(X =) p(1—p)=np(1—-p).

i=1 i=1

Exercice 10. Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

1) Un joueur tire successivement, avec remise, cinq boules dans cette urne.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par les joueur sur une partie.

a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
b) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

2) Dans cette question, on suppose que les cing tirages successifs se font sans remise.
a) Déterminer la loi de X.

b) Déterminer la loi de Y.

Solution 10.

1) a) La variable aléatoire X suit une loi binomiale. En effet,

e 5 expériences identiques et indépendantes (car les tirages se font avec remise) sont effectuées.

—_

e chaque expérience a deux issues : « la boule tirée est blanche » avec une probabilité p = 0°5 et «la boule tirée
4
n’est pas blanche » avec une probabilité T —p = —.

1
La variable aléatoire X suit donc une loi binomiale de paramétres n =5 et p = =. On sait alors que

5
5 1NK 74\5K
X (Q) =10,5] et Vk € [0,5], p(X=k) = (k) (§> (5) .
Plus explicitement,
4\° 1024
1 /4\" 256

2 3
4 128
x (5) = 25 =0,2048.

3 2
4 32
) x (5) = =25 =0,0512
4

4 4
ep(X=5)= L 5* ] =0,00032
PE=217\5) T35 =007
L’espérance de X est E(X)znpzSX%z]etlavariancedeXestV(X)znp(l—p)zSX% gzg:O,S.

b) Y = 2X —3(5 — X) = 5X — 15. Par suite, Y (Q) = {5k — 15, k € [0,5]} = {—15,—10, 5,0, 5, 10}. Ensuite,

Vk € [0,5], p(Y =5k —15) = p(X =k) = <]5<> <%)k <%)5k.
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4
Enfin, E(Y) =5E(X) —15=5x 1—15=—10 et V(Y) = V(5X — 15) = 52V/(X) = 25 x z =20.

2) a) X(Q) ={0,1,2}. La loi de probabilité ne change pas si on suppose les tirages simultanés.
1
Le nombre de tirages simultanés de 5 boules parmi 10 est ( 5
Soit k € [0,2]. Au cours d’un tirage de 5 boules, on obtient k boules blanches si et seulement si on tire k boules parmi les

2
2 blanches et 5 — k boules parmi les 8 noires. Il y a donc <k> X < ) tirages o on obtient k boules blanches. Donc,

8

5—k
2 8

(1) (624

vk € [0,2], p(X=k) = AT
(5)
Plus explicitement,
8§x7x6x5x4

5x4 2
*PX=0)= 105xx94><xs3xx72>< 6 10x9 9
5x4x3x2
2><8><7><6><5
4%x3x2 2x5x%x5 5
*PX=1) =05 9x8x7x6 10x9 9
5x4x3x2
8xX7x%x6
T 3%2 5x4 2
.p(xzz):10><93><>§32><7><6:10><9:§'
5x4x3x2

2 5 2
L’espérance de X est E(X) =0 x 5 +1x 5 +2x 5= 1 et la variance de X est

2 5 2 4
VIX)=E(X?) = (EX)? =0x S+ Tx g +dx 517 =3,

b) Comme a la question 1), Y(Q) ={5k — 15, k € [0,2]} ={—15,—10,—5} et

) (s0)
X
vk € [0,2], p(Y =5k —15) =p(X =k) = Q

100

Ensuite, E(Y) =5E(X) — 15 =—10 et V(Y) =52E(X) = -

Exercice 11. On lance n fois un dé & 6 faces. Comment choisir n pour que la probabilité d’obtenir un nombre de 6
compris entre 0 et n/3 soit supérieure a 1/27

Solution 11. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de 6 obtenus en n lancers. X suit une loi binomiale de parameétres

netp:]g.Donc,E(X):%:petV(X):nx%x%:i—z.
n n n n n n
<X =)= -l <=) > ——l<=)=1- —ul > =
P(O\X\s) P(‘X 6‘\6)/P(‘X 6‘<6) 1P (X “‘/6)
D’aprés I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV,
5Sn
ny _6V(X) ¥X3c 5
—ul>=)< = ==
P(|X H‘/6)\ n?2 n?
et donc
n n n 5
<X =) =>1— ——l==)=1-=
Plosx<3)z1-rp(x—¢|>5)>1-%
puis
n 1 5 1
<X =2) > = —Z > >
P(O\X\3)/2<:1 2> &n>10
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Pourn}]O,P(OngT—l)}]

3)7 2
n
On a obtenu des valeurs de n pour lesquelles on est str que P (O <X g) > 7 Sil'on veut toutes les valeurs de n telles
n 1
que P (0 <X < g) > 7 il reste tester a la main les valeurs de n € [[1,9], ce que nous ne ferons pas ici.
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