Planche n° 36. Fonctions uniformément continues. Corrigé

Exercice n°1

1) a) Soit € > 0. Soient x et y deux réels de [0, 1]. Supposons que x < y.

(Vx—v9)’ =x+y—2yxy <x+y—2V2 =y —x =[x —yl.
En échangeant les roles de x et y, ’égalité précédente est encore valable si x > y. On a donc démontré que pour tous réels
x et y de [0, 1], (ﬁ—\/—)z < ly — x| ou encore | /X — /| < /[x—yl.

Soit alors o = €? > 0. Soient x et y deux réels de [0, 1] tels que [x —y| < «. On a

VU= Vx| < /ly—x| < Ve2 =e.

On a montré que

Ve >0, o >0/ Y(x,y) € [0,1]%, (x —y| < a = [yy— Vx| <e),
et donc que la fonction x — /x est uniformément continue sur [0, 1].

Remarque. Puisque la fonction x +— 4/x est continue sur le segment |0,1], le théoréeme de HEINE permet d’affirmer
directement que la fonction x — /x est uniformément continue sur le segment [0, 1].

b) Il s’agit de vérifier que M = Sup {‘\/g;;/;
VU= VX N
y—x VX

obtient M = +o00. Ceci montre que f n’est pas lipshitzienne sur [0, 1] (mais est uniformément continue sur [0, 1]).

, (x,y) €0, 1]2} est égal a +o0.

Quand x tend vers 0, on

, (%) € [0,1]2} contient {g, X 6]0,1]}. Donc, pour tout x €]0,1], M >

2) Soient x et y deux réels de [T, +oo.

X| Iy |
VY — Vx| = < = Iy —x].
1
Donc la fonction x — /X est z—lipschitzienne sur [1,+o00[ et en particulier la fonction x — 4/x est uniformément continue
sur [1,4o0].
3) Soit € > 0.

<3)

Puisque f est uniformément continue sur [1,4oo[, Iz > 0/ V(x,y) € [1,+oo[?, (|x —yl<x = |f( ) fly)| < )

Nlm

Puisque f est uniformément continue sur [0, 1], 31 > 0/ V(x,y) € [0, 1]?, (|x—y| xr = |f(x)

Soit o = Min {aq, 02} > 0. Soit (x,y) € [0, +oo[? tel que [x —y| < «
e Si x et y sont dans [0, 1],

e Si x et y sont dans [1,+oo],

x—y[<a= [x—y[ <o (car x < )

€
= 1700 — f()] < &
€
= [f(x) = f(y)l < & (car 5 <e).
e Si par exemple, 0 < x < 1 <y, alors [x—1] < |x—y| < &« < g et donc |f(x) —f(1)] < % et ly—1<|x—yl<a<w
et donc [f(y) —f(1)] < % Mais alors
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[£00) = F(y)] < [F(x) = F(D)[+[F(1) — f(y)] < % + %

On a montré que Ve > 0, Jox > 0/ V(x,y) € [0, +oo[?, (Jx —y| < o = |f(x) — f(y)| < ) et donc que la fonction x > /x
est uniformément continue sur [0, +oo].

= &.

Exercice n° 2

Pour n € N, posons xn = vV2nm et yn =4/ g + 2n7.

2
e Pour tout entier naturel n, yn —xn =4/ g +2nmt—vV2nn = / et donc lim (Yn —xn)=0.

£/ g + 2nm + V2nm e

e Pour tout entier naturel n, f (yn) — f (xn) =1 et done lirJIrl (fyn) = F(xn)) =1#0.
n—-+oo

On a trouvé deux suites de réels positifs (xn), ey et (Yn)pen telles que X —yn tend vers 0 quand n tend vers +oo et
f (xn) — f (Yn) tend vers O quand n tend vers 4+oco. On sait alors que la fonction f : x — sin (x?) n’est pas uniformément
continue sur [0, +oo].

Exercice n° 3
Posons { = lim f(x).
X—+00

Soit & > 0. IA > 0/ ¥x € RY, (x>A;x|f(x)—e|<§).

2
Soit (x,y) € [A, +oo[?. Alors, [f(x) —f(y)| < [f(x) — | + |t —f(y)| < ?8 D’autre part, f est continue sur le segment [0, A]
et donc est uniformément continue sur ce segment d’aprés le théoréme de HEINE.
Donc, 3a> 0/ ¥(x,y) € [0, AP, e~ y| < o= [f(x) — f(y)| < 5.

Résumons. o > 0 étant ainsi fourni, soient x et y deux réels de [0, 4+o0o[ vérifiant |x —y| < «.
o Si (x,y) € [0,A]2, on a [f(x) — f(y)| < % <e.

2

o Si (%,y) € [A, +oof2, on a [f(x) — f(y)] < = <.

3
e Si enfin on a 0 < x < A <y alors, puisque |A —x| < [x —y| < &, on a [f(x) — f(A)] < = et puisque A et y sont dans

W[ m

2
A, +oof, on a |f(y) —f(A)] < —8 Mais alors,
[ Y 3

[f(x) = f(Y)| < [F(x) = F(A)][+ [f(y) — F(A)] < 3
On a montré que Ve > 0, Jox > 0/ V(x,y) € [0, +0o0[?, (x—y| < « = [f(x) —f(y)| < €). f est donc uniformément continue
sur [0, +oo].
Exercice n° 4

Soit T une période strictement positive de f. f est continue sur le segment [0, T] et donc est bornée sur ce segment. Soit
M un majorant de [f| sur [0, T|]. M est encore un majorant de |f| sur R par T-périodicité et donc f est bornée sur R.

Soit € > 0.
f est continue sur le segment [0, T| . D’apreés le théoréme de HEINE, f est uniformément continue sur ce segment. Donc,

S €0, TI/ Wik, y) € 0,1, (Jx =yl < &= 100 — fly) < 5 ).
Soient x et y deux reéels tels que |x —y| < a(< T).
e S'il existe un entier naturel k tel que (x,y) € [kT, (k + 1)T]?, alors x — kT € [0, T|, y — kT € [0, T], puis
[0x=KT) = (y =KT)| = Jy — x| < a et done |f(x) — f(y)| < 5 <e.
e Sinon, en supposant par exemple que x < y, puisque 'on a choisi & < T,
FeZ/ (k=T <x<kT<y < (k+ DT

Mais alors, |x —KkT| < Jy —x| < et [y —kT| < |y — x| < «. Par suite,

[£00) = f(Y) < If(x) = FKD[ + [f(y) = F(kT)[ < 5 +

NI m
No| ™

Dans tous les cas, si [x —y| < «, alors |f(x) — f(y)| < &. On a montré que
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Ve >0, Jou > 0/ V(x,y) € R?, ([x —y| < a = [f(x) — f(y)| < ¢).

f est donc uniformément continue sur R.
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