Planche n° 35. Déterminants. Corrigé

Exercice n°1 :
—2x x+b x+c

Soit (a,b,c) € R3. Notons A le déterminant de I’énoncé. Pour x réel, on pose D(x) = | b+x —2b b+c | (de sorte
c+x c+b -2

que A = D(a)). D est un polynéme de degré inférieur ou égal & 2. Le coefficient de x? vaut

—(—2¢)+(b+c)+ (b+c)—(—2b) =4(b +¢c).

Puis,

2b 0 —b+c
D(-b)=| 0 —2b b+4c |=2b(4bc—(b+c)?)+2b(c—b)> =0,
c—b c+b -2

et par symeétrie des roles D(—c) = 0. De ce qui précéde, on déduit que si b # ¢, D(x) =4(b+¢)(x + b)(x + ¢) (méme si
b+ ¢ =0 car alors D est un polynéme de degré inférieur ou égal & 1 admettant au moins deux racines distinctes et est
donc le polyndme nul).

Ainsi, si b # ¢ (ou par symétrie des roles, si a Zb oua #c),ona: A =4(b+c)(a+b)(a+c). Un seul cas n’est pas
encore étudié a savoir le cas ol a = b = c. Dans ce cas,

—2a 2a 2a -1 1 1
D(a)=| 2a —2a 2a |=8a®| 1 -1 1 |=32a®=4(a+a)(a+a)(a+a),
2a 2a —2a 1 1 -1

ce qui démontre l'identité proposée dans tous les cas (on pouvait aussi conclure en constatant que, pour a et b fixés,
la fonction A est une fonction continue de ¢ et on obtient la valeur de A pour ¢ = b en faisant tendre ¢ vers b dans
Pexpression de A déja connue pour ¢ # b).

Exercice n°2 :

X

Soit P =

b
)C( . P est un polynoéme unitaire de degré 4.

o o Q9
oo Xo
X e oo

a
En remplagant Cq par Cy + C; + C3 + C4 et par linéarité par rapport a la premiére colonne, on voit que P est divisible
par (X+ a+ b+ ¢). Mais aussi, en remplagant C; par C; —C2 —C3+C4 0u C; —C2+ C3—C4 ou C; + C2 — C3 — Cy4,
on voit que P est divisible par (X—a—b+c)ou (X—a+b—c)ou (X+a—b—c).

Si les quatre nombres —a—b—c¢, —a+b+c, a—b+c et a+ b —c sont deux a deux distincts, P est unitaire de degré
4 et divisible par les quatre facteurs de degré 1 précédents, ceux-ci étant deux & deux premiers entre eux. Dans ce cas,
P=X+a+b+c)X+a+b—c)X+a—b+c)(X—a+b+c).

Notons alors que —a—b—c=a+b—c&S b=—aetque —a+b+c=a—b+c & a=D>b. Par symétrie des roles, deux
des quatre nombres —a—b —c, —a+b+c,a—b+cet a+b—c sont égaux si et seulement si deux des trois nombres
a, b ou c sont égaux en valeur absolue ce qui n’est pas le cas.

Exercice n° 3 :

0 1 2 ... n—1
1 0 1 n—2
1) Pour n > 2, posons A, = 2 1 0o . : . Tout d’abord, on fait apparaitre beaucoup de 1.
: . . 1
n—-1 n-2 ... 1 0

On effectue dans cet ordre les transformations Cy,_1 + C;_1 —C;, puis Cry_2 + C_2—Cy_1 puis ... puis C; « C; —C3,
ce qui ne modifie pas la valeur du déterminant. On obtient

1 =1 ... =1 n-—1
1 -1 Con=2

http ://www.maths-france.fr 1 © Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés.



Puis, on fait apparaitre un déterminant triangulaire en constatant que det(Ly,La,...,Ly,) = det(Ly,Ls + Ly, ...y Ln—1 +

Ly, Ly 4+ L), ce qui fournit :

-1 -1 ... =1 n-—1
-2 X X
An = 0 (1 —n)(=2)"2
L2 X
0 0 n-1
cos aj sin aq
cos az sin ap
2) V(1,j) € [1,n]?, sin(ai + a;j) = sin a; cos a; +cos a; sin a; et donc si on pose C = ) et S = ) ,
COS an sin an
Vj € [1,n], Cj =cosa;jS +sina;C.
En particulier, Vect(Cy, ..., Cyy) C Vect(C,S) et le rang de la matrice proposée est inférieur ou égal a 2. Donc,

Sin =2, det (sin(ai + aj)); ¢ j<, = sin(2a1)sin (2a2) — sin? (a7 + az).

Vn > 3, det (sin (a; + a;))

1<i,j<n

=0.

3) L’exercice n’a de sens que si le format n est pair. Posons n = 2p ou p est un entier naturel non nul.

a O
0 0
A, — 0 a b
0 b a
0 0 0
b 0
1 0
0
=(a+b)? 0
0
0
1
1
0
=(a+b)? 0
0 0

et An = (a+b)P(a—Db)P = (a? — b?)P (déterminant triangulaire).

o

o o

o)

a+b 0 b
0 0 0 0
0 a+b b .
(pour 1 <j <p, G« Cj+Cops1-5)
0 b+a a
0 0 0 0
b+a 0 a
(par linéarité par rapport aux colonnes Cq, Cz,..., Cp)

0

0
a—b

(pOuI‘ p+1<i<2p, Li—Li— I—Zp+17i)~

4) On retranche a la premiére colonne la somme de toutes les autres et on obtient
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1 0

0

1

—(n—-2)

1
1

0
——(n—2)

1 0

0 1
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5) Pour 1 < i< p,

o= ()T )0 )
TR (0)

On effectue alors dans cet ordre les transformations L, = L, —L,_7 puis L,_7 = Ly —L,_ puis ... puis [, «+ L, — L4
pour obtenir, avec des notations évidentes

1 X
det (Ap) = ' 0 Ay | T det(Ap—1).
Par suite, det(Ap) = det(Ap_1) = ... = det(Az) = 1.
6) En développant suivant la derniére colonne, on obtient :
n—2
D, = (X + an—1 ) Xn_] + Z (_])n+k+1 ClkAk,
k=0
X 0 0
X 0 X
N | x x X o 1yn—Tl-kyk
ol Ay = 0 T = =(-1) X* et donc
0 X
0 o0 0 -1
n—2 n—I1
D, = (X+ anq)X“’] + Z(_])n+k+1 ak(_-l)nflkak = X" 4+ Z (lka.
k=0 k=0

Exercice n°4 :

Si deux des b; sont égaux, det(A) est nul car deux de ses colonnes sont égales. On suppose dorénavant que les b; sont
deux & deux distincts.

Soient Aq,..., A, 1 nombres complexes tels que A, # 0.
det (An) = Ldet C C i?\-C- = Ldet (Bn)
n _An Ty eeny n—hj:] i3 _7\11 n)y
ot la derniére colonne de By, est de la forme (R(ai));¢ic, avec R= ; X —|—]b]- .

(X — 01)...(X — Cln_])

(X+1b1)...(X+bn)
sont simples et la partie entiére de R est nulle. La décomposition en éléments simples de R a bien la forme espérée.

On prend R = . R ainsi définie est irréductible (car V(i,j) € {1,...,n}?, a; # —bj). Les poles de R

Pour ce choix de R, puisque R(a;) = ... = R(an—1) =0, on obtient en développant suivant la derniére colonne

det (An) = LR(an)det (An—1 ) )

An
avec
. (=bn —ai)..(=bn—an—1) (aj +bn)...(an_1 +byn)
A= lim (z+4+by)R(z) = = .
" z—)—b“( nR(z) (=bn +b1)ec(=bn + 1) (bn —b1)ee(bny —bn_1)
Donc

(an—ay)...(an—an—1) (bn —b1) ... (b —bn_1)

> p—
vn > 2, det (An) (an + b]) (an + bz) (Cln + bn) . (az + bn) (a1 + bn)

det (An—_1).

En réitérant et compte tenu de det (Aq) = , on obtient

ar + by
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det (An) = 1<i<jgn 1<i<j<n _ Van (aj,...,an) X Van (b],...,bn).
[I (ai+1y) I] (ai+by)
1<i,j<n 1<i,j<n

Dans le cas particulier ou Vi € [1,1n], ai = b; =1, en notant H,, le déterminant (de HILBERT) a calculer :

H, = Van(1,2,...,n)? .
IT G+
1<i,j<n
Mais,
2n
k!

et d’autre part,

n—1 n n—1 1 n
Van(1,2,.,n)= ] G-1= I16-9 :H(“—l)':mnk'
1<igjisn i=1 j=i+1 i=1 k=1

2n
ni2 H k!
k=1

Donc, Vyn > 1, H,, =

Exercice n°5 :
On procéde par récurrence sur n > 1.

e Pour n =1, c’est clair.

e Soit n > 1. Supposons que tout déterminant A, de format n et du type de I’énoncé soit un entier divisible par 2™ 7.
Soit Ap 41 un déterminant de format n+ 1, du type de ’énoncé.

Si tous les coefficients a;j de An1 sont égaux a 1, puisque n+1 > 2, A4 7 a deux colonnes égales et est donc nul.
Dans ce cas, A, 1 est bien divisible par 2™.

Sinon, on va changer petit & petit tous les —1 en 1.

Soit (1,j) un couple d’indices tel que ajj =—1 et A ; le déterminant dont tous les coefficients sont égaux a ceux
de A, 11 sauf le coefficient ligne 1 et colonne j qui est égal a 1.

Ani1 — AT/H_] = det(C1, ..., Cj, ..y Cn) — det(Cy, ..., Cj/, vy Cn) = det(Cy,y ..., G5 — Cj/, oy Cn),

ou C; — Cj' =| —2 | (=2 en ligne i). En développant ce dernier déterminant suivant sa j-éme colonne, on obtient :

Ani1 — Ar/wl = _ZAm

ou Ap est un déterminant de format n et du type de I’énoncé. Par hypothése de récurrence, A,, est divisible
par 2™ 1 et donc Ay 1 — AL 41 est divisible par 2™. Ainsi, en changeant les —1 en 1 les uns aprés les autres, on obtient

T .01

Any1 =1 8 : |, (mod 2™). Ce dernier déterminant étant nul, A1 est un entier divisible par 2™.
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Le résultat est démontré par récurrence.

Exercice n°6 :

En remplacant les colonnes Cy,..., C, par respectivement C; +1Cpny1,..., C +1C2p, on obtient :
_ A+iB B
detC —det( B4iA A )
puis en remplacant les lignes Ly, 1,..., Lon, de la nouvelle matrice par respectivement L;, 41 —1iLy,..., Ly, —il,, on obtient :
det(C) = det ( Al P ) — det(A +iB)det(A — iB) = |det(A +iB)[? € R*.

Exercice n° 7 :

1lére solution.

det(B) = Z g(0) (=1 reMt2ro@tantomq 0 1as:) 20Qo(m)m

oeSn

Y €(0)ae(1),100(2),2-Qo(nyn (car T+ 0(1) +2+0(2) + ... + n+0(n) =2(1+ 2+ ... +n) € 2N)
oeSn
= detA.

2éme solution. On multiplie par —1 les lignes 2, 4, 6... puis les colonnes 2, 4, 6...0n obtient detB = (—1)?PdetA = detA
(ot p est le nombre de lignes ou de colonnes portant un numéro pair).

Exercice n° 8 :

Soit A un élément de My, (C) tel que VB € My, (C), det(A+B) = detA+detB. En particulier, 2det(A) = det(2A) = 2™"detA
puis (2™ — 2) detA = 0 puis detA =0 car n > 2 et donc 2™ —2 # 0. Donc, A ¢ GL,(C).

Si A # 0, il existe une certaine colonne C; qui n’est pas nulle. Puisque la colonne —Cj n’est pas nulle, on peut complé-
ter la famille libre (—C;j) en une base (Cy,...,—Cj,...,C;;) de My 1(C). La matrice B dont les colonnes sont justement
C1’,...,—C;j,...,C}, est alors inversible de sorte que detA + detB = detB # 0. Mais, A + B a une colonne nulle et donc
det(A + B) = 0 # detA + detB.

Ainsi, seule la matrice nulle peut donc étre solution du probléme. Réciproquement A = 0 est solution.
Exercice n°9 :
Le coefficient ligne k, colonne 1 de P? vaut :

n

Zw(k 1) (u— 1)wu 1)(1-1) iwk+l 2)(u—1) _ Z(wk—b—l—Z)u.
u=1

u=1 u=1

Or, vkt 2 =1 & k+1—-2€nZ Mais, 0 < k+1—-2<2n—2<2netdonc,k+1-2cnZ & k+1-2¢c{0,n} &
k+1l=2ouk+1=n+2. Dans ce cas, xx,; = 1. Sinon,

1— (wk—H.—Z)n 1-1
X, 1 = 1 wktt2 T _oktt2 0.
1 0 0
0 1
Ainsi, P2 =n 0
0 1 0o ... 0

Calculons ensuite PA. Il faut d’abord écrire proprement les coefficients de A. Le coefficient ligne k, colonne 1 de A peut
s’écrire a;_y+1 si l’on adopte la convention commode an 11 = a1, an2 = az et plus généralement pour tout entier relatif
K, Qnik = ak.

Avec cette convention d’écriture, le coefficient ligne k, colonne 1 de PA vaut

n 1
Z (k—=1)(u—T1) aliqu] — Z w(kf1)(17v)av

u=1 v=l-n+1
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Puis on réordonne cette somme pour qu’elle commence par aj.

Z w(k (11— v)a _Zwk 1H(1— v)a + Z w(k (11— v)a

v=l-n+1 v=l-n+1
1

_ Z w(k—])(l—v)av + Z w(k—1)(1—w+n)aw+n (en posant w =v +n)

v=1 w=1+1
1 n
— Z w(kf1)(lf\z)av + Z w(kf1)(lfw)aw
v=1 w=1+1

n
1 v=1

I
M-

<
Il

(le point clé du calcul précédent est que les suites ay et wy ont méme période n ce qui s’est traduit par (k=D (I=win)

wk-Nv)g ).

Awin =

Posons alors Sy = Z w& DI g pour k élément de [1,1n]. On a montré que PA = (w k=DA=DS Yicioin-

v=1

mn
det(PA) = det( wk DD Sk <k,1<n H Skdet( = 1)(1_1))1<k l<n (H Sk) det?

n
Donc detP detA = <H Sk> detP. Finalement, puisque detP = Van (1w, w?, ..., w“_1) =0 car les w* sont deux a deux

o k=1
distincts,

! (Zw<k vo- %)

v=1
Par exemple, pour n = 3, detA = (a1 + a2 + a3) (a1 +jaz +j?a3) (a1 +j%az +jasz).
Exercice n° 10 :

On a toujours A X 'comA = (detA)l, et donc

(detA)(det(comA)) = (detA)(det(*comA)) = det((detA)l,) = (detA)™.
Si detA # 0, on obtient det(comA) = (detA)™~'.
Si detA = 0, alors AtcomA = 0 et comA n’est pas inversible car sinon, A = 0 puis comA = 0 ce qui est absurde.
Done, det(comA) = 0. Ainsi, dans tous les cas,
det(comA) = (detA)™ .
SirgA =n, alors comA € GL,,(K) (car det(comA) # 0) et rg(comA) = n.
SirgA < n— 2, tous les mineurs (de format n — 1) sont nuls et donc com(A) = 0. Dans ce cas, rg(comA) = 0.

SirgA =n — 1, il existe au moins un mineur non nul. Donc, com(A) # 0. Par suite, rg(comA) > 1. D’autre part,

A x *(comA) =0 = comA x ‘A =0=Im (‘A) C Ker(comA) = dim(Ker(comA)) > rg(*A) =1gA =n —1
= n—rg(comA) >n—1
= rg(comA) < 1,

nsirgA=n
et finalement si rgA =n — 1, rg(comA) = 1. En résumé, rg(comA) = ¢ 1sirgA =n—1
OsirgA<n—2
Exercice n° 11 :

detA = Z £(0)ag(1),100(2),2--Qo(n),n €t donc la fonction x +— det(A(x)) est dérivable sur R en tant que combinaison

oeSn
linéaire de produits de fonctions dérivables sur R. De plus, en notant Cq, ..., Cy, les colonnes de A,
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! n
(detA)’ = ( 5(6)00(1),1ﬂa(Z),Z-uaa(n),n) = Z e(0) <Z aa(l),l-"aéy(k),k"'acr(n),n)
oESH oESH k=1
n n
= Z £(O')Clg(])‘] ...aé,(k)yk...ag(n)‘n = Z det(Cy, ..., C]/{, ey Cn)
k=10€Sn k=1
Applications.
x+1 1 .. 1
1 x4+ 1
1) Soit An(x) = ; ; . An est un polynome dont la dérivée est d’aprés ce qui précéde,
: . . 1
1 cee e T x 41
n
Al = Z Ox ol &k est le déterminant déduit de A, en remplacant sa k-éme colonne par le k-éme vecteur de la base
k=1

canonique de .#y 1 (K). En développant 8y par rapport a sa k-éme colonne, on obtient §x = An_7 et donc A}, =nA,_;.
On a déja Ay =X+ 1puis Ay = (X+1)2—1=X2+2X ...
Montrons par récurrence que pour n > 1, A, = X* +nX" 1.

C’est vrai pour n =1 puis, si pour n > 1, A, = X™ +nX"" ! alors Al =M+ 1DX"+ (n+1)nX"! et, par
intégration, Ay 1 = X1+ M+ 1)X" +An41(0). Mais, puisquen > 1,onan+1> 2 et A, 1(0) est un déterminant

ayant au moins deux colonnes identiques. Par suite, An1(0) = 0 ce qui montre que An 7 = X" 4+ (n+ 1)X™.

Le résultat est démontré par récurrence.

X+ ag X X
X X+ az
2) Soit An(x) = : : . Ay =det(aje; +xC, ..., anen +xC) ou ey est le k-éme vecteur de
x
X .. oo X Xt an

la base canonique de My, 1(K) et C est la colonne dont toutes les composantes sont égales a 1. Par linéarité par rapport a
chaque colonne, A,, est somme de 2™ déterminants mais dés que C apparait deux fois, le déterminant correspondant est
nul. Donc, A, = det(ajeq,...,anen) +det(aer,...,xC, ..., anen ). Ceci montre que A, est un polynéme de degré inférieur
ou égal a 1.

n
La formule de TAYLOR fournit alors : An = An(0) + XA/, (0). Immédiatement, An (0) = H Qi = Op puis
k=1

AL(0) = i det(ajery .y Cy.ury@nen) = i H ai = on_1.
k=1

k=11i#£k
Donc, A, = 0 + X0 1.
Exercice n°12 :

1) Pour le deuxiéme déterminant, on retranche la premiére colonne a chacune des autres et on obtient un déterminant
triangulaire inférieur dont la valeur est (—1)™~'. Pour le premier, on ajoute & la premiére colonne la somme de toutes
les autres, puis on met (n — 1) en facteurs de la premiére colonne et on tombe sur le deuxiéme déterminant. Le premier
déterminant vaut donc (—1)" "' (n—1).

2) Pour (i,j) élément de [1,n]?, i+j—1)> =j>+2(i—1)j+ (i—1)2. Donc,

v € [1,n], C; =i*(Ni<i<n +2§(i— Dicicn + (A= 1)) 1<i<n.

Les colonnes de la matrice sont donc éléments de Vect ((1)1@@1, i —Dici<n, ((i— 1)2)]<i<n) qui est de dimension
inférieure ou égale a 3 et la matrice proposée est de rang inférieur ou égal a 3. Donc, si n > 4, A,, = 0. Il reste ensuite

1 4 9
a calculer Ay = 1 puis A; = = —7 puis Az = = — — — + — -
lculer A 1 A 13 7 A 4 9 16 225 — 256) — 4(100 — 144) + 9(64 — 81
9 16 25

—31+176 —153 = -8.
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3)

An =det(Cqy.yCr) =det(Cr 4 ...+ C, C2y oy Cr) = (a+ (M =T1)b) | ¢ 1 - - 1],

o . . b
1 b ... b a

par linéarité par rapport & la premiére colonne. Puis, aux lignes numéros 2,..., n, on retranche la premiére ligne pour
obtenir :

1 b b
a—b 0 0
An=(a+(n—1)b) 0 =(a+(Mm—=T1)b)(a—b)™!
0
0 0 0 a-—bD)
4) Par n linéarité, Dy, est somme de 2™ déterminants. Mais dans cette somme, un déterminant est nul dés qu'’il contient
b
b
au moins deux colonnes de x. Ainsi, en posant A,, = det(Cqy +xC,...,Ch +xC) ou Cx = | ax | et C = (1)1<ign, o0
b
b
obtient :
n
An =det(Cy,..., Cn) + Y det (Cry ey Ci1,XC, Cic 1y 00y Crr)
k=1
n
ce qui montre que A, est un polynéme de degré inférieur ou égal a 1. Posons Ay, = AX+ B et P = H(ak — X). Quand
k=1
x = —b ou x = —c, le déterminant proposé est triangulaire et se calcule donc immédiatement. Donc :
. . . . R —bA + B =P(b) _ P(c)—P(b)
ler cas. Sib # c. An(—b) = P(b) et An(—c) = P(c) fournit le systéme { —cA+B="P() et donc A = ——
P(b) —bP
et B= M Ainsi, si b # c,
c—b
P(c)—P(b)  cP(b)—bP(c) .. T
An=— I X+ " ouP—H(ak—X).

k=1

2éme cas. Si b = ¢, I'expression obtenue en fixant x et b est clairement une fonction continue de ¢ car polynomiale en c.
On obtient donc la valeur de A, quand b = ¢ en faisant tendre ¢ vers b dans ’expression déja connue de A,, pour b # c.

Maintenant, quand b tend vers c, —w tend vers —P’(b) et
cP(b) —bP(c)  ¢(P(b) —P(c)) + (c —b)P(c)
c—b B c—b ’
tend vers —bP’(b) + P(b). Si b =c,
n
An =—xP'(b) + P(b) = bP’(b) ot P = | [(ar — X).
k=1

5) Ay =3 et Az = =2x3—2=4. Puis, pour n > 4, on obtient en développant suivant la premiére colonne :

o =N
—_ N =
N —= O

An = ZAn—l —An_2.
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Dou, pour n > 4, Ay — An1 = An_1 — An—32 et la suite (A —An,1)n>3 est constante. Par suite, pour n > 3,
An — An_1 = A3 — Ay = 1 et donc la suite (An)n22 est arithmétique de raison 1. On en déduit que, pour n > 2,
An=A2+(n—2) x1=n+1 (on pouvait aussi résoudre I’équation caractéristique de la récurrence double).

vn>2, An=n+1.
Exercice n°13 :

1) a) Soit X € #»,1(C). AX =B & X =A"'B. Donc, le systéme proposé a une solution et une seule.

n
z a1,j%;

j=1
ks ai,;
D azx; = az,j >
b)B:AX: j=1 :ZX]' . :ZXjCj.
. j=1 : j=1
an)j

n
2 An,jX;
j=1

¢) Soit 1 € [1,n]. Par linéarité par rapport a la i-éme colonne,

n
Ay =det (C1,...,Ci1,B,Cit1y...,Cn) =det | C1y..y,Ciny ) %G, Ciyryenny Cn
j=1

= xjdet (Cy,...,Ci1,Cj,Cit1y...,Cn).
j=1

Quand j # i, det (Cy,...,Ci—1,Cj, Cit1,...,Cn) est un déterminant ayant deux colonnes identiques (la i-éme et la j-éme)
et donc ce déterminant est nul. Quand j = 1, det (Cy,...,Ci—1,Cj, Ciy1,...,Cn) =det (Cy,...,Ci—1,Ci, Ciy1,...,Cn) =
det(A) = A. Donc, A; = x;A puis, A étant non nul,

Ay

Xi:X.

2) a) det(S) =2(m(m —5) —6) + (3(m—5) —3) +7(6 —m) = 2m? — 14m + 12 = 2(m — 1)(m — 6). Le systéme est de
CRAMER si et seulement si m € {1,6}.

e Sim ¢ {1,6}, les formules de CRAMER fournissent alors :

- 1 ‘5‘ 3 ; _4m2—5m—6)—5(3Bm—18)—7(m—6) 2(m—6)2m—9) 2m—9
T2monm-6 |5 3 | 2(m —1)(m —6) T 2m-1)(m—6)  m-_1
B 1 2] g l 25m—39)+(@dm—27)+21  14(m—6) 7

YT am-m-e |5 5 T |7 2(m—1)(m —6) T2m-N(m—6) m-1

B 1 2] 3 ‘5‘ 2(7m—15)+9+7(—4m+15)  —ldm—6) 7
Tamohm-e| 5, 3 | 2(m —1)(m — 6) T 2m-_N(m—6) m—1

81m¢{1,6},y:{(2m_9 7 7 )}

m—1"m—-1 m-—1

2x+z=4-3y

e Sim e {1,6}, det(S) = 0. Le systéme formé par les deux premiéres équations s’écrit { x42z=5—my

X:3+(m—6)y

et équivaut

; 5
), _M-@m+3)y

La derniére équation fournit alors une condition nécessaire et suffisante de compatibilité (les termes en y disparaissent si

m e {1,6}).
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— 14— (2
3+(ﬂ; 6)y+3y+(m_5) (1511+3)y

S14(m—6) =05 m=6.

x+3y+(m—=5z=7&7 =75214+14(m—-5)—-35=0
. R . . . 3 y
Si m =1, le systéme n’a pas de solution et si m = 6, I’ensemble des solutions est . = g,y, -z ) yeR.

b) det(M) = Van(1,2,...,n) # 0 et le systéme est de CRAMER. Posons A = detM. Les formules de CRAMER fournissent

alors pour k € [1,n], xx = Kk ol

1T ... k—1 k+1 n
1 (k—1)% (k+1)2 n?
Ar =Van(l,...,k— 1,0,k + 1,...,n) = (=1)&*!
1 k—1D 1 (k41T nn-!
(en développant par rapport a la k-éme colonne). Par linéarité par rapport a chaque colonne, on a
A = (=DM x 2. x (k—=1) x (k+1)... xn x Van(1,2, ...k — 1,k +1,..,1)
ok Van(1,2,...,1) ke nd
SR v ol vy vy ¥y g v § sy e Sl G e ergm e T

Donc, Vk € [1,n], xi = (—1)k+! (E)

Exercice n° 14 :
(1) = (2). Montrons par récurrence sur n > 1 que : (V(ar,...,an) € E™/ (det(fi(a;))1<ij<n = 0) = ((f1, ..., fn) lice).

e Pourn=1,

(Vaqy € B/ det(fi(a;))1<ij<1 =0) = (Var € B/ f1(ay 0) = (f1 =0) = (fy) liée.

) =
e Soit n > 1. Supposons que (V(aj,...,an) € E™/ det(fi(qj))1<i,j<n =0) = (f1,..., ) lice.
Soient f1,..., fni1 N+ 1 fonctions telles que ¥(ay,...,any1) € EM1/ det(fi(a aj))1<ijent1 = 0.
Si (fy,...,Tn) est liée alors (fq,...,fn41) est liée en tant que sur-famille d’une famille liée. Si (fy,...,fn) est libre, par
hypothése de récurrence, il existe ay,...,an n éléments de E tels que det(fi(a;j))1<ij<n # 0. Mais, par hypothése, on a :

Vx € E, det(fi(cn ), ceny f-l(an), fi(X))]gignJr] =0.

n+1
En développant ce déterminant suivant sa derniére colonne, on obtient une égalité du type Z Aifi(x) =0 ou les A; sont

i=1
n+1

indépendants de x ou encore une égalité du type Z Aify = 0 avec Anqq = det(fi(aj))1<i,j<n # O ce qui montre encore
i=1
que (f1,...,fny1) est liee.

(2) = (1). On suppose que 3(a1,..., an) € E™/ det(fi(a;))1<ijen #0)- Montrons que (f1,...,fn) est libre.
Soit (A1,...;An) € C™ tel que Z?\ fi = 0. En particulier : Vj € [1,n], Z?\ fi(a;) = 0. Les n égalités précédentes

i=1 i=1
fournissent un systéme d’équations linéaires en les A; & n inconnues, n équations, de déterminant non nul et homogéne

ou encore un systéme de CRAMER homogeéne dont on sait qu’il admet pour unique solution (Aq,...,Ay) = (0,...,0). On a
montré que (fy,...,Tn) est libre.

Exercice n° 15 :

1) Soit (Ak);cyen € C™
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Y Mfa,=0=V¥pe[on—1], Y MfP) =0=Vpe[on—1], xR, ) Aale®™* =0
k=1 k=1 k=1

n
= Vp € [0,n—1], Z Akay = 0 (égalités obtenues pour x = 0).
k=1

Les n derniéres égalités écrites constituent un systéme (S) de n équations linéaires & n inconnues Ay, ..., A,. Le déterminant
de ce systéme est Van (aj, ..., an). Ce déterminant n’est pas nul car les ai sont deux a deux distincts. Par suite, (S) est
un systéme de CRAMER homogeéne. (S) admet donc I'unique solution (A1,...,An) = (0,...,0). On a montré que la famille
(faw)1<ign ost libre.

2) Soit (A);<ycy € CP

k(@) ey =0 = Yn e [0,p -1, Z%qu=0
k=1

Il M‘d

Les n derniéres égalités écrites constituent un systéme (S) de p équations linéaires a p inconnues Ag, ..., Ap. Le déterminant
de ce systéme est Van(qr,...,qp). Ce déterminant n’est pas nul car les qi sont deux a deux distincts. Par suite, (S) est
un systéme de CRAMER homogéne. (S) admet donc 'unique solution (A1,...,Ap) = (0,...,0). On a montré que la famille

((qg)“EN)lgkgn est libre.
Exercice n° 16 :

Si zy est laffixe complexe de My et ay est l'affixe complexe de Ay, le probléme posé équivaut au systéme :
Vk € [1,n—1], zx + zk+1 = 2ak et zn + 21 = 2an.

Le déterminant de ce systéme vaut :

T 1 0 0
0
0 [ =1x1" T4 (=)™ x 1™ (en développant suivant la premiére colonne)
0 1
T 0 ... 0 1

=1 (=)™

e Si m est impair, detS = 2 # 0 et le systéme admet une et une seule solution.
On obtient z; = 2a71 — 21, z3 = 2a2 — 241 + 214, Zn = 2an_1 — 2an_2 + ... + 2a2 — 2a7 + z7 et enfin :
20n_1 —20n_2 + ...+ 2a2 — 2a71 +z1 + 21 = 2an,

etdonczy =a;—az+..—an_1+appuisz; =arj+a—az+..+an_1—0an puis zz = —aj +az + az — agq... + adn, ...
puis z, = —a; +a—az+ ...+ an—1 + an.

e Si 1 est pair, detS = 0 mais le mineur formé des n — 1 premiéres lignes et n — 1 derniéres colonnes est non nul. On
résout le systéme constitué par les n — 1 premiéres équations comme un systéme de CRAMER en z3,...,z,. On obtient
zy) =201 — 21, 23 =202 — 201 + Z1yeeey Zn = 20n_1 —2an_2 + ... — 202 + 207 — z7.

La derniére équation fournit alors une condition nécessaire et suffisante de compatibilité :

201 —2an 2+ ..—2a24+2a1 —2z14+2z1 =2an & a1 +az...=ax+ag +...

Cette derniére condition se traduit géométriquement par le fait que les systémes de points (A7, A3, ...) et (A2, A4,...) ont
méme isobarycentre.

En résumé, si 1 est pair et si les systémes de points (A1, A3, ...) et (A2, A4, ...) n”’ont pas méme isobarycentre, le probléme
n’a pas de solution.

Sin est pair et si les systémes de points (A1, As,...) et (A2, As,...) ont méme isobarycentre, le probléme a une infinité de
solutions : My est un point quelconque puis on construit les symétriques successifs par rapport aux points Ay, Az ...
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