Planche n° 35. Déterminants

* trés facile ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice n° 1 : (¥**)

—2a a+b a+c
Montrer que | b+a —2b b+c |=4(b+c)(c+a)la+Db).
c+a c+b —2¢
—2x x+b x+c
Indication : considérer le polynéme x — | b+x —2b b+c
c+x c+b —2c

Exercice n° 2 : (**)

X a b c
Pour a, b et ¢ donnés, dont les valeurs absolues sont deux & deux distinctes, factoriser ‘S >c( )C< 2
c b a X
Exercice n° 3 : (**%*)
Calculer :
a O b
0 a b 0
1) det(li —jl)1<ij<n 2) det(sin(ai + aj))1<ij<n (@1,...,an étant n réels donnés) 3) 0 0
D0 0
0 b a O
b 0 a
X 0 0 Qo
1T 1 ... 1
110 ... 0 -1 X
. } ) . i—1
4) | 0 . T 5)det((nﬂ_l] )) 6) 0
ST )~ 1<i,j<p+1 :
10 ... 0 1 : Lo X Qn_2
0O ... ... 0 =1 X+an
Exercice n° 4 : (¥***) (Déterminant de CAUCHY et déterminant de HILBERT)
1
Soit Ap = <7) ol af,..., Qn, b1,...,bn sont 2n réels tels que toutes les sommes a; + b; soient non nulles. Cal-
ai + by 1<i,j<n

culer detA (en généralisant I'idée du calcul d’un déterminant de VANDERMONDE par l'utilisation d’une fraction rationnelle)
et en donner une écriture condensée dans le cas a; = by = 1.

Exercice n° 5 : (¥***)
Soit A = (aij)1<i,j<n OU, pour tout i et tout j, aij € {—1,1}. Montrer que detA est un entier divisible par 2™'.
Exercice n° 6 : (***) (utilise des déterminants par blocs (hors programme de sup))

A B

Soit (A,B) € (Mn(R))? et C = ( B A

) € Mz, (R). Montrer que det(C) > 0.

Exercice n° 7 : (*¥*)
Soit A = (ai,j)]gi,jgn et B= (bi,j)]gi,jgn avec bi,j = (—])i+j aij. Montrer que detB = detA.
Exercice n° 8 : (¥**)

Déterminer les matrices A, carrées de format n > 2, telles que pour toute matrice carrée B de format n on a det(A +B) =
detA + detB.
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Exercice n°9 : (****) (Déterminant circulant)

aj a ... an
an ar az an—1
An—1 an an—2
Soit A =
az as ... an aq

déduire detA.

Exercice n° 10 : (***)

et P = (w(k_”“_”)Kk‘Lgn ol w = e2'™/M Calculer P2 et PA. En

Soit A € #,,(C), n > 2. Calculer det(com(A)) en fonction de detA puis étudier le rang de com(A) en fonction du rang

de A.

Exercice n° 11 : (***) (Dérivée d'un déterminant)

Soient ai,j ((i,j) élément de [1,n]?) n? fonctions de R dans R, dérivables sur R et A = (ai,j)1<i,j<n. Calculer la dérivée

de la fonction x — det(A(x)).

x+1 1 1 X+ ay X
1 X+ 1 X x+ az
Applications. Calculer : 1) 2)
; S ;
1 1T x+1 X
Exercice n° 12 : (***)
Calculer :
o 1 ... 1 1 1 1
1T 0 . : 1 0
1) |0 o et 2) det ((i+j—1)%)
: w0 1 : 1
1T ... ... 1 0 1 .. 0
ar+x c+x ... c+x 2
b+x ax+x 1
4) : : ak, b, ¢ complexes 5) |
: an—1+X C+X :
b+x b+x an +Xx 0
Exercice n° 13 : (***) (formules de CRAMER)
1) Soient A € GLn(C) et B € #n,1(C). On note Cy, ..., Cn, les colonnes de A.

I<ijsn

X
X
X X+ dap
a b b
b a
3)
a b
b b a
o ... 0
0
2 1
0 1 2

a) Montrer que I'équation AX = B d’inconnue X € .#5 1(C) a une solution et une seule. (Le systéme AX = B est
appelé systéme de CRAMER : c’est un systéme d’équations linéaires & n équations et n inconnues tel que la matrice A

du systéme soit inversible.)

n

b) On note Xp = (xi)1<i<n cette solution. Montrer que B = ij G;.

j=1

A
¢) Montrer que pour tout i € [1,n], x; = Kl o A =det(A) et pouri € [1,n], Ay = det (Cy,...,Ci—1,B,Cit1,...,Cn)

(formules de CRAMER).

2) Applications :

a) Résoudre dans R? en discutant en fonction du paramétre réel m le systéme
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2x+3y+z=4
—Xx+my+2z=5 (S).
x+3y+(m—=5)z=7
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2 ... ...00mn 0

2 2
b) Résoudre le systétme MX =U ou M = 12 see e T etU=|[ 0
1 on—1 nn.71 0

Exercice n° 14 : (***)

Soit E un ensemble contenant au moins n éléments et (fy, f2..., f;,) un n-uplet de fonctions de E dans C. Montrer que les
propositions suivantes sont équivalentes :

1) la famille (fy,...,fy) est libre;
2) il existe n éléments aj, az,..., an dans E tels que det(fi(a;))1<ij<n # 0.

Exercice n° 15 : (*¥**I)

1) Pour a € C, on pose Vx € R, fo(x) = e**. Soient ai, ..., an, n nombres complexes deux & deux distincts.
Montrer que la famille de fonctions (fq, ); <k<n est libre.
2) Soient q1, ..., qp p nombres complexes deux a deux distincts.
. . n .
Montrer que la famille de suites ((qk)neN)lgkgp est libre.

Exercice n° 16 : (***)

Dans le plan, on donne n points Aq, ... , A,. Existe-t-il n points Mj,..., My, tels que A7 soit le milieu de [M7, Mz], A3
soit le milieu de [M2, M3],..., A1 soit le milieu de [My_1, My ] et Ay, soit le milieu de [M;,, M1].
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