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1 Produit scalaire

1.1 Formes bilinéaires

DEFINITION 1. Soit E un R-espace vectoriel.

Une forme bilinéaire sur E est une application @ de E x E dans R qui est linéaire par rapport a chacune de ses deux
variables c’est-a-dire

V (ur,u2,v) € B3, V(A1,A2) € R2, @ (AMyur + A2uz,v) = A1@ (u1,v) + A2¢ (uz,V)
et
Y (u,v1,v2) € B3,V (A1,A2) € R2, @ (u,A\1v1 +2A2v2) = Ao (W, v1) + A20 (1, v2).

L’application ¢ : R? — R est un exemple fondamental de forme bilinéaire (sur R).
(xy) = xxy

DEFINITION 2. Soit E un R-espace vectoriel. Soit @ une forme bilinéaire sur E.

e @ est symétrique si et seulement si V(u,v) € E2, @(u,v) = @(v,u).
e @ est positive si et seulement si Vu € E, @(u,u) > 0.
e @ est définie si et seulement si Vu € E, o(u,u) =0=u=0.

Remarque. Si @ est une forme bilinéaire quelconque, on a nécessairement ¢(0,0) = 0 (ou encore u =0 = @(u,u) =0)
et plus généralement, pour tout u de E, @(u,0) = 0. En effet, pour u € E donné, I'application v — @(u, V) est linéaire et
s’annule donc en 0.

= Commentaire. Si @ est une forme bilinéaire, on peut résumer en une seule proposition les deux mots « définie et positive » : @
est définie et positive si et seulement si

Yu e EN{0}, o(u,u) >0.

Exemples.

e Soit @ : R? x R? — R . @ est une forme bilinéaire (n-linéarité du déterminant en dimension 1)
((5Y), (x,y7) = xy’ —yx/

qui n’est pas définie car si u = (1,0) # (0,0), alors @(u,u) =1 x 0—0 x 1 = 0 mais qui est positive car pour tout

u=(xy) €eR? ou,u) =xy—yx=0=>0.

e Soit @ : R? x R? — R est une forme bilinéaire sur R? qui n’est ni définie car @((1,1),(1,1)) =
((x%y), (x,y")) = xx'—yy’
12 — 12 =0, ni positive car ¢((0,1),(0,1)) =02 —12 = -1 <0.

e Soit @ : R? x R? — R est une forme bilinéaire sur R? qui n’est pas symétrique car @((1,0),(0,1)) =1
(), (x5y7) = xy’
et ¢((0,1),(1,0) =0#1. Q

1.2 Définition d’un produit scalaire

DEFINITION 3. Soit E un R-espace vectoriel.
Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire sur E, symétrique, positive et définie.

Un espace préhilbertien réel est un couple (E, @) ou E est un R-espace vectoriel et ¢ est un produit scalaire sur E.
Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel ou de plus 'espace vectoriel E est de dimension finie.

= Commentaire .
o Dans la pratique, pour vérifier qu'une application de E* dans R est un produit scalaire, on commence par vérifier d’abord la
symétrie puis on vérifie la linéarité par rapport a la premiére variable, la deuziéeme linéarité résultant de la premiére et de la
symétrie :

© (WA v +2A2v2) = @ (Mvi +A2v2,u) = A1 (viyu) + A0 (va, ) =A@ (uyvi) + 20 (w,v2).

o Un espace préhilbertien est un couple (E, @). Si on change l'un des deux éléments de ce ce couple, et en particulier, si on remplace
le produit scalaire @ par un autre produit scalaire sans changer ’espace E, on obtient un autre espace préhilbertien.
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1
Exercice 1. Soit E = R?. Pour ((x,y), (x’,y’)) € E2, on pose @((x,y), (x’,y’)) = xx’ + z(xy’ +yx’)+yy'.

Montrer que @ est un produit scalaire sur E.

Solution 1.
e @ est une application de (RZ)Z dans R.
e Soit ((x,y), (X/)yl)) € E%.

1 1
o((x,y), (x,y") =xx"+ s (xy" +yx') +yy’ =x'x + E(le +y'x) +y'y = o(x',y"), (x,y)).

2
Donc, ¢ est une forme symétrique sur E.

o Soient ((x,y), (x,y"), (x",y")) € B> et (A, 1) € R?.

A Y) +rixyy"), (x", ") = (A 4+ px', Ay + wy '), (x”,y")
1
= (A + px/)x" + 7 (v + x )y 4+ Ay + py )x") 4+ Ay + py)y”
1 1
:>\(XX/I+Z(XHI/+9X/I)+_H9/I) +H<XIX/I+z(xlyll+ylxll)+ylyll)
=2o((x%,y), (x",y")) + ne((x',y"), (x",y").

@ est linéaire par rapport a sa premiére variable puis bilinéaire par symétrie.

2)1&

5 ) > 0. Donc, @ est une forme bilinéaire, symétrique,

 Soit (x,y) € E. 0((x,y), () = %% +xy +y? = (x+
positive sur E.

e Soit (x,y) € E.

plix, ), k) =0 (x+3) 3% o

= (x—&-%)z 32 =0 (car si (x+%)27&00u¥7&0, alors (X+%)2+3%>0)

:>y:Oetx+E:O:>x:y:O

2
= (X)y) =0.

Donc, @ est une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive sur E et finalement, ¢ est un produit scalaire sur E.

Dans la pratique, quand un produit scalaire est donné, le produit scalaire de deux vecteurs u et v est rarement noté
¢ (u,v). Il est fréquemment noté (u,v) ou (uv) ou ulv dans le cas général ou u.v pour faire de la géométrie en dimension 2
ou 3. Si E est R[X] ou RY ou R¥, la notation P.Q ou u.v ou f.g pourrait étre confondue avec le produit de deux polynomes,
de deux suites ou de deux fonctions et serait donc trop ambigiie.

1.3 Exemples fondamentaux

On donne ici une liste de produits scalaires usuels. On n’effectue pas toutes les démonstrations. Les démonstrations
explicitement effectuées constituent des questions classiques de problémes de concours.

e Sur E =R, on pose pour tout (x,y) € R?, x|y = x x y. L’application (x,y) — x[y est un produit scalaire sur R.

e Plus généralement, sur E = R™, on pose pour tout (x,y) = ((x1,...,%n), (Y1,-..,Yyn)) € (R“ , Xy = leyl

L’application (x,y) — x|y est un produit scalaire sur R™ appelé le produit scalaire canonique sur R™ (ou aussi prodult
scalaire usuel sur R™). L’utilisation du mot canonique fait référence a la base canonique en un sens qui sera expliqué plus
loin dans la section « Familles orthonormales ».

o Sur E =M, 1(R), on pose pour tout (X,Y) € (M 1 (R))z, X|Y = XTY (en identifiant une matrice de format (1,1) et son
unique coefficient). L’application (X,Y) — X|Y est le produit scalaire canonique sur My, 1 (R) car si on pose X = bﬁ)]gign
et Y = (yi)1<i<n, alors
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Y1

Y2 =
X'Y=(x1 x2 ... xn) : :inyi.

: i—1

Yn

e Sur E = M, (R), on pose pour tout (A,B) € (Mn(R))z, A|B = Tr(ATB). Vérifions que I'application (A,B) — A|B est

un produit scalaire sur My (R). Posons A = (a ;) et B = (by;)

1<i,j<n 1<i,j<n

n
j i=1

j=1 1<i,j<n

coefficient ligne j, colonne j de ATB

On reconnait le produit scalaire canonique sur M, (R) et en particulier, application (A, B) +— A|B est un produit scalaire
sur My, (R). Ceci achéve la démonstration.

On peut néanmoins vérifier directement, sans référence au produit scalaire canonique, que I'application (A, B) — A|B est
un produit scalaire sur M;, (R) mais ¢’est beaucoup plus maladroit :

- Soit (A,B) € (Mn(R)z. AB =Tr (ATB) =Tr ((ATB) T) =Tr (BTA) = BJA. Dong, 'application (A,B) — A|B est
symétrique.

- Pour tout A € M;, (R), Papplication A — Tr (ATB) est linéaire par bilinéarité du produit matriciel et par linéarité
de la transposition et de la trace.

- Soit A = (aivj)lgi,jgn € Mu(R). Tr (ATA) = Z aij > 0 avec égalité si et seulement si tous les a; j sont nuls et
1<i,j<n
donc la forme bilinéaire, symétrique (A, B) — A|B est définie, positive.
1
e Sur E = R[X], on pose pour (P,Q) € (R[X])?, PIQ = J P(t)Q(t) dt. Vérifions-le explicitement.
0

- Soit (P, Q) € E2. L’application t — P(t)Q(t) est continue sur le segment [0, 1] (en tant que polynéome) et donc
P|Q existe dans R. Ainsi, (P, Q) — P|Q est une application de E? dans R.

1 1

P(t)Q(t) dt = Jo Q(t)P(t) dt = QI|P. Done, I'application (P, Q) — P|Q est symétrique.

- Soit (P,Q) € E2. P|Q :J

0
- L’application (P, Q) — P|Q est bilinéaire par bilinéarité du produit de deux polynoémes et linéarité de l'intégrale.
1

- Soit P € E. PIP = J P2(t) dt > 0 par positivité de D'intégrale. De plus,
0

1
PIP=O¢J P2(t) dt =0
0

=Vt € [0,1], P?(t) = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)

= P =0 (polyndéme ayant une infinité de racines).

Donc, (P, Q) — P|Q est définie, positive.

On a montré que 'application (P, Q) — P|Q est une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive sur E et donc un produit
scalaire sur E.

b
e Sur E = C%([a, b],R), on pose pour (f,g) € E2, fl|g = J f(t)g(t) dt. L’application (f, g) — f|g est un produit scalaire sur

a
E. La démonstration de ce résultat est quasiment identique. Il y a simplement une nuance a la fin de la démonstration :

b
ﬂf:o;\J f2(t) dt =0

a
=Vt € [a,b], f2(t) = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)
= f=0.
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Exercice 2. On note {?(R) I'ensemble des suites réelles (Un)p ey telles que la série de terme général u2 converge
(€?(R) est I'ensemble des suites réelles de carré sommable).

1) Soit (u,Vv) € E2. Montrer que la série de terme général u, v, converge.

2) Montrer que ¢%(R) est un sous-espace vectoriel de 1’espace (RN, +, )

+00
3) Montrer que l'application (u,v) — ulv = Z UnVy est un produit scalaire sur 2(R).

n=0

Solution 2.
1
)2 > 0 et donc [upvn| < 3 (U.fL —|—v$1). Par hypotheése,

. . ) 1
les séries de termes généraux respectifs u,z1 et vi convergent. Il en est de méme de la série de terme général 5 (LLTZ1 + vi)

1) Soit (u,v) € E2. Pour n € N, uZ — 2 [upvn| +vZ = ([un] — vl

On en déduit que la série de terme général u, vy, est absolument convergente et en particulier convergente.
2) 2(R) ¢ RN, De plus, la suite nulle appartient a ¢2(R).
Soient (u,v) € E2 et (A, u) € R%. Pour tout entier naturel n,

(Aun + uvn)2 = )\ZLLTZ1 + 2 uun v, + u,zlv,zl.

Mais alors, la série de terme général (Au,, + uvn)z converge en tant que combinaison linéaire de séries convergentes et
donc Au+ pv € €2(R).

On a montré que E = €(R) est un sous-espace vectoriel de 'espace (RN, +, )

3) e Pour tout (u,Vv) € E?, la série de terme général w,v,, converge d’aprés 1). Donc, (u,v) — ulv est bien une application
5 2
de (6 (R)) dans R.

e Soit (u,v) € E2.

“+o00 “+oo
uly = E UpVp = E Vnln = Vju.
n=0 n=0

Donc, 'application (u,v) — ulv est symétrique.

e Soient (u,v,w) € E3 et (A, n) € R2.

+00
A+ w)lw = D (M + pvn) wa
n=0
“+o00 +o0
=A Z UnWn + 1 Z vaWy (combinaison linéaire de séries convergentes)
n=0 n=0

=Auw+ pvw.

Donc, 'application (u,v) — ulv est linéaire par rapport a sa premiére variable puis bilinéaire par symétrie.

+00
e Soitu e E. uju = Z uﬁ > 0. De plus, si u # 0, 'un au moins des termes de la somme est strictement positif, les autres
n=0
+oo
étant positifs ou nuls et donc uju = Z u,z1 > 0. Ceci montre que (u,v) — ulv est définie, positive.
n=0

+oo
On a montré que Papplication (u,v) — uly = Z UnVy, est une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive sur £2(R) et

n=0
+o00

donc que I'application (u,v) — ulv = Z UnVn est un produit scalaire sur €2(R).

n=0
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1.4 Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ

Théoréme 1 (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ). Soit (E,(, )) un espace préhilbertien réel. Alors,

V(u, )EEZ,\u, <V {wwy /(v v).

De plus, [{(u,v)| = /{(w,u)/(v,v) & (u,v) lice (cas d’égalité de I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).

DEMONSTRATION . Soit (u,v) € E?. Si u = 0, I'inégalité est immédiate et est une égalité : [(0,v)] = 0 = /{0, 0)/(v, V).
Dorénavant, u # 0.

Pour A € R, posons

P(A) = (Mt — v, Au —v) = A% (u, u) — 2A(1, V) + (v, V).
Puisque u # 0, on a (u,u) # 0 et donc P est un polyndéme du second degré a coeflicients réels. Puisque pour tout A € R,
P(A) = AMu—v,Au —v) > 0, P est de signe constant sur R. Le discriminant réduit du polynéme P est donc négatif ou nul. Ceci
fournit :

0= A = ((u,v)* — (u,u)(v,v)

puis ((1,v))? < (u,u)(v,v). En tenant compte du fait que (u,u) > 0, (v,v) > 0 et que 1/((u,v))* = |(1,v)|, en prenant la racine
carrée des deux membres, on obtient

v <V {uu)y/ (v, v).

Déterminons maintenant les cas d’égalité :

V) =/ (u)y/(vv) ©@u=00u(u#0et A’ =0)
Su=0o0u(u#0et I € R/ P(Ao) =0)
Su=0o0u(u#0etIAo € R/ (Aou—v,Agu—v) =0)
Su=0o0u(u#0etINg € R/v=2Au)

&S (uw,v) lice.

On note qu'une forme équivalente de I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ est : ({1, v))? < (u,u)(v,v).

Exemples. Puisque qu’un produit scalaire a des aspects multiples, 1'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ a des aspects mul-
tiples. Enongons-en explicitement deux versions :

e Dans R™ muni du produit scalaire canonique, 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ s’écrit :

Y ((Xi)1<i<n)(yi)1gi<n) € R™M?, (x1Y1 + ... +xnyn)* < (x% +...+x,21) (y% +...+yﬁ) .
b
e Dans C([a,b],R) muni du produit scalaire (f, g) — J f(t)g(t) dt, 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ s’écrit :

a

5 b 2 b b
v(f,g) € (C°(la, b}, R))?, (J f(t)g(t dt) < <J () dt) <J ¢(t) dt>.

Exercice 3. Soient ay, ..., an, n réels strictement positifs. Montrer que

1 1 5
(ar+...4an) | —+...+— ) =n“.
ay an

Préciser les cas d’égalité.

Solution 3. Soient aj, ..., an, n réels strictement positifs. D’apreés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

(a1+...+an)<al]+... > <i - ><i<\]ﬁ)z>
o) < (£1) -

< n
© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 6 http ://www.maths-france.fr
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1 1
\/—a_],...,\/—a_n

i€ [1,n], a; = A. Ceci impose a A d’étre strictement positif. Réciproquement, si A est un réel strictement positif,

De plus, si on a ’égalité, alors il existe un réel A tel que (\/ai,...,/an) = A ( ) ou encore, pour tout

1 1
A+...+A) <X+"'+X) :nAx%:nz.

1
En résumé, pour tous réels strictement positifs ay, ..., an, (a1 +...+ an) (— T —) > n? avec égalité si et
ar an

seulement si les a; sont égaux.

b b

1

Exercice 4. Soit & = { (J f(t) dt) (J ) dt) , T continue et strictement positive sur [a, b]}.
a a

1) Déterminer Sup(&).

2) Déterminer Inf(&). Vérifier qu’il s’agit d’'un minimum et préciser les fonctions en lesquelles ce minimum est atteint.

1
Solution 4. Pour chaque fonction f, continue et strictement positive sur [a,b] (de sorte que — est aussi continue et

b b
1
strictement positive sur [a, b]), on pose @(f) = J f(t) dt J — dt |.
a a (1)

1) Pour o > 0, on considére la fonction fy : x +— e**. Chaque fonction fy est continue et strictement positive sur [a, b]
et donc, pour tout o« > 0, @ (f«) € €. Ensuite, pour o > 0,

b b
1
P (frx) = J eoct dt J e’“t dt | = — (e“b — eo‘a) (_efcxb + efoca)
a a X
=— (eoc(bfa) + ex(a=b) _2) )
o
1 ex(b—a)
De plus, puisque b —a > 0, 2 (e“(bia) +exlart) — 2) N 2 — 400 d’aprés un théoréme de croissances
“ x—+00 [0 x——+00

comparées. Ainsi, € est une partie de R qui n’est pas majorée. On en déduit que

Sup(€) = +oo.

2) Soit f une fonction continue et strictement positive sur [a, b]. D’aprés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

De plus, on a I’égalité si et seulement si la famille de fonctions <\/1?, ) est lice. Ceci équivaut a l'existence d'un réel

A
V/f(t)

En résumé, pour toute fonction f, continue et strictement positive sur [a, b], @(f) > (b — a)* avec égalité si et seulement
si la fonction f est une constante strictement positive. Ceci montre que Inf(€) existe dans R, est un minimum et enfin

Vi

ou encore, pour tout t € [a, b], f(t) =A.

strictement positif A tel que, pour tout t de [a,b], /f(t) =

)2

Inf(&) = Min(&) = (b — a)?.
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2 Norme hilbertienne

2.1 Deéfinition d’une norme

DEFINITION 4. Soit E un K-espace vectoriel (K = R ou C). Une norme sur E est une application de E dans R vérifiant
les quatre axiomes :

1) ¥x € E, N(x) > 0 (positivité).

2) Vx € E, (N(x) =0 = x =0) (axiome de séparation).

3) Vx € E, VA € K, N(Ax) = |AIN(x) (homogénéité).

4) V(x,y) € B2, N(x +y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire).

Un couple (E,N) ot E est un K-espace vectoriel et N est une norme sur E s’appelle un espace vectoriel normé (e.v.n.
en abrége). Les espaces vectoriels normés sont étudiés en maths spé.

Une norme est fréequemment notée || ||. Sur E = R, la valeur absolue | | est une norme, mais 'application x — 2|x| est
aussi une norme sur R. De maniére générale, si E est un R-espace vectoriel non réduit a {0}, on peut montrer qu’il y a une
infinité de normes sur E.

On verra au paragraphe suivant que I'application || [ : u = (x,y) — |[ull2 = /X% +y? est une norme sur R?, appelée
norme euclidienne usuelle. L’exercice suivant fournit deux autres exemples de norme sur R?.

Exercice 5. Pour (x,y) € R%, on pose ||(x,y)|[1 = x|+ [yl et ||(x,y)|loo = Max{[x], [y[}.

Montrer que || |1 et || |loo est une norme sur R2.

Solution 5.
Montrons que || ||1 est une norme sur R2. || ||; est une application de R? dans R.

e Soit u = (x,y) € R%. |[uljs = x| + [y| = 0.

e Soit u = (x,y) € R? tel que ||u|; = 0. Alors, |x| + [y| = 0 puis [x| = |y| = 0 puis x =y = 0 et donc u = 0.

e Soient u = (x,y) € R? et A € R. N(Au) = [Ax|+ Ayl = A[(Ix] + ly) = Al

e Soient u = (x,y) € R? et v=(x',y") € R%. [[u+v|1 =x+x|+y+y'| <X+l +x1+y]= ]+ v

On a montré que || ||; est une norme sur R2.
Montrons que || ||oo est une norme sur R?. || ||« est bien une application de R? dans R.
e Pour u= (x,y) € R?, |uf e = 0.
e Soit u = (x,y) € R? tel que |[u|/oo = 0. Alors, Max{|x/|, [y[} = 0 puis x| < 0 et [y| < 0 puis x =y = 0 et donc u = 0.
e Soit u = (x,y) € R% et A € R. Si par exemple, x| > |y, alors [Ax| = [Al[x| > |Ally| = |Ally| et donc
W40 = Max{IAxl, Ayl} = Ax] = Alx] = (N[t oo

e Soient u = (x,y) € R et v=(x',y’) € RZ. [x +x'| < x| + x| < [|[tlloo + [Vl €t [y +Yy'I < Iyl +y'| < |[it]loo + [[V]|oo-
Par suite,

w4 [loo = Max{lx +x', [y + y'I} < [wfloc + [[V]|oo-

On a montré que || ||o est une norme sur R2.

Quand une norme est donnée, on peut mesurer la distance entre deux vecteurs :

DEFINITION 5. Soit E un K-espace vectoriel (K =R ou C) et N une norme sur E. La distance associée & cette norme
est 'application d définie sur E2 par :

V(X,U) € EZ) d(X)y) = N(U _X)-
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=Ny —x)

Cette distance a les propriétés suivantes :

Théoréme 2.

1) ¥(x,y) € E2, d(x,y) > 0.

2) Y(x,y) € B2, d(x,y) =0

3) ¥(x,u) € E2, d(x,y) = d(y, x).
4) Y(x,y,2) € E?, d(x,y) <

DEMONSTRATION . 1) est vrai par positivité de N. Si x et y sont deux vecteurs de E tels que d(x,y) = 0, alors N(x —y) =0
puis x —y = 0 d’aprés laxiome de séparation et donc 2) est vrai.

Soient x et y deux éléments de E. d(x,y) = N(y —x) = N(—(x—y)) =|— 1 N(x —y) = N(x —y) = d(y, x). Donc, 3) est vrai.
Soient enfin x, y et z trois éléments de E.

d(x,y) =Ny —=x) =N({y —z) + (z—x)) < N(y —z) + N(z —x) = d(x,z) + d(z,y).

Donc, 4) est vrai.

a
DEFINITION 6. Un vecteur u de E est dit unitaire pour la norme N si et seulement si N(uw) = 1.
2.2 Définition de la norme hilbertienne
Théoréme 3. Soit (E,(, )) un espace préhilbertien réel. Pour x € E, on pose ||x|| = /(x,x).
I ]| est une norme sur E.
DEMONSTRATION .  Pour tout x de E, (x,x) est un réel positif et donc ||x| existe dans R. Ainsi, || || est une application de E
dans R.
e Soit x € E. [|x]| = v/(x,x) = 0.
e Soit x €E. ||x]| =0= /{(x,x) =0= (x,x) =0=>x=0.
e Soient x € E et A € R. [|Ax|| = /(Ax, Ax) = /A2(x,x) = VAZ{/(x,%x) = [Al[|x]|.
e Soit (x,y) € EZ.
e+ yll* = (x+y,x +y) = (6%) + 204 9) + () = [IXI1* + 206, y) + lyll®
<l + 2106 y) + [lyll?
< X+ 20/ 06 )V (Y, y) + [Jyl)? (d’apres Iinégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
= [IxII* + 2l 1yl + [hyll* = (Il + [yl

et donc, en prenant la racine carrée des deux membres, ||x + yl| < ||x|| + [ly]-
On a montré que || || est une norme sur E. a
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DEFINITION 7. Soit (E, (, )) un espace préhilbertien réel. Pour x € E, on pose ||x|| = 1/(x,x).

La norme || || est appelée norme hilbertienne si E est de dimension quelconque, norme euclidienne si E est de
dimension finie et dans tous les cas, norme associée au produit scalaire (, ).

Dans R™, la norme euclidienne usuelle est application notée || ||2 et définie par :

V(X1y.eoyXn) €R™ [[(x1y.0 0y xn)]l; = /X3 + ... +X2.

C’est la norme associée au produit scalaire canonique sur R™.

On s’intéresse maintenant aux cas d’égalité de 'inégalité triangulaire pour la norme hilbertienne :

Théoréme 4. Soit (E,{, )) un espace préhilbertien réel. Soit || || la norme associée au produit scalaire (, ).

Pour tout (x,y) € E2, [x+y|| = [|x]| + |ly]| & x =0o0u (x #0 et I € Rt/ y = Ax).

= Commentaire. On a l’habitude de résumer le théoréme précédent avec la phrase un peu fausse : « linégalité triangulaire est
une égalité si et seulement si x ety sont colinéaires et de méme sens » (la phrase est un peu fausse car dire que x ety ont méme
sens ne veut rien dire quand x ou Yy sont nuls).

DEMONSTRATION . Reproduisons les différentes étapes ayant permis d’établir I'inégalité triangulaire dans le théoréme 3 :

e+ yll* = (e yyx+y) = (6x%) + 200 Y) + (yy) = [Ix]1° + 206, 9) + [yl
IXII* + 210 y) + [y

IXI1? + 24/ 06 y) v/ (Y, ) + |lyl|* (daprés Dinégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
= [IxlI* + 2lpxllyll + hyll* = (il + [y lD?

<
<

On a l’égalité si et seulement si chacune des inégalités intermédiaires est une égalité car si 'une des inégalités intermédiaires est
stricte, alors ||x +y||? < (|[x|| + [ly||)*. Donc,

I+ yll = Il + llyll & b+ yll* = (Il + l[ylh*
& 105 9)1 = Vi VI, y) et (xy) = [(xy)l
& (x,y) lice et (x,y) € R* (cas d’égalité de I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
Sx=00u(x#0et INER/y=Met (x,Ax) € R")
&Sx=00u(x#0et IA € R/y=Axet Ax||* € R")
Sx=00u(x#0et IAeR"/y=»Ax) (car six #0, |[x]|* > 0).

a

Il ne faut pas croire que toute norme est associée a un produit scalaire ou encore, il ne faut pas croire que si N est une
norme, il existe nécessairement un produit scalaire (, ) tel que, pour tout x € E, N(x) = 1/ (x, x).

Le théoréme 4 est un outil parmi d’autres permettant de se convaincre qu'une norme donnée n’est pas une norme hilber-
tienne : si on trouve un cas d’égalité de I'inégalité triangulaire ot les vecteurs ne sont pas « colinéaires et de méme sens »,
la norme considérée ne peut étre une norme hilbertienne.

Vérifions par exemple que la norme || || de I'exercice 5 (pour tout u = (x,y) € R?, |[u]s = Max{|x|,[yl}) n’est pas
une norme euclidienne sur R?. Soient u = (1,1) et v = (1,0). Il est clair que u et v ne sont pas colinéaires. Pourtant,
[u+ Vo =12, N]loo =2 =141 = [[u]loo + |[V||co- Donc, || ||c ne peut étre associée a un produit scalaire.
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utveo =2 = [[ufloo + [Vl

Ainsi, pour la norme || ||oo, « le plus court chemin n’est pas toujours la ligne droite » car le trajet en ligne droite joignant
les deux points rouges et le trajet en deux étapes, passant par le point bleu ont la méme longueur.

Par contre, pour toute norme N, « la ligne droite est toujours un plus court chemin » : soit w un vecteur et A un réel
positif.

N(uw) + N(Auw) = N(uw) + [AIN(w) = (1 + A)N(u)
puis

N+ Au) = N((T+2A)u) =1+ AN(u) = (1 +A)N(u) = N(u) + N(Au).

2.3 Carré scalaire d’un vecteur

DEFINITION 8. Soit (E, (, )) un espace préhilbertien réel. Soit u un vecteur de E.

Le produit scalaire de u par lui-méme peut se noter u? et s’appelle le carré scalaire du vecteur u. On a donc

2 2
ull” = {uw) =’

Avec cette nouvelle notation, on a immédiatement les identités remarquables suivantes (par bilinéarité et symétrie du
produit scalaire) :

Théoréme 5. Soit (E, (, )) un espace préhilbertien réel.

o V(u,v) € B2, (u+v)? =u? +2(u,v) +12.
o V(u,v) € B2, (u—v)? =u? —2(u,v) +12.

o V(u,v) € B2, (u+v,u—v) =u? -2

2.4 Identités de polarisation

Les égalités ||[ul| = 1/{u,u) ou |[u? = (u,u) sont des égalités exprimant la norme (hilbertienne) en fonction du produit
scalaire. Il s’avérera utile le moment venu de savoir aussi exprimer le produit scalaire en fonction de la norme uniquement.
C’est 'objet du théoréme 6 qui donne les identités de polarisation :

Théoréme 6. Soit (E,(, )) un espace préhilbertien réel.

o V(u,v) € B2, (u,v) = 5 (fu+v]|* — [[u]]? — [v]|?).

o V(u,v) € B2, (,v) = 5 (ull® + [v]|* — [fu = v]|?).

Bl = N =N =

o V(u,v) € B2, (1,v) = - ([[u+v[* — [[lu—v|]?).

DEMONSTRATION .  La premiére identité découle de I'identité ||u+v||? = |[u||? +2(u,v) +|[v]|* et la deuxiéme découle de 'identité
2 2 2
[w = = [fuf|” = 2{uw,v) + v

La troisiéme identité s’obtient en retranchant membre & membre les deux égalités précédentes.
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2.5 Théoréme de PYTHAGORE

Théoréme 7 (théoréme de PYTHAGORE). Soit (E, (, )) un espace préhilbertien réel. Soient u et v deux éléments
de E.

[+ vl2 = ull? + vII* & () =0.

DEMONSTRATION .  Soient u et v deux vecteurs. [[u+v||? = [[u||* + |[v||* + 2(u,V) et par suite,

[u+vI* = J[ull® + VII* & (u,v) =0.
0

On dira plus loin (ou on rappellera) que deux vecteurs u et v sont orthogonaux pour le produit scalaire { , ) si et
seulement si (1,v) = 0. Le théoréme de PYTHAGORE affirme donc que [[u+ v||? = |[u? + |[v||? si et seulement si u et v
sont orthogonaux. On note que le théoréme de PYTHAGORE est désormais une équivalence et que l'expression « d’aprés
la réciproque du théoréme de PYTHAGORE » devient obsoléte.

,Q
X
2 _ 2 2
> v [u4v[|7 = [[ufl + v
r
u
On peut se demander si le théoréme 7 se généralise a strictement plus de deux vecteurs. Soient 1, ..., Un, N vecteurs de

E. Par bilinéarité et symétrie du produit scalaire, on a

n
2 2
lur + ..o+ un | :ZHuiH +2 Z (ui, uj).
i=1

1<i<j<n

n
Ainsi, si pour tout couple (i,j) € [1,n]? tel que i # j, on a (u;,u;) = 0, alors |ju ot un|® = Z [ui]|®. Mais la

i=1
n

réciproque est fausse car l'égalité [[ug + ...+ U.n||2 = Z Huin n’entraine rien de plus que Z (ui,uy) =0.
i=1 I<i<jsn

2.6 Identité du parallélogramme

Théoréme 8 (identité du parallélogramme). Soit (E,( , )) un espace préhilbertien réel. Soient u et v deux
éléments de E.

lu+ Vil + Ju =) =2 (Jul® + v]]?) -

DEMONSTRATION .  Soient u et v deux vecteurs. ||u + v||* = |[ul|® + |[v||* + 2(w,V) et |Ju—v||* = |Jul|* + [[v]|* — 2(u,Vv). En
additionnant membre & membre ces deux égalités, on obtient

u+ vl + e =vI? =2 (Jfull® + IvI1) -
K

On interpréte géométriquement cette égalité. Si u et v sont deux vecteurs, w+v et uw— v sont les diagonales du parallélo-
gramme bati sur uet v :

vl 4w =vlI2 = w2 + V]2 + f[wl? + [[v]]?
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Ainsi, la somme des carrés des longueurs des diagonales d’un parallélogramme est égale a la somme des carrés des longueurs
des cotés.

3 Orthogonalité

3.1 Vecteurs orthogonaux

DEFINITION 9. Soit (E, (, )) un espace préhilbertien réel. Soient 1 et v deux éléments de E.

Les vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulement si (u,v) = 0.

I1 faut prendre garde au fait que (u,v) =0 % uw=0ouv =0 (mais bien str, u =0 ouv =0 = (u,v) = 0 ou encore,
le vecteur nul est orthogonal & tout vecteur).

3.2 Orthogonal d’une partie

DEFINITION 10. Soit (E, (, )) un espace préhilbertien réel. Soit A une partie de E.

Si A est non vide, 'orthogonal de A, noté AL, est I’ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux & tous les
vecteurs de A :

At ={yecE/WEA, (x,y)=0}.

Si A est vide, I'orthogonal de A est E par convention :

ot =E.

Notation. Quand A est un singleton {x} oil x est un élément de E, A+ = {x} s’écrit plus simplement x. Ainsi, si A # @,
onaAt = ﬂ xT.
XEA

La premiére propriété importante de I'orthogonal d’une partie est d’étre toujours un sous-espace vectoriel de E, méme si
A n’est pas un sous-espace vectoriel de E :

Théoréme 9. Soit (E,(, )) un espace préhilbertien réel. Soit A une partie de E.

AL est un sous-espace vectoriel de E.

DEMONSTRATION .  Si A est vide, AT =E est un sous-espace de E. Dorénavant, A # &.
Le vecteur nul est orthogonal & tous les vecteurs de A et donc 0 € A™.

Soient (y1,y2) € (AL)Z et (AM,A2) € R?. Pour tout x de A, par bilinéarité du produit scalaire, on a

Ayt +A2y2) = A6 y1) +A2(x,y2) =0,

et donc My1 +Ay2 € A~. Ceci montre que AL est un sous-espace de E. |

Théoréme 10. Soit (E, (, )) un espace préhilbertien réel. Alors

{0 =E et E* ={0}

DEMONSTRATION .  Tout vecteur de E est orthogonal au vecteur nul et donc E C {0} puis E = {0}*.

Soit y € E*. y est donc orthogonal a tout vecteur de E et en particulier, y est orthogonal & lui-méme : (y,y) = 0. Ceci impose y = 0.
Donc, E+ € {0} puis EX = {0} car E* est un sous-espace de E.

a

Théoréme 11. Soit (E,(, )) un espace préhilbertien réel.

1) V(A,B) € (P(E))2, (A C B= B+ C AL).
2) VA € P(E), AL = (Vect(A))*L.

DEMONSTRATION .

1) Soit (A,B) € (P(E))? tel que A C B. Si A = @, alors B* € E = A*. Sinon, A # @ puis B # & car A C B. Dans ce cas, pour y € E,
yeEBT =W eB, (x,y) =0=Vx €A, (x,y)=0=yecA .
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Ceci montre encore une fois que Bt ¢ A+,
2) Soit A € P(E). Si A = &, alors Vect(A) = {0} puis (Vect(A))* = E = AL, Dorénavant, on suppose A # &.
Puisque A C Vect(A), on a (Vect(A))- € A+ d’aprés 1). Inversement, tout élément de A est orthogonal & tout élément de A puis

a toute combinaison linéaire d’éléments de A par bilinéarité du produit scalaire. Ceci montre que A+ C (Vect(A))* et finalement
que At = (Vect(A))™ . a

Théoréme 12. Soit (E, (, )) un espace préhilbertien réel. Soit F un sous-espace vectoriel de E.
1) FNF+ = {0}
2) Fc (F1)

DEMONSTRATION .

1) FN FL est un sous-espace de E en tant qu’intersection de sous-espaces de E. En particulier, {0} ¢ FNF*. Inversement, si x est un
élément de FNFL, x est en particulier orthogonal & lui-méme et donc x = 0. Ceci montre que FNFH {0} puis que FNFX ={0}.

2) Un élément de F est orthogonal a tout vecteur orthogonal a tous les vecteurs de F et donc est un élément de (Fl)l. Ceci montre
que F C (FL)L.
a

= Commentaire. On pourrait s’attendre a ce que le bi-orthogonal (FJ‘)J', plus simplement noté F-+, soit égal a F. Ceci est

FLL

faux en général mais difficile a appréhender en maths sup. En maths spé, on analyse des exemples ot linclusion F C est stricte.

Néanmoins, on verra plus loin que si E est un espace euclidien ou encore si dim(E) < 400, alors F = Ft+.

Exercice 6. Soit (E,(, )) un espace préhilbertien réel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

Montrer que (F+ G)* =F+- N G*.

Solution 6. FCF+ G et G C F+ G. Donc, (F+G)- Cc FLet (F+G)t C G* puis (F+G)F c F-nG*.

Inversement, un élément de F- N G est orthogonal & tout élément de F et & tout élément de G puis & toute somme d’un
élément de F et d'un élément de G par bilinéarité du produit scalaire. Ceci montre que F- NG+ C (F+ G)* et finalement
que (F+G)* =F- NG,

4 Familles orthonormales

4.1 Deéfinition

DEFINITION 11. Soit (E,{, )) un espace préhilbertien réel. Soient I un ensemble non vide d’indices puis (ei);.; une
famille d’éléments de E indexée par I.

La famille (e;);c; est orthogonale si et seulement si
V(Ia]) € Iza (1 3&] = <€i,ej> = 0)
La famille (e;);; est orthonormale (ou orthonormée) si et seulement si

Tsii=j

.. 2 DN s
V(i,j) € I, (ei,€5) = b —{ Osiisj

Remarques.

e 1] est clair qu’'une famille orthonormale est en particulier une famille orthogonale.
e La condition (ei,e;) = 1 est équivalente a la condition ||ei|| = 1 ou encore les vecteurs d’une famille orthonormale sont
unitaires.

Exemples. On munit E = R? du produit scalaire usuel.

e Soient uy = (1,1) et vi = (1,0). (u;,vi) =1 x141x0 =1 # 0. Donc, la famille (u;,v;) n’est pas une famille
orthogonale.
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e Soient uy = (1,1) et vo = (1,=1). (uz,v2) =1x1+1x (=1)=0et Hu2||2 =12 +12 =2 +#1. Donc, la famille (uz,v>)
est une famille orthogonale mais n’est pas une famille orthonormale.

D

_]--

oSoientu—(LL)etv—(i—L) (u v>—LXL+LX(—L)—Oet||u||2—||v|2—
2

1\* 1
— | 4+ —=| =1. Dong, la famille (u3,v3) est une famille orthonormale.
() +(5) e vs)

N
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4.2 Propriétés

Théoréme 13. Soit (E,(, )) un espace préhilbertien réel.
Une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls est libre.

Une famille orthonormale est libre.

DEMONSTRATION . Il suffit de démontrer le résultat quand la famille de vecteurs est finie.

e Soient n € N* puis (ei)1gign une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls. Soit (}‘i)1gign € R™.

Z)\iei =0=Vje Iﬂ)n]]» <ei)Z)\iei> =0

i=1 i=1
=Vj € [1,n], Z Ai{ei,ej) =0 (par bilinéarité du produit scalaire)
i=1
= Vj € [1,n], Aj(ej,ej) =0 (car pour i #j, (ei,e;) =0)
=Vje[l,n], Aj =0 (car ¢; # 0 = (ej, ¢5) #0).

Ceci montre que la famille (e;) est libre.

1<i<n

e Une famille orthonormale est en particulier une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls. Donc, une famille orthonormale est
libre.

a

Exercice 7.
-I 27T
1) Pour (n,p) € N*, calculer %J sin(nx) sin(px) dx.
0

2) Pour n € N* et x € R, on pose s, (x) = sin(nx). Montrer que la famille (sy), . est libre.

Solution 7.

1) Soit (n,p) € (N*)Z. ;TJ sin(nx) sin(px) dx = EJ (cos((n —p)x) — cos((n +p)x)) dx.
0 0
Sin#p,alorsn—p#0et n+p#0 (car n+p > 2). Dans ce cas,

27 27

=0.

Tt

27 27 . . 27
1 L sin(nx) sin(px) dx = 2]—“ L (cos((n —p)x) —cos((n+p)x)) dx = 21_7-[ {Sm(:l_—pP)X) B s1n(£ln—:-pP)X)h

Sip =n, alors

27t 27t 27t . 27t
:T[JO sin(nx) sin(px) dx = %J sin?(nx) dx = LJ (1 —cos(2nx)) dx = iﬂ <27‘[— {M} ) =1.

En résumé,

27
Y(n,p) € N, %J sin(nx) sin(px) dx = dn p.
0

2) Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues sur R et 27-périodiques (a valeurs dans R). Pour (f, g) € E2, posons

27
(flg) = :—TL f(x)g(x) dx.

Vérifions que ( | ) est un produit scalaire sur E. (| ) est une application de E? dans R, clairement bilinéaire et symétrique.

1 27
De plus, pour f € E, (f|f) = %J (f(x))? dx > 0 et enfin,
0

1 27
(flf) =0 = —J (f(x))? dx =0
TJo

= Vx € [0,271, (f(x))? =0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)
= Vx € R, f(x) = 0 (par 27t-périodicité)
= f=0.
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Donc, (| ) est un produit scalaire sur E. D’aprés 1), la famille (sn),,cy. est une famille orthonormale de I'espace préhil-
bertien (E, (|)). En particulier, la famille (sy),, . est libre.

4.3 Procédé d’orthonormalisation de SCHMIDT

On se donne un sous-espace vectoriel F de dimension finie n de 'espace euclidien (E,(, )). On va dégager un procédé
permettant d’obtenir une base orthonormée (eq,...,e,) de F connaissant une base (u,...,uy) de F.

Théoréme 14. Soit (E,(, )) un espace préhilbertien réel. Soient n € N* puis (Ui)y<icn une famille libre de n
vecteurs de E.

Il existe une famille orthonormale (e;), <ign €t une seule telle que
1) Vk € [1,n], Vect (ui)1gt<k = Vect (€i)q i<k
2) Vk € [1,n], (uk,ex) > 0.

DEMONSTRATION . Soit (w1,...,uUn) une famille libre. On montre par récurrence sur n existence et 'unicité de la famille
(61,...,en).

e Soit n = 1. La famille (ui)1gi<1 = (uy) est libre. En particulier, u; # 0 et donc 1y endendre une droite vectorielle D = Vect (u1).
On veut que Vect (e1) = Vect (u1) et donc nécessairement e; € Vect (wg). Par suite, il existe A € R tel que e; = Auy.

1 1
Ensuite, [[e1]| = [[Awi|| = |Al|Jwi]| puis |le1]| =1 = Al = —— = e1 = £——w; (il n’y a plus que deux vecteurs e; possibles

[[ur ]l [[url
mais 'unicité de e; n’est pas encore assurée).
Enfin, (w,e1) = A{ur, wi) = A[w||%. Par suite, (wi,e1) >0 = Aljwi||* >0 = A >0 car |w* > 0. Donc, nécessairement,

el = —uw
[[ur

Ceci montre 'unicité du vecteur ey. Réciproquement, e; est un vecteur non nul de la droite Vect (u1) et donc Vect (e1) = Vect (u1).

. 1 1 .
Ensuite, |le1] = Tl |[wi]] = 1. Enfin, (ui,e1) = ol X [ur]|* = [[wi]] > 0. Donc, le vecteur e; convient.
w w
e Soit n > 1. Supposons le résultat acquis pour n. Soit (wy,...,Un,Un+1) une famille libre de n + 1 vecteurs de E.
En particulier, (w,...,un) une famille libre de n vecteurs de E. Par hypothése de récurrence, il existe une famille orthonormale
(e1,...,en) et une seule verifiant : pour tout k € [1,n], Vect (1)) cici = Vet (ui); ;¢ et pour tout k € [1,n], (ex,w) > 0.
Il reste a vérifier lexistence et I'unicité de en41 tel que (eq,...,en,ent1) soit orthonormale, puis
Vect (e1,...,en,ent1) = Vect (Wi, ...y UnyUns1) €6 (Uni1,ens1) > 0.
Nécessairement, en1 € Vect (€1,...,en,ent+1) = Vect (W1,...,Un,Un1) = Vect (e1,...,en,Un+1) et donc il existe des réels Ay,
n

, An et A tels que ent1 = Auni + Z?\iei.
i=1
Soit 1 € [1,n]. Nécessairement,

0= <en+1)ei> :)\ un+1)el Z e])el *7\<un+1»el>+7\i (*)

et donc Ay = —A(Un+1,€i) puis ens1 = Aejq ol

n
/
€ntl = Un+1 — Z(un+1 ,€i)€i.
i=1
n
Le vecteur e, = Uni1 — E (Un+1, €i)eq ne peut étre nul car dans le cas contraire, un1 € Vect (e1,...,en) = Vect (u1,...,uUn)

i=1
1

ce qui contredit la liberté de la famille (w1, ..., Un, Uny1). Légalité ||ent1]| = 1 impose [A| = puis ent1 =+ ehi

. I L. . H n+1 H X Hen+] H
(de nouveau, il n’y a plus que deux possibilités pour eni1 et c’est la condition de signe (Un+1,en+1) > 0 qui va nous permettre

de choisir entre ces deux possibilités). On a

n n

(Uns1yeni1) = (Una1yUney — Z(un+1,€i>ei> = [unsi | — Z(un+hei>2-
i=1 i=1

Vérifions que la derniére quantité est strictement positive. Mais,

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 17 http ://www.maths-france.fr



n

Uny1 — Z<Un+1 ) ei>ei

i=1

2 n n
= <Un+1 - Z<Un+l»ei>ei> Un41 — Z<Un+hej>ej

i=1 j=1

n n n
= ||un+l ||2 72<un+1yz<un+hei>ei> + <Z<un+lyel 1> Z un+l)e]

i=1 i=1 j=1

n
= luner? *ZZ<un+hei>z + Z (Unt1yei) (Unit, €5) (e, €5)

i=1 1<i,j<n

n n
= [luns ||2 —ZZWHM& + Z (Uni1,€0)” = [[ung HZ - Z(unﬂ»ei)Z = (Uns1y i)
i=1 i=1

i=1

n 2

Un+1 — Z(un+1 ) ei.>e1'.

i=1

n

>0 (car Uni1 — Z(unﬂ,ei)ei #0). Or, (Uni1,ent1) = AMUni1y€mi1)-
im1

Donc, {tuns1,eh,1) =

1

La condition (uni1,en+1) > 0 et le fait que (uni1,e5.1) > 0 impose A > 0 puis en 1 = /.1 Ceci montre I'unicité

el
du vecteur e, 1.

Il reste a vérifier que le vecteur ey 1 convient. Le vecteur eny1 est bien défini (car e, ; # 0) et unitaire. Les égalités (+) montrent

que en1 est orthogonal aux vecteurs e, ..., en et finalement, la famille (e1,...,en,en41) est orthonormale. Ensuite,
n
Vect (ely---»en»en+l) = Vect (e])"')en)e‘r,l+]) = Vect | e1,...,en,Unt1 — § <un+1)et> i | = Vect (8], »en»un+1)
i=1
= Vect (W1, ..., Un,Unt1) .
1 1 = ’
Enfin, (Wni1,ent1) = (Unt1,€n4q) = Uns+q — E (Unt1,eider]| =|lensr] > 0 car la famille (wiy...,Un, Uni1)
Em llenl =
est libre. Donc, le vecteur e, 1 convient.
L’existence et I'unicité de la famille (eq,...,en) est démontrée par récurrence.
a

= Commentaire.

o La démonstration précédente commence par le cas n =1 o0 on apprend a créer, pour un vecteur non nul w donné, un vecteur e
unitaire, colinéaire a4 W et de méme sens que u : « on divise W par sa norme ». On dit que ’'on a normé le vecteur .

o La démonstration aurait été certainement plus bréve si on n’avait pas voulu a tout priz 'unicité de la famille (e,...,en) grice
la condition Yk € [1,n], (ux,ex) > 0.
n
o A ce stade du chapitre, on n’a pas les moyens de comprendre la signification du vecteur Wny1 — Z(un“ ,ei)ei ou aussi de com-
i=1
n 2
prendre pourquoi on a considéré l’expression |[Uni+1 — Z(unﬂ s ei>ei
i=1
plus loin sur la signification géométrique de ces calculs, dans le paragraphe « projection orthogonale ».

. On ne peut que constater que ¢a marche. Nous reviendrons

o Sila famille (W, ..., un) est déja orthonormée, il est clair que son orthonormalisée est elle-méme. Plus généralement, si la famille

1 1
(Wiy...,un) est orthogonale (et libre), son orthonormalisée est la famille (Wu1,...,mun>.
u Un

o On note enfin que si F = Vect (wr,...,un) ot (W1,...,un) est libre, alors (w1,...,un) est une base de F et son orthonormalisée
(e1,...,en) est une base orthonormée de F (puisque d’autre part, F = Vect(e1,...,en)).

DEFINITION 12. Soit (E,{, )) un espace préhilbertien réel. Soient n € N* puis (Wi)1<icn une famille libre de n
vecteurs de E.

La famille (ej,...,en) du théoréme 14 s’appelle l'orthonormalisée de SCHMIDT (ou plus simplement
I'orthonormalisée) de la famille (ui);¢icp-

On doit absolument mémoriser :
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Définition de I’orthonormalisée de la famille libre (uq,...,u,) :
C’est I'unique famille orthonormale (eq,...,e,) telle que

e Vk € [1,n], Vect (uy,...,ux) = Vect (eq,...,ex).
e Vk € [1,n], (uk,ex) > 0.

Procédé d’orthonormalisation de SCHMIDT.
1

e1 = ——uy.
[

1

letil]

eVke[l,n—1], exs1 = e, ol

k

/
€1 = Ukl — z (Wir1,ei)es.
i=1

Exemple. On se place dans E = R® muni du produit scalaire usuel. Soit P le plan d’équation 3x —y + 2z = 0. Une
base de ce plan est (uy,uz) ou wy = (1,3,0) et up = (0,2,1). On veut maintenant une base orthonormée de ce plan.
L’orthonormalisée (e, e2) de la famille libre (u;,uz) convient.

1 1

[ || —@—\/?Puis e = Wm :\/—]—0@3»0)-
<u2,e1>:0><\/—]_0+2><\/—]_0+1 xOZﬁpuiS
e) =uy; — (uy,er)e; = (0,2,1) — % X \/L]_O(l,?s,O) = 1]—0(—6,2,10) = %(—3,1,5).
el = 23T T8 = 2 s e et = 73 1S
Une base orthonormée de P est (e7,ez) ot e; = \/L]_O(1,3,O) et e; = \/%(—3,1,5).

1

Exercice 8. On munit E = R3[X] du produit scalaire : V(P,Q) € (RZ[X])Z, PIQ = J P(t)Q(t) dt. Déterminer une
0
base orthonormée de 1’espace euclidien (E, | ).

Solution 8. On pose Py = 1, P; = X et P, = X? de sorte que (Po, P1, P2) est une base de R, [X]. Déterminons I’orthonormali-
sée (Eo, E1, E2) de la famille libre (Po, P1, P2). On pose au passage Q1 = P1—(P1,Eo)Eo et Q2 = P2— (P2, Eo)Eo— (P2, E1)Eq
(les notations Ej et Ej ne peuvent pas étre utilisées puisqu’elles désignent les dérivées des polynomes Eq et E;).

1
. [Po]® = j 12 dt = 1. Done, [Eo = 1]

1
1
° (Pl,E()}:J tdt:z puis
0

Ensuite, ||Q |2—J] (t—l>2 dt—J1 (tz—t—l—l) dt—l_l l—lpuis
P It 0 2 0 4 3274 12

+
E =|Q]—”Q1 =V12 x—]> =V302X-1).
1

Donc, |E; = V32X —1)|.

1 1
1
e (P2, Eo) :L t? dt = 3 et (P2, 1) :\/§J

0

(2t3—t2) dt =3 (% — %) = @ puis

Q2 =P2— (P2, E0)Eo — (P2, E1)Ey :xz—g—— x V32X —=1)=X2 =X+ —.
Ensuite,
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1 2 1
4
IIQzH2=J (tz—t+1) dt:J (t4—2t3+—t2—3+l>dt

0 6 o 3037 3
_1 2,4 1 1 36904803045 1
"5 479 6 36 180 180’

puis

_ 1 o,= 2 x4 1) 2 2
EZ_HQzHQz \/@(x x+6> V5 (6X2 —6X +1).

Donc, |E; = V5 (6X* —6X +1) |.

Une base orthonormée de I'espace euclidien (R2[X], | ) est (Eo, E1, E2).

4.4 Bases orthonormeées

Une base orthonormée (ou orthonormale) de I’espace préhlibertien (E,(, )) est, comme son nom lindique, une base de
I'espace E qui de plus est une famille orthonormée. Rien ne prouve qu’une telle base existe.

4.4.1 Existence de bases orthonormeées en dimension finie

Théoréme 15. Soit (E,(, )) un espace euclidien de dimension finie non nulle n.

Il existe au moins une base orthonormée de E.

DEMONSTRATION . Puisque E est de dimension finie non nulle n, E admet au moins une base (u,...,un). Cette base est en
particulier une famille libre. Soit (ej,...,en) son orthonormalisée.
(e1y...,en) est une famille orthonormée et en particulier, (e1,...,en) est une famille libre. Puisque card (e1,...,en) =n = dim(E) <
+00, (e1,...,en) est une base de E et finalement (ej,...,en) est une base orthonormée de E.

a

Si E est de dimension infinie, on ne sait pas dire a 'avance si l'espace préhilbertien (E,(, )) admet au moins une base
orthonormée. Mais cela ne veut pas dire qu’il n’y en a pas. Par exemple, si on munit R[X] du produit scalaire canonique :

1+ H(k) (k)
Y(PQ) € (R[X])za (P,Q) = Z : k!(O) X S k!(O)

(vérifiez qu’il s’agit bien d’un produit scalaire), la base canonique

k=0

(X™) hen st une base orthonormée de I'espace préhilbertien (R[X], (, )).

Théoréme 16 (théoréme de la base orthonormée incompléte). Soit (E, (, )) un espace euclidien de dimension

finie non nulle n. Soient p € [1,n] puis (e1,...,ep) une famille orthonormée de E.

Sip < m, il existe des vecteurs ep1, ..., en tels que (e1,...,ep,€p41,...,€n) soit une base orthonormée de E.
DEMONSTRATION .  (e1,...,€p) est une famille orthonormée et en particulier, (e1,...,ep) est une famille libre de E. On peut
la compléter en (e1,...,ep,Ups1,...,Un) une base de E. Les vecteurs f1 = ey, ..., fp = e, vérifient les conditions : (f1,...,fp)
est orthonormeée, Vk € [1,p], Vect (f1,...,fx) = Vect (e1,...,ex) et Vk € [1,p], (fx,ex) > 0. Par unicité, ce sont donc les premiers
vecteurs de l'orthonormalisée de la famille (e1,...,ep,Upr1,...,Un).

L’orthonormalisée de la famille (e1,...,ep,Ups1,...,Un) s’écrit donc (er,...,ep,ep11,...,€n) et convient.
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4.4.2 Expression des coordonnées, du produit scalaire et de la norme en base orthonormée

Théoréme 17. Soit (E,(, , )) un espace euclidien de dimension finie non nulle n. Soit (es,...,en) une base ortho-
normée de cet espace.
n n
1) VxeE, x= Z(x, ei)ei ou encore, si on pose x = inei, alors
i=1 i=1
Vie [1,n], xi = (x,eq).
n n n
2) Y(x,y) € B2, (x,y) = Z(x, ei)(y, ei) ou encore, si on pose x = inei ety = Zyiei, alors
i—1 i=1 i=1

n
(Y) =D Xy
i=1

n n
E (x, €)% ou encore, si on pose x = E xiej, alors

i=1 i=1

3) Vx € E, ||x]| =

DEMONSTRATION .

1) Soit x € E. Posons x = ijej ou (X1,...,xn) € R™. Soit 1 € [1,n].

j=1
n n
(xve)) =) xj(ee) = ) x38:5 = xi.
j=1 j=1

2) Soit (x,y) € E2. Posons x = inei ety = Zgiei ol (X1y...,xn) € R™ et (y1,...,yn) € R™.
i=1 i=1
(xy) = <Z Xiei»zyjei> = > xyilene) = Y xiydi; =) Xy
i=1 j=1 1<h,j<n 1<i,j<n i=1
3) Soit x € E. Posons x = ijej ol (X1,...,%Xn) € R™. D’aprés 2),

=1

Xl = v (% %) =

5 Projections orthogonales. Symétries orthogonales

5.1 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace de dimension finie

On commence par analyser le cas ou (E, (, )) est un espace euclidien.

Théoréme 18. Soit (E, (, )) un espace euclidien. Soit F un sous-espace vectoriel de E.
1) dim (Fl) = dim(E) — dim(F).

2) E =F@ F! ou encore F* est un supplémentaire de F.

DEMONSTRATION .

1) Le résultat est clair si E = {0} ou F = {0} ou F = E. Dorénavant, E n’est pas réduit a {0} et F n’est ni {0}, ni E (ce qui impose

dim(E) > 2). Soient n = dim(E) puis p = dim(F) € [1,n — 1]. Soit (er,...,ep) une base orthonormée de F (qui existe puisque
F est de dimension finie). D’aprés le théoréme de la base orthonormée incompléte, il existe des vecteurs epy1, ..., en tels que
B =(e1,...,€py€pt1,...,€n) soit une base orthonormée de E.

n
Soit x € E. Posons x = inei ol (X1y...,xn) € R™.

i=1
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xcFtexc (\/ect(61,...,(ap))l
S x e (61,...,ep)J‘ (d’apres le théoréme 11, page 13)
&S vie[l,p], (x,ei) =0
& Vie [1,p], xi =0 (puisque B est orthonormée et d’aprés le théoréme 17)
& x € Vect (ept1y...,€n).
Donc, F+ = Vect (ep+1y...5en). On en déduit que dim (Fl) =n—p =dim(E) — dim(F).

2) D’aprés le théoréme 12, FNF- = {0} et d’aprés 1), dim(F) + dim (Fl) = dim(E). On en déduit que E = F @ F+.
a

Ainsi, si E est de dimension finie et F est un sous-espace vectoriel de E, F- est toujours un supplémentaire de F. F-
s’appelle le supplémentaire orthogonal de F. On peut alors tenter de se représenter la situation par un dessin du genre :

FL

En dimension infinie, on a toujours F N F+ = {0}. Mais on verra en maths spé qu’il est possible que E # F + F- et donc
que F et FX ne sont pas toujours supplémentaires. Le dessin ci-dessus peut donc étre une représentation mentale
complétement fausse dans le cas de la dimension infinie. Néanmoins, on va voir que le théoréme 18 reste vrai dans le
cas ou dim(E) = +o0 et dim(F) < 400 :

Théoréme 19. Soit (E, (, )) un espace préhilbertien réel. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

Alors, E = F@® F ou encore F- est un supplémentaire de F.

DEMONSTRATION . Encore une fois le résultat est clair si F ={0} ou si F = E. On suppose dorénavant que {0} g F g E. On note

p € N* la dimension de F. Puisque F est de dimension finie, il existe (e1,...,ep) base orthonormée de F.

P
Soit x € E. Soit y = Zgiei cF.

i=1

x—yeF &x—y GVect(eh...,ep)l(:)x—y € (61,...,613)l

e Vvie[l,p], (x—y,ei) =0 Vie [1,p], (y,ei) = (x,e1)
S Yie[l,p], yi = (x,ei) (d’apres le théoréme 17 et puisque (er,...,ep) est une base orthonormée de F).

P
Ainsi, pour tout x € E, il existe un vecteur y de F et un seul tel que x—y € F* & savoir y = Z (x, ei) ei. Ceci montre que E = FOF*.

i=1

a
Théoréme 20. Soit (E, (, )) un espace euclidien. Soit F un sous-espace vectoriel de E.
Alors, F-+ =F.
DEMONSTRATION . D’apreés le théoréme 12, F est un sous-espace vectoriel de F-+. De plus,
dim (F“) — dim(E) — dim (Fl) = dim(E) — (dim(E) — dim(F)) = dim(F) < +oo.
On en déduit que F-+ =F.
a
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5.2 Projections orthogonales
5.2.1 Projection orthogonale sur un vecteur non nul

Soit (E,{ , )) un espace préhilbertien réel. Soit u un vecteur non nul. D = Vect(u) est une droite vectorielle et en
particulier, un sous-espace vectoriel de dimension finie. D’aprés le théoréme 19, D+ est un supplémentaire de D dans E
ou encore E = D @ D*. Donc, tout vecteur x de E est, de maniére unique, somme d’un vecteur y de D et d’un vecteur z
de D+ :

X=y+z

Le vecteur y est par définition le projeté de x sur D parallélement & D+. y s’appelle le projeté orthogonal de x sur la
droite D ou aussi, par abus de langage, le projeté orthogonal du vecteur x sur le vecteur u. Il se note py (x).

On veut exprimer le vecteur py, (x) en fonction des vecteurs x et w. Le vecteur py, (x) est colinéaire & u. Donc, il existe un
réel A tel que py(x) = Au. Le vecteur x — py, (x) est orthogonal & u et donc

0= (x—pulx),u) = (x—Au,u) = (x,u) = A{u,u) = (x,u) — 7\||uH2v

et donc A = ) = )

. On retiendra :
(ww)  ffu?

Projeté orthogonal sur un vecteur non nul u.

. (xw)
oy JE

Vx € E, pulx) =

Projeté orthogonal sur un vecteur unitaire u.

Vx € E, pu(x) = (x,u)u.

X, U
On note que dans I’expression %, la norme de u est au carré et pas a I’exposant 1. Pour s’en rappeler, on peut faire la
u
constatation qui suit. Il est clair que le projeté du vecteur x sur le vecteur 2u est le méme que le projeté du vecteur x sur
le vecteur u. Il s’agit dans les deux cas du projeté orthogonal du vecteur x sur la droite D. Ceci fonctionne bien quand le

dénominateur est au carré :
_ (2w

Pl = i

(x,u)
(]

Exercice 9. On munit R?® du produit scalaire usuel. On se donne un vecteur unitaire u = (a,b,c). Déterminer la
matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur le vecteur u.

oW
{u,u)

(2u) =

u=pu(x)

mais ne fonctionne pas avec ’expression u, la norme de ce dernier vecteur doublant quand u est doublé.

Solution 9. On note B la base canonique de R3. Puisque le produit scalaire considéré est le produit scalaire canonique,
la base canonique est orthonormée. Pour tout vecteur v = (x,y,z) de R3, (puisque u est unitaire)

Pu(v) = (u,v)u = (ax + by + cz)(a,b,c) = (a’x + aby + acz, abx + b?y + bez, acx + bey + cz) .
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a’x + aby + acz a’? ab ac pe
Puisque abx +b%y+bcz | =| ab b? be Yy |, la matrice demandée est
acx + bey + ¢’z ac bc ¢? z
a’ ab ac
Matg (pu) = | ab b? be
ac bc ¢?

= Commentaire.

o On rappelle que la trace d’une projection est son rang. Ici, la trace de la matrice est a* +b% +c? ou encore 1. 1 est effectivement
la dimension de Vect(u) ou encore le rang de pu.

o On montrera en maths spé que la matrice d’une projection orthogonale dans une base orthonormée est une matrice symétrique.
C’est effectivement le cas ici.

5.2.2 Projection orthogonale sur un hyperplan

Soit (E,(, )) un espace euclidien de dimension n € N* (donc E est de dimension finie). Soit H un hyperplan de E. H*
est un sous-espace de dimension n — (n — 1) = 1 ou encore H* est une droite vectorielle. Tout vecteur non nul de H*
engendre donc H. Ceci conduit & la définition suivante :

DEFINITION 13. Soit (E, (, )) un espace euclidien de dimension n € N*. Soit H un hyperplan de E.

Un vecteur normal & I’hyperplan H est un vecteur non nul et orthogonal a H.

Un théoréme immédiat est :

Théoréme 21. Soit (E,(, }) un espace euclidien de dimension n € N*. Soit H un hyperplan de E. Soit n un vecteur
normal & H. Alors

H=n".
Théoréme 22. Soit (E,(, )) un espace euclidien de dimension n € N*. Soit B = (ey,...,en) une base orthonormée
de E.
Soient (a1y...,an) € R\ {(0,...,0)} puis H 'hyperplan d’équation a;xj + ...+ anx, = 0.
Un vecteur normal & H est le vecteur u de coordonnées (aj,...,a,) dans la base B.

DEMONSTRATION . Soit u = E aiei. Soit x = E xiei un vecteur de E. Puisque la base B est orthonormeée,
i=1 i=1
(U, x) = ar1x1 + ...+ anXxn

et donc

xeHS axi+...+anxn =08 (4,x) =0& x e u.

Donc, H = ut ou encore u est un vecteur normal a H.

a

Dirigeons nous maintenant vers une expression du projeté orthogonal d’un vecteur x de E sur un hyperplan H de E. Soit
donc H un hyperplan de vecteur normal n (on revient a la notation n qui ne sert plus a désigner la dimension de E).
Puisque py = Idg — py L, pour tout vecteur x de E, le projeté orthogonal de x sur H est

PH(x) = x—prlx) = x — <|’;|'|‘2>n

On retiendra :

Projeté orthogonal sur un hyperplan, de vecteur normal n.

x,n)

— .
[l

vx € E, pul(x) =x
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Exercice 10. On munit R3 du produit scalaire usuel. Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection
orthogonale sur le plan P d’équation 3x +1y —z = 0 dans la base canonique de R3.

Solution 10. On note B la base canonique de R3. La base B est orthonormée pour le produit scalaire considéré. Un
vecteur normal au plan P est le vecteur n = (3,1, —1). Pour tout vecteur u = (x,y,z) de R3,

un)  X+y—z

et donc
Ix+y—z
pr(u) =u—pn(u) = (x,y,Z)—?BJ,—U
1
ﬁ(zx—?sy +3z,—3x+ 10y + z,3x +y + 10z)
et donc
1 2 -3 3
Matgpp = ﬁ -3 10 1
3 1 10

1
On note que la matrice obtenue est symétrique. On note aussi que sa trace est ﬁ(z + 10+ 10) = 2 qui est aussi la

dimension de P ou encore le rang de pp.

5.2.3 Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie. Distance a un tel sous-espace

On rappelle que si F est un sous-espace de E de dimension finie, alors E = F @ F+. On peut donc énoncer :

DEFINITION 14. Soit (E, (, )) un espace préhilbertien réel. Soit F un sous-espace de E de dimension finie.

La projection orthogonale sur F est la projection sur F parallélement a F*.

Une projection orthogonale est en particulier une projection. Rappelons alors les différentes propriétés qui en découlent.
Soient F un sous-espace de E de dimension finie puis pr la projection orthogonale sur F. La projection associée a pr est

PrL-

® Pr°PF = PrF-
® PFOPFL = PrL OPF =0et Pr+pre = Ide.
o F =1Im (pr) = Ker (prr) = Ker (Idg — pr) = {vecteurs invariants par pg} et F* = Ker (pg) = Im (pr.).

On va maintenant déterminer une expression du projeté orthogonal pr(x) d’un vecteur x sur un sous-espace F non réduit

a {0} et de dimension finie, quand on connait une base orthonormée (eq,...,ex) de F.
Soit x un vecteur de E. Il existe (A1,...,Ax) € R¥ tel que
k
(X) = Z Ai€i.
i=1
De plus, puisque (er,...,ex) est une base orthonormée de F et que pg(x) est un vecteur de F, on sait que pour tout

i€ [1,k], At = (pr(x), ei). Le vecteur pg(x) est alors déterminé par la condition : x — pg(x) € F*. Or,

x—pr(x) € FX & x —pr(x) € (Vect (e, ..., ex)) "
(

@X_pF( ) €1y...,€ )J_
& Vie [1,k], (x— ( ),e >
&S Vi e [1,K], (x,ei> (pr ><:>V16 [1,k], Av = (x,ei).
On a obtenu :
k

Vx € E, PF(X) = Z<X) ei>ei-
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On peut donner une autre lecture de l'expression ci-dessus. Pour i € [1,k], notons p; la projection orthogonale sur le
vecteur unitaire e;. On sait que

Vx € E, pi(x) = <X) ei>ei-

On a donc
k k
VX EE pr(x) =) (xedei=) pilx).
i=1 i=1
On peut énoncer :
Théoréme 23. Soit (E, (, )) un espace euclidien. Soient F un sous-espace de E non réduit a {0} puis (ej,...,ex) une

base orthonormée de E. Alors,

k

Vx € E, pr(x) = Z<X» ei)e;i.

i=1

e On peut maintenant revenir sur les calculs effectués au cours de 1’étude du procédé d’orthonormalisation de SCHMIDT.
n

En fin de démonstration (page 17 et 18), nous avons da établir que 'expression |[un 1 Hz —Z(unH ,ei)? était strictement
i=1

positive. C’est immédiat si on prend la peine d’interpréter géométriquement I’expression.

Puisque (e1,...,en) est une base orthonormée de F = Vect (eq,...,en), le projeté orthogonal de u,, 1 sur F est

n

Pr (Un1) = Z<un+1 ) €i)€i.

i=1
Toujours puisque (eq,...,en) est une base orthonormée de F,

n n

2 : 2 2 2
D (unine)? = [pr(uni)lI® puis  funir P =) (Wnir,e0)? =[funal|* = Ipr (wnia)]|
i i

Les vecteurs pr (Un41) d’une part, et uni1 — pr (Uny1) d’autre part, sont orthogonaux (pr (uni1) € F et uny1 —
Pr (Wny1) € FY) et ont pour somme Wy 1. D’aprés le théoréme de PYTHAGORE,

2 2 2
luns1]l” = llpr (Wne) |7 + [unst — P (Wng1)|

et donc

2 2 2
[un1ll” = IpF (Wne) 1 = lunsr —pr (uns1)[” > 0.

e
Unt1 —PF (Wni1)

Pr (Uni1)

e On va maintenant définir la distance d’un élément x de E & un sous-espace F de dimension finie de E. De maniére
générale, si A est une partie non vide de E et x un élément de E, Uensemble de réels {||x —yl|, y € A} et une partie non
vide et minorée (par 0) de R. {|[x —yl|, y € A} admet donc une borne inférieure dans R, qui est un réel positif. On peut
donc poser

DEFINITION 15. Soit (E, (, )) un espace préhilbertien réel. Soient A une partie non vide de E et x un élément de E.

La distance de x a A est :

d(x,A) = Inf{|lx —yl|, y € A}.
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Théoréme 24. Soit (E,(, )) un espace préhilbertien réel. Soient F un sous-espace de dimension finie de E et x un

élément de E.

D vy ek [x—yll =[x —=pr].

2) Wek x—yll=lx—prll &y =pr(x).

3) d(x,F) = Min{|[x —yll, y € F} = [[x = pe(x)|| = [[pr+ (x)|.

DEMONSTRATION . Soit y € F. x —y = (x —pr(x)) + (pr(x) —y) avec pr(x) —y € F (car pr(x) € F, y € F et car F est un
sous-espace de E) et x—pr(x) € F* (ainsi, x—y est hypoténuse d’un triangle rectangle et x —pr(x) est 'un des cotés de ce triangle).

D’apreés le théoréme de PYTHAGORE,

I =ylI* = 110 = Pe(x)) + (Pr () = WII* = lIx = P + [[pe(x) = ylI* > e —pr (0]
Ainsi : Yy € E, ||[x —y]| = [[x — pr(x)]|. De plus, on a I’égalité si et seulement si ||pr(x) —y|| = 0 ce qui équivaut a y = pr(x) (pr(x)
étant effectivement 'un des vecteurs de F).

Ceci montre que {||[x —y||, y € F} admet un minimum, que ce minimum est atteint pour y = pr(x) et uniquement pour y = pr(x) et

finalement que

A, F) =[x =pe(x)|| = llpee (X -

x —Pr(x)

1

Exercice 11. On munit R, [X] du produit scalaire (P, Q) — (P|Q) = J P(t)Q(t) dt.
0

Déterminer la distance de X2 a R [X].

Solution 11.

e (Po,P1) = (1,X) est une base de R;[X]. Déterminons son orthonormalisée (Eq, E1).
1
[[Pol|? :J dt =1 puis ||Po|]| = 1 et finalement Ey = 1.

0
1
1 1
(P1]Eo) :J tdt= 5 puis P; — (P1]Eo) Eo =X — 3 Ensuite,
0

5 1 -I 2 1 ]
P71 — (P1]Eo) Eol| :J (t_i) dt:J <t2—t+Z>dt_
0 0

et donc Eq :\/1_2<X—%) =3(2X—-1).

Wl =
NI —
ENg—
sl =

e Une base orthonormée de F = Ry [X] est (Eo, E7). Le projeté orthogonal de Q = X? sur F est
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Pr(Q) = (Q[Eo) Eo + (QIEq) Ey.
1

1
(Q|Eo) = L t2 dt = Dot (QIE1) = \/§L (2> —t?) dt =3 G - %) = g Donc,

W

1
pr(Q) =3+ ><\/§(2X—1):X—g.

Ensuite,

1Q— (QJIZ—J] 2ty 2dt—J1 t4—2t3+ﬁ—£+l dt
o - 6 ~Jo 3 3 36
1 1 4 1 1 36-90+80—30+5

27576 3%~ 180

Exercice 12. On munit My, (R) du produit scalaire canonique : (A,B) — (A|B) = Tr (ATB).

1) Montrer que (Sn(R))" = An(R).
1 1 1
2)Soit A=| 0 1 1
0 0 1

) . Déterminer la distance de A a 83(R).

Solution 12.
1) Soit (A, B) € 8, (R) x An(R).
(AB) =Tr (ATB) =Tr (A (-B")) = —Tr (B'A) = —(BIA) = —(A[B)
et donc 2(A|B) = 0 puis (A|B) = 0.
On a montré que Y(A,B) € 8n(R) X An(R), (A|B) = 0 et done ¥B € Mn(R), (B € An(R) = B € (sn(R))l). Par suite,
An(R) C (8n(R))".

Enfin, A, (R) et (Sn(R))L sont deux sous-espaces supplémentaires de 8, (R) dans M, (R) et ont donc méme dimension
finie. On en déduit que A, (R) = (Sn(R))L.

0 0
Ps,(r)(A) = B puis

1T 11
2) Soit A = ( 0 1 1 ) . A g’écrit de maniére unique sous la forme A = B + C avec B € 83(R) et C € A3(R). On a
1

d(A,83(R)) = [A=B[ =[[C]|.

11 1.0 0
T 1 |- 110
0 1 1T 11

On sait que la partie antisymétrique de A est

o

1
C= 0
0

NI —

Par suite,
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Pour en finir momentanément avec les projections orthogonales, I'exercice suivant propose une caractérisation des projec-
tions qui sont des projections orthogonales.

Exercice 13. Soit (E,|) un espace euclidien. Soit p une projection.

Montrer que : p est une projection orthogonale si et seulement si Vx € E, ||p(x)]| < ||x]|.

Solution 13.
e Soient F un sous-espace de E puis p = pr la projection orthogonale sur F. Montrons que ¥x € E, [|p(x)|| < ||x]|.

Soit x € E. Puisque p(x) € F et x —p(x) € F*, le théoréme de PYTHAGORE permet d’affirmer que

= pWIIF + IIx— )| = lp())?

[x]I> = [p(x) + (x — p(x))] ,

et done [x] > p(x)].

e Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires puis p la projection sur F parallélement & G. On suppose que ¥x € E,
llp(x)|| < ||x||. Montrons alors que G = F+.

Le résultat est clair si F = {0} ou G = {0} (dans ce cas F* = E = G ou F* = {0} = G). Dorénavant, on suppose que F et G
ne sont pas réduits a {0}.

Soit (x1,%x2) € (F\{0}) x (G\{0}). Pour tout A € R, le vecteur x = x7 + Axz a pour projeté p(x) = x7 (tous les vecteurs
X1+ Ax2, A € R, ont le méme projeté). Soit A € R. L’hypothese ||p(x)|| < ||x] fournit
Ixall* = I CI? < [Ixl? = I + Mzl = e | 4+ 24 (xalx2) + A% [z

Ainsi, pour tout réel A, A? ||xz||2 +2A (x1]x2) > 0. L’application A — A2 HXZHZ + 2A (x1]x2) est un trindme du second degré
(car ||x2||* # 0) positif sur R. Le discriminant réduit de ce trinome est négatif ou nul :

0> A = (xilx2)? —4 x |x2||* x 0= (x1]x2)*.

Puisque d’autre part, (x; |X2)2 est un réel positif, on en déduit que (x; \xz)z =0 puis que (x1]x2) =0.

On a montré que tout vecteur de G est orthogonal & tout vecteur de F et donc que G C F4. D’autre part, F- et G sont deux
supplémentaires de F et ont donc méme dimension finie. Puisque G est un sous-espace de F*, on en déduit que G = F* et
donc que p est une projection orthogonale.

5.3 Symétries orthogonales

DEFINITION 16. Soit (E, (, )) un espace euclidien. Soit F un sous-espace de E.

La symétrie orthogonale par rapport a F est la symétrie par rapport a F parallélement a F-.

La symétrie orthogonale & rapport & F se note sr. Une symétrie orthogonale étant en particulier une symétrie, on peut
rappeler quelques propriétés qui en découlent.

e sfosp = Idg (s est involutive).
1
o sy = 2pr — Idg et pr = 5 (Idg + sf).

o F = Ker (s — Idg) = {vecteurs invariants par s¢} et F- = Ker (s 4+ Idg) = {vecteurs changés en leur opposé par s¢}.

DEFINITION 17. Soit (E,(, )) un espace euclidien de dimension n > 2.

Une symeétrie orthogonale par rapport & un hyperplan s’appelle une réflexion.
Une symétrie orthogonale par rapport & un sous-espace de dimension n — 2 s’appelle un retournement.

Ainsi, si dim(E) = 3, une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport & un plan et si dim(E) = 2, une réflexion est
une symétrie orthogonale par rapport & une droite.
Si dim(E) = 3, un retournement est une symétrie orthogonale par rapport a une droite.

Comme pour les projections, on donne en exercice une caractérisation du fait qu’une symétrie soit une symétrie orthogonale.

Exercice 14. Soit (E,|) un espace euclidien. Soit s une symétrie de E.

Montrer que s est une symétrie orthogonale si et seulement si Vx € E, ||s(x)]| = ||x]|.
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Solution 14. Si on a résolu l'exercice 13 (sur les projections orthogonales) avant d’avoir résolu l’exercice 14, la solution
1
est trés simple : s est une symétrie orthogonale si et seulement si p = 7 (Idg + s) est une projection orthogonale si et

seulement si G = F-. On donne maintenant une solution ot on travaille directement sur la symétrie s sans utiliser le
résultat établi pour les projections.

e Soient F un sous-espace de E puis sf la symétrie orthogonale par rapport a F. Soit x € E. x s’écrit de maniére unique
sous la forme x = x7 +x2 ot x; € F et x € F-. D’aprés le théoréme de PYTHAGORE,
2 2 2 2
X1 = lxr +x2l|” = [Ixa[]” + [Ix2]|

et

2 2 2 2 2
sGNNI = I —x2l|® =[xt ]l* + =x2]1* = [ | + IIxzl|
Donc, [[s(x)|| = [|x||* puis [[s(x)]| =[]

e Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires puis s la symétrie par rapport a F parallélement & G. On suppose que
vx € E, [Is(x)] = [x]|.

Par hypothése, pour tout (x71,x2) € F x G,

2 2 2 2 2 2
xa[1® +2 (xalx2) + [x2l|” = [x1 +x2ll” = 1x]I? = s = [Ix1 —x2ll” = [x1]l” = 2 (xax2) + [Ixa 7,

et donc 4 (x1]x2) = 0 puis (x1/x2) = 0. Ainsi, ¥ (x1,x2) € F x G, (x1/x2) = 0 et donc G C F*. Puisque d’autre part F- et
G ont méme dimension finie, on en déduit finalement que G = F*.
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