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1 Familles de réels positifs sommables

1.1 Définition

DEFINITION 1. Soit I un ensemble non vide d’indices. Soit (ui);c; une famille de réels positifs indexée par 1.

La famille (u;);.; est sommable si et seulement si Sup {Z u, JCL,J ﬁni} < +o00.
i€]
La famille (u;);.; est dite non sommable dans le cas contraire.

Si la famille (ui);; est sommable, la somme des éléments de cette famille ou encore, en plus condensé, la somme de
cette famille est

u) = Zui = Sup{Zui, JcCI ]ﬁni}.
iel i€]

Si la famille (ui);c; n’est pas sommable, on pose Z u; = +o0.
iel

Dans le cas d’une suite de réels positifs, on peut tout de suite faire le lien avec la convergence d’une série. Les notions de
suite sommable et de série convergente coincident :

Théoréme 1. Soit (un), o une suite de réels positifs.

La suite (un ),y est sommable si et seulement si la série de terme général u, converge et dans ce cas,

Zun_zun

neN

DEMONSTRATION .

e Supposons la suite (un), . sommable. Posons S(u) = Sup {Zuk, JCN, ]ﬁni}. Pour tout n € N, posons I, = [0,n]. Pour

kej
tout n € N, I, est une partie finie de N et donc

vneN, Zu,_zuk

keln
n
Ainsi, la suite des sommes partielles E Uy est majorée. Puisque la suite (ux), . est positive, on sait que la série de terme
k=0 neN
général ux, k € N, converge et que

e Supposons la la série de terme général un, n € N, converge. Soit | une partie finie non vide de N. | admet donc un plus grand
élément n. Puisque ] C [0,n] et que la suite (ux), .y est positive, on a

Y€ Y we )
keJ k=0

+oo
Ainsi, {Z uk, JCN, ] ﬁni} est une partie non vide et majorée (par Z uk) de R. On en déduit que {Z u, JCN, | ﬁni} admet

keJ k=0 keJ
une borne supérieure S(u) dans R ou encore que la suite (ux),cy est sommable. De plus

+oo
u) < Zuk.
k=0
En résumé, la suite (ux), oy est sommable si et seulement si la série de terme général u, converge et de plus, en cas de convergence,

—+o00
< Zuk<5( ou encore S(u Zuk
k=0
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1.2 Propriétés des familles de réels positifs sommables

Théoréme 2. Soit I un ensemble non vide d’indices. Soient (ui);c; et (vi);c; deux familles de réels positifs indexée
par I telles que pour tout i € I, uj < vj.

Si la famille (vi);.; est sommable, alors la famille (ui);; est sommable et Z u; < Zvi.
iel iel
Si la famille (ui);.; n’est pas sommable, alors la famille (vi);.; n’est pas sommable.

DEMONSTRATION . Supposons la famille (vi);.; sommable. Alors, pour toute partie finie ] de I,

Zui < Z\)i < Zvi-

i€ i€ i€l
Donc, {Zui, J fini, | C I} est une partie non vide de R majorée par Zvi. On en déduit que Sup {Zui, J fini, | C I} existe
ic] icl i)

dans R et que ce sup est inférieur ou égal & Zvi ou encore la famille (u;) ie1 est sommable et Zui < Zvi.
iel iel iel

Par contraposition, si la famille (1i);.; n’est pas sommable, alors la famille (vi);.; n’est pas sommable.

Théoréme 3. Soit I un ensemble non vide d’indices. Soient (ui);c; et (vi);c; deux familles de réels positifs indexées
par I.

Si les familles (ui);c; et (vi);c; sont sommables, alors pour tous réels positifs A et w, la famille (Au; + pvi);c; est
sommable et

ZU\HH-HW) :AZuH—uZVi.

iel iel iel

DEMONSTRATION .  Supposons les familles de réels positifs (wi);.; et (vi);.; sommables. Soit (A, p) € R*.

Pour toute partie finie | de I, Z (Aui + pvi) = A Z u; + HZ\H <A Z u; + HZ\H- Donc, la famille (Aui + pvi);; est sommable
ie] ie] ic] iel icl

et S(Auw+ pv) < AS(u) + pS(v).

€

Pour ¢ > 0, il existe une partie finie J1 de I et une partie finie J, de I telles que Z u; > S(u) — ﬁ et Z vi = S(v) — m

i€y i€]2
Soit ] =J1 UJ2. ] est une partie finie de I et

A€ He
SAU+ ) > Z()\ui+llvi) :)\Zui+HZVi 27\Zui+uzvi ZAS(U)*m +uS(v) —

i€J ie] ieJ i€y i€]2

()\ + %) € <u+ %> €
> AS(u) + uS(v) — =S(u)+S(v) —e.

A+ 1 201

Ainsi, Ve > 0, AS(u) + uS(v) — e < S(Au+ pv) < AS(u) + pS(v). Quand ¢ tend vers 0, on obtient S(Aw + pv) = AS(u) + uS(v).

Théoréme 4. Soit I un ensemble non vide d’indices. Soit (ui);c; une famille de réels positifs indexée par I.

Si la famille (u;);.; est sommable, alors pour toute permutation o de I, la famille (ug(i))iel est sommable et de plus

Z ucm = Z uy.

iel icl

DEMONSTRATION .  Soit 0 une permutation de I. Pour tout i € I, posons u{ = us;). Vérifions que la famille (u{)iel est sommable

et que Zu{ < Zui.

iel iel

Soit ] une partie finie de 1. o(]) est encore une partie finie de I et donc
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Zu{ :Zugm = Z uj < Zui.

ieJ ieJ jea(]) iel

Ainsi, 'ensemble & = {Zu{, JCl, ]ﬁnie} est une partie majorée de R (par le nombre Zui). Donc, la famille (u{);.; est
i€] iel
sommable. De plus, Z u{ étant le plus petit des majorants de € et Z u; étant un majorant de &, on en déduit que Z u < Z ;.
iel iel iel iel
On a montré que pour toute famille sommable (ui).leI et toute permutation o de I, la famille (ug(i))

Z Ug(i) S Z Ui.

iel iel

e1 est sommable et de plus,

Soient (ui);c; et ¢ une permutation de I. La famille (ugm).1 cp est donc sommable. On applique alors le résultat précédent a la

famille (ug(i))iel et a la permutation 0~ de I. On obtient Zug ) Zu —1( ZuL et finalement
iel i€l i€l
D Mol = )i
icl iel

a

Le théoréme précédent semble évident : cela semble étre tout simplement la commutativité de I'addition. Ce n’est pas
du tout le cas. La commutativité concerne les sommes finies. Cette commutativité devient un vrai probléme dans le cas
de sommes infinies. L’exercice qui suit est donné pour convaincre que ’addition d’une infinité de termes n’est pas une

n—I1
opération commutative. On a vu que la série de terme général , > 1, converge et que
+oo 1
(=™ T 1 1 1
—=1l—z4+s—=-4+=-—...=1n(2).
2 2737375 n(2)

Dans ’exercice qui suit, on modifie 'ordre des termes de la somme de la fagon suivante : on prend deux termes positifs
puis un négatif et on s’intéresse a la somme

1

Exercice 1. Pour p € N, on pose uzp41 = m,

u =———c¢tu = ————. On définit ainsi une suite
3p+2 ™ 3p+3 »+2

| n—1
(Un ) en- Obtenue par permutation des termes de la suite (L> . Pour n € N*, on pose S, = Z Ug.
n neN* k=1
.
Pour n € N*, on pose H,, = Z —. On admet qu’il existe une constante y telle que Hy, = In(n) +vy + o(1)
k n—-+4oo

k=1
(constante ’EULER).

1) Montrer que la suite (S3n),, oy converge et déterminer sa limite (on commencera par exprimer S3n en fonction de

termes de la suite (Hp)peN*)'

2) Montrer que les suites (S3ni1),cy- €t (S3nt2),cn- convergent et ont méme limite que la suite (S3n), oy

3) Montrer que la suite (Sn)nen- converge et déterminer sa limite. Que constate-t-on ?

Solution 1.

1) Soit n € N*.

n—1 —
1 1 1
S3n = E U = E (U3k1 + U3kg2 + U3k43) E <4k+1 13 2k+2>
k=0 -

n—1 1 2n— n.l
];<4k+1 4k+3> sz+z — _];ﬂ
4n 2n n

1 1 1 1 1
=2 323 2=t gtn gt
k=1 k=1 k=1
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Mais alors

Ssn = _(nf4n)+y+o(1) % (In(2n) +v +o(1)) — % (In(n) +v+o(1))
1 3

. . 3
Dong, la suite (Szn),cy- converge et nLHEOO S3n = 7 In(2).

1 1 1 1

1
—— et S =S . Puisque et
ang 1 S T e Ty TS g a3
tendent vers 0 quand n tend vers +oo, les suites (S3n.1) et (S3ny2) convergent et ont méme limite que la suite (S3n) &

2) Pour n € N*, S3;,41 = S3n +Uzny1 = S3n +

savoir 7 In(2).

3
3) Montrons alors que la suite (Sn), oy converge vers 7 In(2). Soit ¢ > 0.

- Il existe p1 € N tel que, pour p > p1, [Uzpi1 — ;ln(Z)

VAN
o™

- Il existe p2 € N tel que, pour p > p2, [Uzpi2 — ;ln(Z) < e

VA
™

3
- Il existe p3 € N tel que, pour p > p3, [Uzp43 — 5 In(2)

Soit no = Max{3p1 + 1,3p2 + 2,3p3 + 3}. Soit n = ny.
-Sin e 143N, il existe p € N tel que n = 3p + 1. Mais alors,

3 3
nzny=3p+123p+1=p=2pr = ung—zln(Z) <e= un—zln(Z) <e¢
-Sin € 243N, il existe p € N tel que n = 3p + 2. Mais alors,
3 3
nzny=33pp+223p2+2=p=2p2=> u3p+2—§1n(2) <e= un—zln(Z) <e¢
- Sin e 3+ 3N, il existe p € N tel que n = 3p + 3. Mais alors,
3 3
nzny=3pp+3=23pi+3=p=p3=> u3p+3—§1n(2) <e= un—zln(Z) < .
On a montré que : Ve > 0, Ing € N*/ ¥n € N*, <n >ny = [up — ;m(Z)‘ < s). Donc la suite (Sn), cy. converge et
3
lim S, == 1In(2).
n—+o0 2

3
Ainsi, la série de terme général u,, converge et a pour somme 5 In(2). En particulier,

1 1 1 1 1 1 3 1 1 1 1
1+§—z+g+?—z+§+...—zln(2)#ln(Z)—]—z-‘v—g——-‘v—g—...

La démonstration du théoréme suivant est hors programme.

Théoréme 5. (Théoréme de sommation par paquets)
Soit I un ensemble non vide d’indices. Soit (u;);.; une famille sommable de réels positifs indexée par I.

Soient ] une ensemble non vide puis (I;) jej une partition de I indexée par J. Alors,
e pour chaque j € J, la famille (ui)ite est sommable ;

e la famille Z uq est sommable et de plus

ielj jeJ

S {Zu]-yw

jeJ i€l icl
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Ainsi, si la famille (u;);c; on peut associer et permuter & volonté les termes de la famille sans affecter ni Pexistence, ni la
valeur de la somme Z Ui.

i€l
Un cas particulier du théoréme précédent est le cas ot ’ensemble des indices est un produit cartésien I x J ou I et | sont
deux ensembles non vides (dans ce cas, les indices sont des couples (i,j) onie€letje]):

Théoréme 6. (théoréme de FUBINI)

Soient I et ] deux ensembles non vide d’indices. Soit (ui,j)( une famille sommable de réels positifs indexée par

ivj Jel ><]
Ix].
Alors,
e pour chaque j € J, la famille (u; ;) ic1 est sommable puis la famille Z Ui j est sommable ;

i€l iel

e pour chaque i € I, la famille (U.i,j)jGI

est sommable puis la famille (Z ui,j> est sommable ;
iel
je]

F(Zw) X (Zw)- T ow

je] \iel iel \ jeJ (i,j)eIx]

On admet également ce théoréme.

2 Familles complexes sommables

2.1 Définition

DEFINITION 2. Soit I un ensemble non vide d’indices. Soit (u;);c; une famille de complexes indexée par I.
La famille (ui);c; est sommable si et seulement si la famille (Juil);c; est sommable ou encore la famille (u;);; est

sommable si et seulement si Z [wi| < 4o0.

i€l
eind 1 1
Exemple. Pour n € Z, posons u,, = nz——|—1 ou 0 est un réel donné. Pour tout n de Z, [u,| = nZ——H avec T% nz——i—] =
+oo 1 ine
142 Z ——— < 4o0. Dong, la famille | —— est sommable. a
=1 nz + 1 nz 1 nez

On fait de nouveau le lien entre sommabilité et convergence d’une série dans le cas particulier out I = N. Le théoréme 1 et
la définition de la sommabilité fournissent immédiatement

Théoréme 7. Soit (un), o une suite de nombres complexes.

La suite (un ),y est sommable si et seulement si la série de terme général u, est absolument convergente.

2.2 Somme d’une famille sommable de réels

Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soit (ui);.; une famille de réels indexée par I. Pour i € I, on pose

u;” = Max (uy,0) = ‘ul‘% et u; = —Min (u;,0) = Max (—u;,0) = ‘ul‘%

Pour tout 1 € I, uj” et uj sont des réels positifs tels que

T —u =y,

u +u; =l et uf —u

On a le résultat suivant :

Théoréme 8. Soit I un ensemble non vide d’indices. Soit (ui);c; une famille de réels indexée par I.

La famille (u;);.; est sommable si et seulement si les familles (ui*)iL cp et (u{)iL 1 sont sommables.
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DEMONSTRATION .  Si les familles (ui*)iEI et (u{).IGI sont sommables, alors la famille (Juil);o; = (Ui +up)

d’aprés le théoréme 3. Par définition, la famille (ui).IGI est sommable.

. est sommable
iel

Inversement, si la famille (ui); . est sommable, par définition la famille (Jwi[); . est sommable. Puisque pour tout i € I, 0 < uf <yl

et 0 <uy < |uil, le théoréme 2 permet d’affirmer que les familles (u?).IGI et (u;).IGI sont sommables.

a

DEFINITION 3. Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soit (u;);.; une famille sommable de réels indexée par I.

La somme de la famille (ui);; est le réel

S(u) :Zui:Zu;f—Zu;.

i€l icl icl

2.3 Somme d’une famille sommable de complexes

Théoréme 9. Soit I un ensemble non vide d’indices. Soit (ux),.; une famille de complexes indexée par I.

La famille (uy), . est sommable si et seulement si les familles (Re (ux))ycq et (Im (ux))yc; sont sommables.

DEMONSTRATION .  Supposons que les familles (Re (uk)),o; et (Im (ux)), o, sont sommables.
Alors la famille (|Re (w)] + [Im (ux)[), . est sommable d’aprés le théoréme 3. Puisque pour tout k € I, 0 < [ux| < [Re (ux)[+[Tm (w )],
le théoréme 2 permet d’affirmer que la famille (Jux|),.; est sommable. Il en est de méme de la famille (i), ;-

Sila famille (), . est sommable, alors la famille ([uk|),.; est sommable. Puisque pour tout k € I, [Re (wc)| < hu| et [Im ()| < [uxl,
le théoréme 2 permet d’affirmer que les familles (Re (ux)), o, et (Im (ux)), o, sont sommables.

a
On peut alors adopter la définition suivante :
DEFINITION 4. Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soit (uy),; une famille sommable de complexes indexée
par L.
La somme de la famille (ux), c; est le complexe
S =) we=) Re(w)+i) Im(w)=) Re(w) =) Re(w) +i) Im(w)" —i) Im(w)”.
kel kel kel kel kel kel kel
Dans le cas particulier des suites de complexes, on a immédiatement
Théoréme 10. Soit (un ),y une suite de nombres complexes.
La suite (un ),y est sommable si et seulement si la série de terme général u, est absolument convergente et dans ce
cas,
+oo
S =Y
neN n=0
2.4 Propriétés des familles sommables de complexes
On commence par un lemme.
Théoréme 11.
Soit I un ensemble non vide d’indices. Soit (u;);.; une famille sommable de complexes indexée par 1.
Pour tout € > 0, il existe une partie finie J, de I telle que Z uy — Z ui| <e.
iel i€]e
DEMONSTRATION . Soit ¢ > 0. Si (ui);; est une famille de réels sommable, par définition d’une borne supérieure, il existe une
partie finie J; de I telle que Zul+ —e< Z u < Zul+ et une partie finie J> de I telle queZ u —e< Z u; < Zu{ ou
il i€l il il ief, il
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encore —Zuf < — Z u; < —Zu{ + €.
i€l i€l i€l
Soit ] =J1 U]J,. ] est une partie finie de 1. De plus,

Zuj—s< Zul+ gZuj gZuj et—Zu{é—Zu{é—Zu{<—Zu{+s. En additionnant membre a membre, on

iel ie]y ieJ iel iel ie] i€], iel
obtient

Zuife:Zu?fequf<Zufquf<Zui+quf+£:Zui+e,

iel iel iel ie] ie] iel iel iel

Su-Yw

iel i€]

et donc, < ¢. Le résultat est démontré pour les familles réelles.

On suppose maintenant que (ui);.; est une famille de complexes sommable. Les famille (|[Re (wi)]);c; et (Im (ui)]);.; sont sommables.

€

. . . € . .
Il existe une partie finie J; de I telle que Z Re (ui)] — Z Re (wi)| = Z Re (wi)| — Z IRe (wi)]| < 5 et une partie finie J, de |

i€l i€, iel ie];

telle que Z [Im (wi)] — Z Im (ui)| = Z [Im (wi)] — Z Im (wi)]]| < % Soit ] =71 UJz. J est une partie finie de I et

iel €], i€l €],
> wi—> w|<|) Re(w)—) Re(u)|+|Y Im(w)— ) Im(w)
iel i€J iel i€J iel ie]
= Z Re (ui)| + Z Im (wy)
iel\] iel\J
<Y Re(w)l+ Y Im@)i< Y Re(wl+ Y |im(w)
iel\J iel\]J iel\]y iel\]2
= Y Re(wil— Y [Re(w)l+ Y im (w)l— ¥ [Im ()]
iel i€l iel €],
e ¢
< = — =¢.
Syt
a
Théoréme 12. (Linéarité)
Soit I un ensemble non vide d’indices. Soient (u;);; et (vi);c; deux familles de complexes indexée par I.
Si les familles (i);c; et (vi);c; sont sommables, alors pour tous complexes A et u, la famille (Au; + pvi);cq est
sommable et
Z (Aug + pvy) :AZuiJr HZVi-
i€l i€l i€l
DEMONSTRATION . Pour tout i € I, [Aui + pvi| < [Alfwif + [uffvi] et donc la famille (Aui + pvi);.; est sommable d’aprés le
théoréme 2. Pour toute partie finie ] de I, en posant Z ui = S(u) ...
il
IS+ ) — (AS(w) + uS(V)) < [S+ pv) — > (A + pvi) | + | Y (Aui + i) — (AS(w) + puS(v))
ieg] i€]J
< [SOU+ ) = > (A + i) |+ N [S(w) = > we| + 1l [S(v) =D we
i€] i€] i€]
Soit ¢ > 0. D’aprés le théoréme 11, on peut choisir | telle que
€ € €
_ ) < = _ < = _ g —=
S(Au+ pv) %(Auﬁr uvl)' <5 S(u) %ul S TN et 'S(V) %vl S AT On a alors
13 Ale [nle e & ¢
_ S N LI | L g T I
IS(Au + pv) — (AS(u) + uS(v))l < 5+ INTT T AT S 2 tgtg=c¢
Ainsi, Ve > 0, [S(Au+ pv) — (AS(u) + uS(v))| < €. En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient S(Au + pv) = AS(u) + uS(v).
a

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 8 http ://www.maths-france.fr



Ensuite, en appliquant le théoréme 4 aux quatre familles (Re (ui)+)iel , (Re (ui)*)ieI , (Im (ui)+)iel et (Im (ui)f)iel ,
on obtient

Théoréme 13. Soit I un ensemble non vide d’indices. Soit (u;);.; une famille de complexes indexée par 1.

Si la famille (u;);.; est sommable, alors pour toute permutation o de I, la famille (ug(i))

ZE;uGH)ZZZi;up

iel iel

ie1 ©st sommable et de plus

En particulier,

Théoréme 14. Soit (un),cy une suite complexe. On suppose que la série de terme général u, est absolument
convergente.

Alors, pour toute permutation o de N, la série de terme général uq () est absolument convergente et de plus

E:;uchﬂ ::EZ;un.

neN neN

De méme, on a le théoréme de sommation par paquets et le théoréme de FUBINI :

Théoréme 15. (Théoréme de sommation par paquets)
Soit I un ensemble non vide d’indices. Soit (u;);.; une famille sommable de complexes indexée par 1.

Soient ] une ensemble non vide puis (I;)._; une partition de I indexée par J. Alors,

j€]
e pour chaque j € J, la famille (ui)ielj est sommable ;
e la famille Z uq est sommable et de plus
iEIj jeJ

S {Zu]-yw

je] i.GIj iel

Théoréme 16. (théoréme de FUBINI)

Soient I et ] deux ensembles non vides d’indices. Soit (u; ; )( une famille sommable de complexes indexée par

,j)elx]
Ix].
Alors,
e pour chaque j € J, la famille (u; ) ic1 est sommable puis la famille Z Ui j est sommable ;

i€l iel

e pour chaque i € I, la famille (uy;)

jey est sommable puis la famille (Z ui,j> est sommable ;
je]

icl

F(Zw) T (Zw)- T ow

je] \iel iel \ jeJ (i,j)elx]

2.5 Application aux produits de sommes

Théoréme 17. Soient I et ] deux ensembles non vides d’indices. Soit (ui);c; et (vj) i€ deux familles de complexes
indexées par I et ] respectivement.

Si les famille (ui);q et (vj);o, sont sommables, alors la famille (w;v; )( est sommable et

IS i,j)elx]
> = () (T
(i,j)€Ix] iel je]

DEMONSTRATION . Soient K et L deux parties finies de I et ] respectivement.
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> Iualw—<Zui|> D vl <<Zlui> D vil] < oo,

(i,j)EKXL ieK jeL i€l €]
Ce résultat se généralise & toute partie finie de I X | puisqu’une telle partie est contenue dans une partie de la forme K x L ou K est
une partie finie de I et L une partie finie de J. Ceci montre que la famille (UiV]‘)( est sommable. Mais alors, le théoréme de

1,j)elx]
FUBINI permet d’écrire
5 = ()
(1,j)€Ix] jeJ \iel
= ZV]‘ <Z ui> (par linéarité)
jeJ iel
= (Z ui) Zvj (par linéarité puisque Zui n’est pas fonction de j).
iel je] icl

= Commentaire. Le théoréme 17 se généralise immédiatement & un nombre fini de familles sommables sous la forme : si

(uri, )i] el e (Unyin )i, e1,, Sontn familles sommables, la famille (wy i, ”‘u“vin)(il,---,in)ell x..x1, €st sommable et
E WUijig oo e Unjiy = E U1,i, X ... X < E un,in> .
(i11,.0in)€l] XoxIn i€l in€ln

Le théoréme 17 expose une premiére maniére d’effectuer le produit des sommes de deux familles sommables. Il s’applique
en particulier aux séries de nombres complexes absolument convergentes : si les séries de nombres complexes de termes
généraux respectifs u, et v, sont absolument convergentes, alors la famille (unvp)( cn2 est sommable et

+o0 +o0o
E Un E Vp | = E UnVp.
n=0 p=0

(n,p)eN?

n,p)

Mais on connait une autre maniére d’effectuer le produit de deux sommes de séries absolument convergentes : le produit
de CAUCHY de ces deux séries. Le résultat sur ce produit de CAUCHY, établi a la fin du chapitre sur les séries numériques,
peut aussi étre obtenu comme conséquence du théoréme 17 du théoréme de sommation par paquets :

n

deux suites complexes. Pour n € N, on pose w, = E U Vn_kx =
k=0

Théoréme 18. Soient (un), oy et (vn)

E Uk V1.

(k,1)ENZ| k+1=n

neN

Si les séries de termes généraux respectifs u,, et vy sont absolument convergentes, alors la série de terme général wy,
converge et

“+oo “+oo +oo
> wn=| 2 un ]| v
n=0 n=0 n=0

DEMONSTRATION . D’aprés le théoréme 17, la famille (un,vp)( > est sommable. Pour n € N, on pose

n,p)eN
Iy = {(k, DeN, k+l= n}. La famille (In), o2 est une partition de N?. D’apres le théoréme 17 et le théoréme de sommation par
paquets,

“+oo +oo +oo +oo
doun )] = X ww=) | 3 wwi) =) wa
n=0 n=0 (k,1)EN2 n=0 (k,L)EIn n=0

a

On termine ce chapitre par un exemple d’utilisation du théoréme de FUBINI pour établir qu’une suite n’est pas sommable.
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e n’est pas sommable.
n? —pz)tn,p e(N)? P
n#p

Montrons que la famille (

. X . 1 1 1 1
Soit p € N*. Pour n € N* \ {p}, ng (n—_p—m>.DoncpourN>p,

1 1 1 1 1 1 1
e N (e I Rt1 WP S LD S

T<n<N, n#p <N, n#p T—p<kN—p, k#0 PH+I<kSN+p, k#2p
1
2p

N+p 1 1

1
Maintenant, Z = m +...+ N+p

DRSS NI A I OE R i
k:1k 2p \ 2p k

k=N—p+1

M
&=
+
I\/]
=1
|
=1
_|_

est une somme de 2p — 1 termes tendant vers 0 quand N tend vers

k=N—-p+1
N+p 1
—+00. Puisque 2p — 1 est constant quand N varie, lim Z — =0 et donc
N—+o0 K=N_p+1

1 1 3 3. 1 <3 0w
Z ngx—zmp‘mz Z m :;@:?.

2p
neN*, n#p peEN* \neN*, n#p
. 1 1 3
Pour n € N* donné, on a aussi Z S == Z ———5 = —53 et donc
—-p ps—n 4n
peEN*, p#n peEN*, p#n

1
> > n_p? :—%-

neN* \ peN*, p#n

- 1 1 L ,
En particulier, Z Z Sy #+ Z Z m . Le théoréme de FUBINI permet d’affirmer que
neN* \peN*, p#n peEN* \neN* p#n

la suite double (

n’est pas sommable.

2 __ 2
N =P/ (n,p)eN*)2, n#p
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