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1 Généralités sur les séries

1.1 Etude d’un exemple

Un des paradoxes de ZENON D’ELEE (= 450 av. J.-C.) était le suivant : pour parcourir une certaine distance, il faut
d’abord en parcourir la moitié, puis il faut parcourir la moitié de la moitié restante, puis il faut parcourir la moitié de la

moitié de la moitié restante, ... Nous ne parviendrons donc jamais & franchir cette distance.
1 T 141 1 a1
2 7= 272 3 16 32

1

Il manquait & ZENON D’ELEE une vision claire de l'infini. Pour nous aujourd’hui, un segment de longueur non nulle est
composé d’une infinité de points ou plus généralement d’une infinité de morceaux sans que cela ne nous pose de probléme
particulier :

LI i
2 4 8 16 7
1
Que signifient précisément les pointillés 7 Au bout d’une étape, la longueur est S; = 5 Au bout de deux étapes, la longueur
1 1
est S, = 7 + 1 Au bout de n étapes, la longueur est

n 1—
11 1 Z] 1 o 1
Snzz+2—2+.__+2—n: _k: X :]——.

(Cette derniére égalité était immeédiate car, aprés la n-éme étape, il reste la derniére moitié de moitié de . ..de moitié a
franchir pour obtenir 1). Maintenant,

n
. . 1 . 1
P Sn= Tm ) e = m (1 - z_n) =1

11

1
1 est donc la somme infinie des nombres =, —, =, —, ... ou encore
2°47 8 16

+oo 1
k=1

1.2 Définitions

On généralise la démarche précédente :

n
DEFINITION 1. Soit (un), ¢y € CN. Pour n € N, on pose S, = Z Uy
k=0

La série de terme général u, est la suite (Sn), -
S est la somme partielle de rang n de la série de terme général u,, .

n
Notation. La série de terme général u,, peut se noter E U, ou de maniére plus précisé < E uk>
k=0 nenN

Quand on connait la suite (Syn),cy, on peut récupérer le terme général u,, de la série :

n
Théoréme 1. Soit (un), oy € CN. Pour n € N, on pose S, = Z Uy.
k=0

Alors, ugp = Sp et pour tout n € N*, u,, =S, —S,_1.
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n
Exemple. Si pour tout n € N, Z W = w, alors up =0 et pour n > 1,
k=0
n n—I1
U, = Zuk— Zuk = n(n;— I — (n—ZUn =n (n-2|-1 — n;1) =n (ce qui reste vrai pour n = 0).
k=0 k=0
a
n
DEFINITION 2. Soit (un), ¢y € CN. Pour n € N, on pose S, = Z Uy
k=0
La série de terme général u,, n € N, converge si et seulement si la suite des somme partielles (S, ), oy converge.
La série de terme général u, est dite divergente dans le cas contraire.
n
Si la série de terme général u,, converge, la somme de la série est S= lim S;, = lim Z ui. Elle se note
n—-+oo n—+oo =
+oo
S= Z Uxk.
k=0
+oo
Attention aux notations. Z U, ne désigne pas la série de terme u,, mais la somme de cette série ou encore la limite de
n=0

la suite des sommes partielles. On rappelle que la série de terme général u,, se note Zun.

Un premier résultat est :

Théoréme 2. Soit (un), oy € CN.

Si la série de terme général u, converge, alors lim u, =0.
n—-+oo

Si la suite (un), oy ne converge pas vers 0, alors la série de terme général u,, diverge.

n
DEMONSTRATION . Pour n € N, posons S, = E Ux. Pour n € N, on a un = Sy — Sn—1. Si la suite (Sn)nEN converge vers un
k=0
certain nombre (réel ou complexe) S, alors u, tend vers S —S =0.

Par contraposition, si un ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oc0, alors la suite (Sn),, oy diverge ou encore la série de terme général
un, n € N, diverge.
a

DEFINITION 3. Soit (un ),y € CV.

On dit que la série de terme général u, est grossiérement divergente si et seulement si u,, ne tend pas vers 0
quand n tend vers +oo.

n n

Par exemple, si pour tout n € N, u, = (—1)™, alors la série de terme général u,, est grossiérement divergente car (—1)

ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo.

Etudions maintenant deux séries célébres non grossiérement divergentes.

1
Exemple 1. Pour n € N*, posons u,, = — (et up = 0 si on tient absolument a travailler avec une suite définie sur N).
n

Puisque up, — 0, la série de terme général wu,, n’est pas grossiérement divergente.
n—-+oo

1
Vérifions que la série de terme général wu,, est divergente. Soit k € N*. La fonction t — n est continue et décroissante sur

1 1
10, +00[ et en particulier sur [k,k + 1]. Pour tout t € [k,k + 1], on a n < X et on en déduit que

SR k1 1 1

L n dtgL X dt:E(k+1_k):E'

Soit n € N*. En additionnant membre & membre les inégalités précédentes quand k varie de 1 a n, on obtient
(SR

n] n n+11
Z >ZJ _dt:L gdtzln(n-i-”.
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n
1 1
Puisque In(n+1) — 400, on en déduit que Z X —  +4o00. Ainsi, la série de terme général o n € N*, diverge.
k=1

n—+00 n—-+o0
a
1 . ) .
Exemple 2. Pour n € N*, posons u,, = >y Puisque uy N Q - 0, la série de terme général u,, n’est pas grossiérement
divergente.
n n .I
Pour n € N*, posons Sy, = Z U = wE
k=1 k=1
1

e PourneN* S .1 —S, = > et en particulier, S, 11 — Sn > 0. La suite (Sn)neN est croissante.

m+1)

e Soit 1 > 2. Pour k € [2,n], sl 1 1 1

1
= Tk < Kk —T) i En additionnant membres & membre ces inégalités,

on obtient :

N

Z:_l_47]+_§i-l_
k2 k2

k=

i
N

k=2

=14+ 1— — (somme télescopique)
n

<2,

ce qui reste vrai quand n = 1. En résumé, la suite (S), c. est croissante et majorée par le réel 2. On en déduit que la
suite (Sn), oy~ converge ou encore que

. 1
la série de terme général —, n € N*, converge.
n

1.3 Reste a ’ordre n d’une série convergente

On suppose dans ce paragraphe que la série de terme général u,, n € N, converge. On note S la somme de la série de
terme général u,, n € N :

S = E Uk.
k=0
n +o0
Pour n entier naturel donné, la somme partielle S,, = E uy n’est pas, en général, la « somme compléte » S = E ug. La
k=0 k=0

différence entre les deux est

P +00
Rp=S—Sy= lim (S;)=Sp= lim (S,—Su)= lim > w= Y w.

—+ —+ —+
pree prree L k=n+1
+oo
DEFINITION 4. Soit (un), cy- Si la série de terme général uy, k € N, converge, on pose S = Z Uk.
k=0

Pour chaque entier naturel n, on peut définir R,, le reste & I’ordre n de la série de terme général u,, :

+oo
Ri=S—Sn= > 1w

k=n-+1

Pour tout entier naturel n, on a S = S, + Ry.

On a presque immédiatement :
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Théoréme 3. Soit (Un), c-
définie et converge vers 0.

Si la série de terme général w, k € N, converge, alors la suite des restes (Rn), oy et

DEMONSTRATION . Puisque lim S, =S, Rn =S — S5, tend vers S —S =0 quand n tend vers +oo.
n—+oo
a

1
Exemple. Posons 1y = 0 et pour k € N*, posons uy = 7K (il s’agit de la suite étudiée dans le premier exemple du

1
chapitre). Pour n e N*, ona S§;, =1— - et S =1 puis

n
Rhn=S-S _
n — _n—z_n
ou encore
“+oo 1 1
Z Zk_zn
k=n-+1

1.4 Propriétés

Tout d’abord, la notion de convergence de la série de terme général u,, ne dépend pas de la valeur des premiers termes de
la suite (Un), ey :

Théoréme 4. Soient (un), oy et (Vi) deux suites complexes. On suppose qu’il existe ng € N tel que pour n > ny,

Up = Vn.

neN

Alors, les séries de termes généraux respectifs u, et vy, n € N, sont de méme nature (c’est-a-dire toutes deux
convergentes ou toutes deux divergentes).

n n
DEMONSTRATION . Pour n € N, posons U, = E ug et Vo = E vk. Pour n > no,

k=0 k=0
n no

un_vn = Z(uk_vk) :Z(uk_vk) :u“o _Vno'
k=0 k=0

Ainsi, pour tout n > no, Un = Vi +Un, —Vn, et Vo = Un+ Vi, —Un,. Mais alors, si la série de terme général un converge ou encore
si la suite (Un), .y converge alors la suite (Vn), oy converge ou encore la série de terme général vn converge et réciproquement.

A
Théoréme 5. Soient (Wn), oy et (Vn), oy deux suites complexes.
Si les séries de termes généraux respectifs u,, et v, convergent, alors pour tout (A, u) € C2, la série de terme général
Aun + pvy, converge. De plus, en cas de convergence
+oo +oo +oo
Z (AMun + pvn) :Azun+llzvn-
n=0 n=0 n=0
n n
DEMONSTRATION .  Soit (A, 1) € C%. Pour n € N, posons U, = Zuk et Vo = ka. Pour tout n € N, on a
k=0 k=0
n n n
Z (Auk + pvi) = ?\Zuk + quk = AUn + puVn.
k=0 k=0 k=0
+oo +oo
Supposons que la série de terme général u, converge vers U = Z ug et que la série de terme général v, converge vers V = ka.
k=0 k=0

Alors, la suite A (Un) + 1 (Va) converge vers AU + 1V ou encore la série de terme général Au, + pvyn converge vers AU + 1V ce qui
s’écrit

+oo +oo +oo
Z (Aux + pvi) = AZuk + uzvk.
k=0 k=0 k=0
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1
@ L’hypothése : « les deux séries convergent » est essentielle. Pour n € N, posons u,, = — et v, = ——. Pour tout
n n
n
n € N* on a u, +v,, =0 puis, pour tout n € N*, Z (uk +vi) = 0. Donc, la série de terme général wu, + v

k=1
converge et a pour somme 0. Par contre, la série de terme général u,, diverge de méme que la série de terme général

+o0o
1 1 1
vn. Ainsi, on a le droit d’écrire Z <— — E) = 0 mais on n’a pas le droit d’écrire Z <— — —> Z — — Z —

(qui « vaut » (4+00) — (+00) et ne Veut donc rien dire).

Théoréme 6. Soit (un), o une suite complexe.

La série de terme général 1, converge si et seulement si la série de terme général u, converge. De plus, en cas de
convergence

+o0o +o0o
Un = g Un
n=0 n=0

DEMONSTRATION . Pour n € N, posons U, = E uk. Alors, pour n € N, E W = Uy. Sila série de terme général u,, converge
k=0 k=0

+oo +oo
vers U = E Uy, on sait que la suite (Un) converge vers U ou encore la série de terme général T, converge vers ( E uk>.
k=0 k=0

Théoréme 7. Soit (un), oy une suite complexe.

La série de terme général u, converge si et seulement si les séries de termes généraux respectifs Re (un) et Im (uy)
convergent. De plus, en cas de convergence

+oo +oo +oo
ZU’“ = ZRe(un)—i—iZIm(un).
n=0 n=0 n=0

DEMONSTRATION .  Si les séries de termes généraux respectifs Re (un) et Im (un) convergent, alors la série de terme général
un = Re (un) + iIm (un ) converge d’aprés le théoréme 5 et de plus,

+o00 +o00 +o0
> un=) Refun)+i) Im(un).
n=0 n=0 n=0

Réciproquement, si la série de terme général u,, converge, alors la série de terme général U, converge d’aprés le théoréme 6 puis les
bl b

L. L . 1_ 1 1_
séries de termes généraux respectifs Re (un) = Eun + Eun et Im (un) = Z_iun — Z_iun convergent.
a

1.5 Lien suites-séries. Séries télescopiques

Théoréme 8. Soit (un), o une suite complexe.

La suite (un)neN et la série de terme général un ;1 — U, sont de méme nature (c’est-a-dire ou bien toutes deux
convergentes, ou bien toutes deux divergentes).

DEMONSTRATION . Pour n € N, posons vy, = Un41 — Un. Pour n € N|

n n
E Vi E (Uk+1 —Uux) = Unt1 — Up (somme télescopique).
k=0 k=0

n

Si la suite (un) converge vers un certain nombre complexe {, alors E vi — € —1up. Ainsi, la série de terme général un41 — un
n——+oo
k=0

converge.

Réciproquement, supposons que la série de terme général 1,1 — un converge vers un certain nombre complexe S. Pour n € N*, on
n—1
alun =Uo+ E (uk+1 —uk) et donc, un  — up + S. Ainsi, la suite (un) converge.
n—+oo

k=0
g
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Exercice 1. Montrer la convergence et déterminer la somme de la série de terme général u,, dans les deux cas suivants :
L
nmn+1)°
1
nn+1n+2)

1) pour tout n € N*, u,, =

2) pour tout n € N*, u, =

1

3) pour tout n € N, u, = Arctan | ———
) pour tou n r n(n2+n+1

a—>
Arctan (1 i ab)')

Solution 1.

) (on rappelle que si @ > 0 et b > 0, Arctana — Arctanb =

1 m+1)—m 1 1 .
) Pour n € Ry Yy n T puis pour n € N*,

n

- 1 1 -
Z kk+1) Z (E T ]> =1- — (somme télescopique).

k=1 k=1
1

Quand n tend vers +o00, on obtient la convergence de la série de terme général m, n € N*, et

S =

= k(k+1)

1 1 nm+2)—mn 1 1 1 )
2 P N* e el S — o N*
) Pourn €N, e T~ 2 S ana T2 2 (n(n+1) n+ 1)(n+2)> puis pourm € 1

= 1 e 1 1 11 1 ] télescon
2 Wrk+2) 2 1;<k(k+1)_(k+1)(k+2)) _Z<§_m> (somme télescopique).

Quand n tend vers +o0, on obtient

—+o00 ] .I
]; Kk+r(k+2) 4

1 B Mm+1)—m)\ .
3) Pour n € N, Arctan (m> = Arctan (m> = Arctan(n + 1) — Arctan(n) puis pour n € N,

n ] n
];)Arctan (m) = 1;) (Arctan(k + 1) — Arctan(k)) = Arctan(n + 1) — Arctan(0)

= Arctan(n + 1) (somme télescopique).

Quand n tend vers +o0o, on obtient

pa 1 7T

§ Arctan <7) = —,
2

= k% +k+1 2
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2 Séries de référence

2.1 Séries géométriques

Théoréme 9. Soit q € C.

La série de terme général q™, n € N, converge si et seulement si |q| < 1. De plus,

+oo
1
n=0

Plus généralement, si (wn ), oy est une suite géométrique de raison q telle que [q| <1,

+oo B o
nzzou"_‘—q'

DEMONSTRATION . Soit q € C. Si |q] > 1, q" ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo. Dans ce cas, la série de terme général
q", n € N, diverge grossiérement.

Supposons maintenant |q| < 1. En particulier, q # 1 et pour n € N,

1— n+1
1+q+...+q“:ﬁ

1

Puisque |q| < 1, ™" - 0 puis Z q" T T g
n—-+oo n—-+oo —

k=0

Plus généralement, si (un), oy est une suite géométrique de raison q telle que |q] < 1,

+oo +o00o

§ z n Uo
Un = U q :] .

n=0 n=0 q

a

Quand on additionne les termes d’une suite géométrique, il y a le premier terme en facteur. Par exemple, pour la suite

(=)
2n neN*,

1>< =1,

+oo 1
IS
n=1

2 1
=3
t pour la suit (9>
et pour la suite { —— ,
10 neN*
&9 9 R
10m 10 1T
n=1 1——
10
= 9 . . .
On note que Z ToF s’écrit 0, 99...9 puis, quand n tend vers +oo, 0,99...9...=1.

k=1 n chiffres

2.2 Séries de RIEMANN

Théoréme 10. Soit « € R.

: 1 . .
La série de terme général —, n € N*, converge si et seulement si & > 1.
n

n
1
DEMONSTRATION . Soit @ € R. Pour n € N*, posons Sn,« = Z e
k=1

=1

—+o00

n n
1 1
e On a déja vu que la suite Sn1 = E X — 400 (en montrant d’abord que pour tout n > 1, E >In(n+1)).
n
k=1 k=1

e Soit « < 1. Pour k € N*, %

Sn,a  — oo
n—-+oo

> puis, en additionnant membre & membre, pour n € N*, S, & > Sn,1. On en déduit que

1
ka
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1
e Soit o« > 1. Pour n € N*, Siyi1,o — Sy = m > 0. Donc, la suite (Sn,a),cy~ est croissante. Donc, la suite (Sn ), oy« est

convergente si et seulement si la suite (5“30‘)1161\!* est majorée.

1
La fonction t — = est continue et décroissante sur |0, +oo[. Soit k > 2.
1 1 ko
— =(k—(k—-1 — < — dt
= =g < | o

puis, pour n > 2,

Sn‘“:]+Z]<]_oc

k=2

<1+

n
k=

ko n 1 "
—dt:1+J —dt:1+{—7} car & # 1

zL*‘ to to (x—1)te=1 ], ( #1)
1

.

(¢ —1)ne1 + o—1

<1+ ! (car x — 1 > 0),
oa—1

ce qui reste vrai quand n = 1. La suite (Sn,«), ¢y~ €st croissante et majorée par 1+ P Donc, la suite (Sn,«),cy+ converge.
o —
a

+oo

= Commentaire. Contrairement au cas des séries géométriques, nous n’avons pas fourni la valeur de la somme E — quand
n=1 n
o > 1. On est capable de calculer cette somme pour un nombre trés restreint de valeurs de o« et par exemple, dans l’exercice qui suit,

+oo 1 7_[2
Stablit — = —.
on établit que Z 0 c
n=1
+o0o
La fonction ¢ : a— ((a) = Z ) définie sur]1,+ool, s’appelle la fonction zeta de RIEMANN.
n=1
+oo
Exercice 2. Un calcul de —.
>
n=

7T
1) Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout entier naturel non nul n, — = J (at2 + bt) cos(nt) dt.
n

C((2n+ 1)t
a(E200)

n 1 .
2) Montrer que Vt € [0, 7, Z cos(kt) = . <t> 2" t €10,7d
2sin | =
k=1 2
nsit=0
n
. 1 ” C((2n+ 1t 1 (™ [ t? .
3) Montrer que pour tout n € N*, ]; = Jo g(t) sin (f) dt — 7 Jo (E — t) dt on, pour tout t € [0, 7,
t2 B
— —t
2 it €0,
g(t) = 2sin L
2
—1sit=0

” 2n+ 1)t
4) Soit f une fonction de classe C! sur [0, 7t], montrer que lirJIrl J sin — f(t) dt =0.
n—-+4oo 0

5) Montrer que la fonction g est de classe C' sur [0, 7.

+oo.l

6) Calculer Z el

n=1

Solution 2.

1) Soient a et b deux réels. Soit n € N*. Deux intégrations par parties fournissent
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r (at? + bt) cos(nt) dt =

(at? + bt) T2t } . [ 2at+ 02— 2 [ at+ b)(sinine)) o
0 no |, n n

0 0

[

_ l <[(2at+b)cos(nt)} _anacos(nt) dt) _ lz [(2at + b) cos(nt)]g
n n 0 0 n
= 1 (a4 b)) —b).
n2
puis
Vn e N*, r (at? + bt) cos(nt) dt = LZ Svn>1, LZ ((2ar+b)(=1)" —b) = L2
0 n n "

sSvn>1, 2an+b)(-1)"—b=

1
<:b——] eta—ﬂ.

n2 27
2) Soit n € N*. Pour t € [0, 7],

v () 5 e 3 2 () v =5 s (4 ) ) (1= 1) )

) t) (somme télescopique)

1 T 12
Donc, Vn > 1, — *J <— —t> cos(nt) dt.

Il

<

=
7N
N

3

+

N =
~_—
—+
~_

|

2.

=
N &
7l
N =

: = : t [t
Sit=0 Zcoskt —;1_nets1t€]0,7'[],alorsze}0, pu1ss1n<z>;£0,

) . (2n+1)t
sin { ———— :

Zcos(kt) = —) 7
k=1

N e+

2sin
3) Soitn > 1.

S =3 [ (E et a=] (——t) > costey

k=1 k=10

i 2n+ 1)t
2 n t2 m 2 1 C/(neNt\ 1/
= 2sin | =
2
Cette derniére égalité reste vraie quand t = 0. Donc,
=1 (7 C((2n+ 1)t 1 (™ [/ t2

4) Soit n € N*. Puisque la fonction f est de classe C! sur le segment [0, 7'[], on peut effectuer une intégration par parties
qui fournit

cos <7(2n+ ”t) )
" o ((@n+1)t 2 2 (", (2n+ 1)t
L f(t) sin (f> dt = |f(t) x ———5—5 i L f/(t) cos <f) dt
2 0

2 T, (2n+ 1)t
= (f(O) —}—L f'(t) cos <f) dt>
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On en déduit que pour tout n > 1,

—t
5) La fonction g est de classe C' sur 0, 7] en vertu de théorémes généraux. Ensuite, g(t) = P~ SRRk g (- g(0).
La fonction g est donc continue en 0 puis sur [0, 7.

G () - (G G ()

X puis

Pour tout réel t €]0, 7], g’(t) =

N

<

B

N
7N
N e+
~~_

1 2
1<_1+Ti[><§+o(t2))—z<—t+§—n)(1+o(t)) %—Fo(tz) 1

S02 " ; (tz ) o 2 1o (2] 150 an o

g'(t) .

Z +O(t2)

Ainsi, g € CO([0,7],R) N C'(]0,7],R) et g’ a une limite réelle en 0. D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, la
fonction g est de classe C! sur le segment [0, 71].

6) Puisque la fonction g est de classe C! sur le segment [0, 7, la question 4) permet d’affirmer que
7 2 Nt
lim J g(t) sin (ﬁ) =0 et donc

n—+oo |, 2
+°°L__1J" 2 Ve l[E_ g1 e\ w2
nz 2, \2m 2|len 2], 2\6ém 2 6
n=1
On a montré que
+00.| 7_[2
2 g
n=1 6

3 Etude des séries & termes réels positifs

3.1 Généralités

Quand la suite (un), oy est une suite réelle, positive & partir d’'un certain rang, on dispose d'un certain nombre de
techniques pratiques pour étudier la nature de la série de terme général wu,,. Le point de départ est le théoréme suivant :

n
Théoréme 11. Soit (un),, oy une suite réelle, positive a partir d'un certain rang no. Pour n € N, on pose S, = Z U.
k=0

1) La suite (Sy) est croissante.

n>ng

2) La série de terme général u,,, n € N, converge si et seulement si la suite des sommes partielles (Sn),, o est majorée.

+o0o
Quand la suite des sommes partielles n’est pas majorée, S, — +o0o et on peut écrire E Up = +00.
n—-+oo
n=0
DEMONSTRATION . Pour n > no, Sni1 — Sn = uny1 = 0. Donc, la suite (Sn)n>n0 est croissante ou encore la suite (Sn), oy est

croissante & partir d’un certain rang.

Dong, si la suite (Sn), cy est majorée, elle converge et si la suite (Sn), .y n’est pas majorée, Sn tend vers +o0o quand n tend vers
+00.
A

= Commentaire. Si la suite (Wn), ey est réelle et négative a partir d’un certain rang, la suite (Sn), o est décroissante puis
convergente si elle est minorée et de limite —oo si elle n’est pas minorée.
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3.2 Utilisation des relations de comparaison

Théoréme 12. Soient (un), oy et (vn) deux suite réelles telles que, a partir d’un certain rang ng, 0 < U, < vn.

neN

Si la série de terme général vy, converge, alors la série de terme général u,, converge.
Si la série de terme général u,, diverge, alors la série de terme général v, diverge.

n n
DEMONSTRATION. Pour n € N, posons U, = E ug et V = E Vk. Supposons que la série de terme général v, converge.
k=0 k=0

Notons V la somme de cette série. D’aprés le théoréme 11, la suite (Vn) est croissante et on en déduit que pour n > ng, Vo < V.

nzng

Pour n > ny,

no n Mo n
un:Zuk+ Z ukgzuk+ Z Vk:uno+vnfvno gunofvno‘k\/-
k=0 k=no+1 k=0 k=ng+1
La suite (Un)n>no est donc majorée. On en déduit que la série de terme général u, converge d’apreés le théoréme 11. Par contrapo-
sition, si la série de terme général u, diverge, alors la série de terme général v, diverge.
a

Théoréme 13.

Soient (Un),en €t (Vn)pey deux suite réelles, positives a partir d’un certain rang, telles que up, = O (vy) ou
n—-+oo

U, = o(vn).
n—-+oo

Si la série de terme général v, converge, alors la série de terme général u,, converge.
Si la série de terme général u,, diverge, alors la série de terme général v, diverge.

DEMONSTRATION. Siu, = o0(vn),alorsu, = O (vn). Il suffit donc de prouver le théoréme quand un = O (vn) ce
n—+oo n—+oo n—-+oo

que l'on fait.

Il existe un rang no et un réel positif M tel que, pour n > no, 0 < un < Mvy. Si par hypothése, la série de terme général vy,
converge, il en est de méme de la série de terme général Mv,. D’aprés le théoréme 12, la série de terme général u, converge. Le
deuxiéme résultat s’obtient par contraposition.

a
Théoréme 14.
Soient (Un), ey et (Vi) ey deux suite réelles, positives a partir d’'un certain rang, telles que u, T Un
La série de terme général u,, converge si et seulement si la série de terme général vy, converge (ou encore les séries de
termes généraux respectifs wu, et vy, sont de méme nature).
DEMONSTRATION. Siun ~ vVvp,alorsuy, = O(vp)etvy = O (un).
n—+oo n—+oo n—+oo
Donc, la série de terme général u, converge si et seulement si la série de terme général v, converge.
K

= Commentaire. Dans les théorémes qui précédent, on a systématiquement [’hypothése « un et vn sont positifs & partir d’un
certain rang ». On verra plus loin que cette hypothése est indispensable. C’est ce qu’on analyse a travers différents exemples
ci-dessous.

1 : 1 .
Pour < : pour tout n € N*, on a —1 < — et la série de terme général — converge. Pourtant, la série de terme général
n n

—1 est grossiérement divergente. On ne peut donc pas supprimer I’hypothése de signe dans le théoréme 12.

_1\yn—1 —1)n1
Pour o et O : on verra a la fin de ce chapitre, que la série de terme ——=— converge. Or, — = o (L) (et

\/H n n—>_+oo \/ﬁ
] (=) ! 1/n 1 - PP S
aussi — = O—F—=—))car |———| = —= — 0 et d’autre part, la série de terme général — diverge.
n n—+oo ﬁ (_])nq/ﬁ a

\/ﬁ n—-+oo

On ne peut donc pas supprimer ’hypothése de signe dans le théoréme 13.

Pour ~ : on verra en exercice a la fin duchapitre, que la série de terme général
(_] )nfl
N

(=)' .

—————— diverge (et on rappelle que
VAt (=

(_])n71 (_])n71

converge). Pourtant, ————— ~ ————. On ne peut

Vi ()T nmtee

P'on montrera que la série de terme général
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donc pas supprimer I’hypothése de signe dans le théoréme 14.

Exercice 3. Nature de la série de terme général
2 2
n-+n-+1 nc4+n+1
1) un=ln (m) etvn =i (m)
In(n) 1

2)un:76tvn:m.

Solution 3.

2
n-+n+1

1) Pui — = 1

) Puisque o nd T nte
| n?+n+1 n4+n+l . In 2
n2—n+1)nst+c0onZ2—n+1 n?—n+1no+ton’

2
Puisque la suite (—) est positive (et donc la suite (un) est positive a partir d’un certain rang) et que la série de
neN

2
terme général — diverge (série de RIEMANN d’exposant 1 < 1), la série de terme général u,, diverge.
n

. nf+n+1
Puisque ——— — 1,
n‘+n—1n-+oo
| n?+n+1 n?+n+1 | 2 2
n24+n—1) ns+con? +n—1 - nZ—n+1 nsteo n’
. . 2 . . o2 -
Puisque la suite | — est positive et que la série de terme général 2 diverge (série de RIEMANN d’exposant 2 > 1),
neN

la série de terme général u,, converge.

Inn ) ) 1 o o] o
2) e Il est exact que oz est prépondérant devant 2 et que la série de terme général 2 converge. Mais ceci ne permet

3

nz n n nz
respectivement convergente et divergente.

1 1 1
pas de conclure car par exemple, —- et — sont prépondérants devant — et les séries de termes généraux — et — sont
n

In(n) 1
Vérifions que — = o —5 |. D’aprés un théoréme de croissances comparées,
n n—+oo nz

In(n) In(n)

nex n2 - n% nﬂ:Jroo 0(1 )’
In(n) 1 ) ) In(n) 1 . L. L 1
et donc — = o | —5 |. Puisque les suites > et [ — | sont positives et que la série de terme général —-
n n—-+oo nz n nz nz

In(n
converge (série de RIEMANN d’exposant = > 1), la série de terme général ()

converge.
2 n?

1
—. D’aprés un théoréme de croissances comparées,

Vérifi ] >
[ ] erinons que ————
e R Inm) nSieo n3

3
T

1 nt
—  +o00,

M Rnm) ~ In(n) noteo

et donc —. Puisque les suites

1 1 1
VRInm) nieo ni <ﬁ1n(n)) “ (?

1
—5 diverge (série de RIEMANN d’exposant — < 1), la série de terme général

1
na 4 \/ﬁln(n)

) sont positives et que la série de terme général

diverge.

4 Comparaison séries-intégrales

On va généraliser le travail effectué pour étudier la convergence des séries de RIEMANN. On se donne une fonction f
continue et décroissante sur [0, +ool. Soit k > 0. Puisque f est décroissante sur [k,k + 1], pour tout x de [k,k + 1], on a
f(x) < f(k) et donc

k+1 k+1
J f(x) dx < J f(k) dx = (k+ 1 —=Xk)f(k) = f(k).
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De méme, pour k > 1 et x € [k — 1, k], f(k) < f(x) et donc

k k
J f(x) dx > J f(k) dx = (k— (k — 1))f(k) = f(k).
k—1 k—1

Tllustrons ces inégalités par un graphique dans le cas ou de plus, f est positive.

D D’\

k—1 k k+1

k k+1
J f(x) dx et J f(x) dx sont respectivement laire, exprimée en unités d’aire, de D = {(x,y) € R?/ k—1 <x < ket 0 <
k—1 k

y<f(x)let D' ={(x,y) e R?/ k <x < k+1et0<y < f(x)}. Dautre part, f(k) = (k — (k — 1))f(k) = (k + 1 —k)f(k)
est I'aire du rectangle R de sommets (k — 1,0), (k,0), (k,f(k)) et (k —1,f(k)) et aussi I'aire du rectangle R’ de sommets

(k,0), (k+1,0), (k+1,f(k)) et (k, f(k)).
k

L’inégalité J f(x) dx > f(k) s’interpréte graphiquement par le fait que laire de D est supérieure a I'aire de R et
k-1
k+1

Iinégalité J f(x) dx < f(k) s’interpréte graphiquement par le fait que aire de D’ est inférieure a I'aire de R’.
K

En sommant membre & membre ces inégalités, on obtient pour n € N,

n i J~k+1 Jn+1
f(k) > f(x) dx = f(x) dx
k=0 k=0"k 0
et pour n € N*,
n n n k n
D k) =F0)+ ) f(k)>f(0)+ ) J f(x) dx = f(0) +J f(x) dx.
k=0 k=1 k=1"k"1 0

Dans le cas ou f est continue et décroissante sur [0, 400, on a montré que

n+1
vn € N J

f(x) dx < Z (k) < £(0) + Jn f(x) dx.
0 k=0

0
Ceci généralise le travail effectué pour étudier la convergence des séries de RIEMANN. On peut effectuer un travail analogue
dans le cas d’'une fonction croissante.

5 Séries absolument convergentes

Dans les paragraphes précédents, on a pu donner un certain nombre de techniques pour étudier la convergence d’une série
a termes réels positifs (au moins & partir d’un certain rang). On va maintenant s’intéresser aux suites réelles de signe
(_] )n . . eie
puis aux suites complexes comme par exemple | — . On
neN* neN*

quelconque comme par exemple la suite (

commence par ’étude des suites réelles en dégageant les notions de parties positive et négative d’une suite réelle.

5.1 Les suites (u}) et (u;)

DEFINITION 5. Soit (un), cy une suite réelle.

Pour n € N, on pose u;; = Max{uy, 0} et u;; = —Min{un, 0} = Max{—u,, 0}

Par exemple, si pour tout n € N, u,, = (=1)", alors (u}), oy =1(1, 0, 1, 0, 1, ...) et (uy), ey = (0, 1,0, 1, 0, ...). On
note que les suites (u}),, oy et (U ), oy sont deux suites réelles positives.
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Théoréme 15. Soit (un ), oy une suite réelle.
1) Pour tout n € N, uy >0 et u;; > 0.
2) Pour tout n € N, |un| = uf +uy et up =uf —u;,.

_ |un‘+un ot u- = ‘un‘_un
2 n 2

4) Pour tout n € N, u;) < Jun| et u,; < funl.

3) Pour tout n € N, u;|

DEMONSTRATION .

1) Soit n € N. u;! est le plus grand des deux réels u, et 0 et en particulier, 1), est plus grand que 0. De méme, u;, est le plus grand
des deux réels —u, et 0 et en particulier, u,, est plus grand que 0.

2) Siun >0, uf =un et u, =0 puis ! + Uy =uUn = |[un| et W — Uy = un.
Siun <0, u =0et uy, =—uy puis Ul +uy = —un = [un| et w) — Uy = un.

3) En additionnant ou en retranchant membre & membre les égalités de 2), on obtient [un| + wn = 2w} et un| — un = 2u;,. Donc,

+ Un| 4+ un ot U = Un| —un
" 2 " 2 '
4) Pour tout n € N, u;f > 0 et u; > 0 et done, wf < wf +upy = [unl et w, < wh +uy = |ual 0

5.2 Deéfinition de la convergence absolue

DEFINITION 6. Soit (un), <y une suite complexe.

La série de terme général u,, est absolument convergente si et seulement si la série de terme général [, | converge.

n in®
n € N, ou —=
’ ’ nyn’

= — ). Par contre, la série de terme général
nz

n2

Par exemple, les séries de termes généraux respectifs n € N* et 0 € R, sont des séries

1 t
=—e
n2

n

—_1m

n2

eine

ny/n

absolument convergentes (car ,n e N* n’est

pas absolument convergente.

5.3 Application a la convergence d’une série

Théoréme 16. Soit (un),, oy une suite complexe.

Si la série de terme général u,, est absolument convergente, alors la série de terme général u,, est convergente.

DEMONSTRATION .

e Analysons d’abord le cas ol (un) est une suite réelle. Supposons que la série de terme général u, converge absolument ou encore
supposons que la série de terme général |un| converge. Pour tout n € N, 0 < u;i < |un| et 0 < uy; < [un|. Mais alors, d’apreés le
théoréme 12, les séries de termes généraux respectifs u;\ et u, convergent.

+oo
Puisque pour tout n € N, u, = u;i — uy, la série de terme général u, converge d’aprés le théoréme 5 (et de plus, Zun =
n=0
+oo +oo
Z ul — Z U, ). Le résultat est établi dans le cas d’une suite réelle.
n=0 n=0

e Passons au cas d’une suite complexe. Supposons que la série de terme général u,, converge absolument ou encore supposons que
la série de terme général [un| converge. Pour tout 1 € N, [Re (un)| < [un| et [Im (un)| < [wnl.
On en déduit que les séries de termes généraux |Re (un )| et |[Im (wn )| sont convergentes ou encore que les séries de termes généraux
Re (un) et Im (un) sont absolument convergentes. D’aprés ’étude du cas ou la suite est réelle, on en déduit que les les séries de
termes généraux Re (un) et Im (un) sont convergentes puis que la série de terme général u, converge d’aprés le théoréme 7.

a

(_ n ein@

,me N, ou ——,ne N et 0c R, sont absolument
ny/n

Par exemple, les séries de termes généraux respectifs ———
n

convergentes et donc convergentes.

(=)™

Exercice 4. Nature de la série de terme général u,, = In (1 + T), n € N*.
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Solution 4. (In

(1!
(1+ 5 )

= —5. Puisque la série de terme général — converge, on en déduit
n n

n—+oo n?2
_1\yn—1

que la série de terme général In (1 + 2 > converge absolument et donc converge.

: o (=nn! 1 . . (=N~
On peut pratiquer difféeremment : In | 1 + ——— = O — |. Dong, la série de terme général In | 1 + ———

n? n—-+oo n? n2
converge absolument et donc converge (dire que uy = (0] (F signifie qu’il existe M € R et ng € N tel que pour
n—-+oo

M
n = no, lunl < —).
n

5.4 Exemples de séries semi-convergentes

Dans l'exercice qui vient, on va voir deux exemples de séries convergentes qui ne sont pas absolument convergentes. Une
telle série est dite semi-convergente.

Exercice 5.
o )n71 o )n71
1) Convergence et somme de la série de terme général ———— n € N*. La série de terme général ——— n € N*
n n
est-elle absolument convergente 7
i, (=D i, =D

2) Convergence et somme de la série de terme général il n € N. La série de terme général il n € N est-elle
absolument convergente ?

1 1
(Dans les deux cas, on pourra utiliser le fait que pour tout k € N*, X = J t 1 dt.)

0

Solution 5.

1) Soit n € N*.

i (_])k_] — i(_])k—] J] tk—] dt = J] E(_t)k dt
k 0

0 \k=0

Kk
"1 — (=)
= | ———— dt (car, pour tout t € [0,1], —t # 1)

o T+t e
1 oyn
:1112—(—1)“J dt
o 1+t
De plus, pour n € N*,
1 n 1 n 1 n
t t t 1
(—1)“J dt :J dt<J
o 1+t o 1T+t o0 T T
T gn ] k—1
. s 1 .
Puisque T nieo 0, on en déduit que (—1) L Tt dt njm 0 puis que Z njm In2. Ceci montre la
-1 n—1
convergence de la série de terme général — n € N*, et fournit sa somme :

+oo _1yn—1
E0
n

(_])n71 n—1
D’autre part, pour n € N*, |——

1
= — et donc, la série de terme général diverge ou encore la série de
n

_1\yn—1
terme général ———— n’est pas absolument convergente.
n
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2) Soit n € N.

e ’ NS K
é2k+1 :Z(_”kL o dt:Jo <Z (=) )dt

:J ﬁdt(car pour tout t € [0,1], —t? #1)
o —

L 1 2n+42 . 1242
— 1 —— dt = [Arctan(t)]§ + (-1 | —— dt
|, o e 0| e de=laretane)d + (-1 [ T e
T t2n+2
= — 1" t

4+( )J01+t2d

De plus, pour n € N,

n 1 t2n+2 1 t2ﬂ+2 1 t2ﬂ+2 ‘I
—1 dt| = —— dt < dt = .
(=1 L]thz L1+t2 L 1+0 2n+3

1 2n+2 n (_1)k T
Puisque i3 njm 0, on en déduit que (—1)™ L T dt n:} 0 puis que ];) N1 njm T Ceci montre la
_1\n
convergence de la série de terme général P n € N, et fournit sa somme :
n
+oo (_.I)n B -
n+1 4
n=0

(=n" (=n"
n+1 2n+1

n

1 1 - . .
— et donc, la série de terme général diverge ou encore la

2n+ T notoo 20

D’autre part, pour n € N, ‘

2n+1

série de terme général n’est pas absolument convergente.

On termine cette section par un exercice qui fournit un exemple de deux suites (un) et (v ) équivalentes telles que la série
de terme général u,, converge et la série de terme général v, diverge.

Exercice 6.

Sl 5
——— puis U, = Uk.
v D

1) Pour n € N*, on pose u, =

a) Montrer que les suites (Uzn),cn- €t (Uan—1), - sont adjacentes.
b) Que peut-on en conclure ?
2) Pour n € N* v (=1 is V, Zv
our , Ol POSE Vy; = ———————— puis = .
p mn \/H"‘ (_])n71 p — k

a) Montrer que la série de terme général v, diverge.

b) Montrer que u, ~ V.
n—-+oo

Solution 6.
1) a)

1 1
e Pour tout n € N*, Uon 2 —Uon = Uoni1 +Usna2 = > 0. Donc, la suite (Uzn ), cy- est croissante.

\/21]1+1 VInt2~

V2n +1 B Vv2n

et donc Uo7 —Uzy, — 0.
n—-+oo

e Pour tout n € N*, Uppi 1 —Uon_ 1 =Uony1 +Uon = < 0. Dongc, la suite (Uzn 1), ¢y~ est décroissante.

1

e Pour tout n € N*, Uy 1 — Uop = —uppn =

¥

On a montré que les suites (Uzn),cn €6 (Uzn—1),cy- sont adjacentes.

b) Les deux suites (Uzn), ey« et (Uzn—1),cy- sont donc convergentes et ont méme limite. On en déduit que la suite
(Un), cy- converge ou encore que la série de terme général u,, converge.

(© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 17 http ://www.maths-france.fr



2) a) Pour n € N*,

\/ﬁ _n \/_ n—+oo n—+oo \/_
(! 1
Y
vn
A b 1
nreo oM N
_1\n—1
_ e 1 (L
n—+oo \/H n nz
1 1
Pour n € N*, posons w;,, = -~ etth, =0 —3) de sorte que v, = Uy + Wy + .
nz

La série de terme général u,, converge d’aprés 1) et la série de terme général t,, converge absolument et donc converge (car

1

3 . . . .
7 > 1). Si la série de terme général v;,, converge, il en est de méme de la série de terme général v, —u, —t, = wy, = ——
n

ce qui est faux. Donc, la série de terme général v,, diverge.

b) Pour n € N*,
(_])n—] (_])n—] 1 7 1

= X

VRS EDTT T A

(= . 1
Or, lim ——=— =0et donc lim ————r-+
no+too /M n—-+oo : (=™ U

donc que u, ~ vy
n—-+oo

6 Séries alternées

DEFINITION 7. (séries alternées)

On appelle série alternée toute série dont le terme général u,, est de la forme w, = (—1)"v,, ou uy = —(—1)"v,, o
la suite (vn), cy est une suite réelle

e décroissante,

e convergente et de limite nulle.

= Commentaire. Notons que la suite (Vi) en st nécessairement positive en tant que suite réelle décroissante de limite nulle.

On a donc les relations :

Vn €N, vy = [unl, et aussivn € N, un = (—=1)" [un] ouVn e N, u, = —(—1)" |un].

Théoréme 17. (critére spécial aux séries alternées)

Toute série alternée converge.

DEMONSTRATION .  On montre le résultat dans le cas ot Yn € N, un = (—1)"vn avec (vn),, oy suite réelle, positive, décroissante,
n

de limite nulle quand n tend vers +oco. Pour n € N, on pose S, = Z Uy.
k=0

Pour n € N, on a

® Soni2 — Son = Uani2 +U2nil = Vang2 —Vang1 <03
® Soni3 — Soant1 =U2ny3 +Uznp1 = —Vani3 +Vang2 2 0.

Donc la suite (Sant1),,cy €st croissante et la suite (San),cy est décroissante. Enfin, Szn1 — San = Uzn+1 et donc Sani1 — San tend
vers 0 quand n tend vers +oo. Ceci montre que les suites (SZ“)nEN et (Sani1 )neN sont adjacentes et donc convergentes, de méme
limite. Mais alors la suite (Sn), .y converge ou encore la série de terme général un, n € N, converge.

a

(© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 18 http ://www.maths-france.fr



Pour comprendre la convergence d'une série alternée, représentons graphiquement les premiers termes de la suite (Syn), oy
dans le cas ou pour tout tout 1 € N, u,, = (—1)™ Jun|. So = |uo| puis S1 = up +w1 = |up| — [ug| puis S2 = up +uwg +uy =
[wol — ur| + huzf ...

A chaque étape, on enléve moins que ce qu’on vient de rajouter ou on ajoute moins que ce qu’on vient de retrancher.

(_] )nfl

Exemple 1. Pour n € N*, posons u,, = T La suite (un), cy- est alternée en signe et sa valeur absolue, & savoir
n

1
T, tend vers 0 en décroissant. Donc la série de terme général u,, n € N*, converge d’aprés le critére spécial aux séries
n
alternées. On peut noter que la série de terme général u, n’est pas absolument convergente et donc la série de terme
général u,, est une série semi-convergente.
. (_] )nfl
Exemple 2. Pour n € N*, posons u,;, = ————
n2
série de terme général u,, est une série alternée mais il serait trés maladroit d’utiliser cette constatation ici pour prouver

. La série de terme général u,, est absolument et donc convergente. La

la convergence de cette série.

(=)™

Exemple 3. Pour n € N*, posons u,, = T . La série de terme général n’est pas une série alternée car la suite
n J—

(lunl); ey n'est pas décroissante. Pour s’en convaincre, commencons par représenter graphiquement ses premiers termes.

| |
T T T T T T T

[ ]
%
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Vérifions maintenant plus proprement que la suite (Jun|),, oy n'est pas décroissante. Tout d’abord, hup| =1 > 7= [uq].

Ensuite, V14 (=1)° =2>0et pour n > 2, y/n+ (=)' > /2 —1> 0. Donc, pour n > 1,

st (fn 1| — un|) = sgn (ml ESITiy (]—nn—1> =sen ((Va+ (=11 = (VarT+ (=)

=sgn (—\/n—H +vn+ 2(—1)“7]) .

e Sim est pair et supérieur ou égal a 1, posons n = 2p ot p € N*. On a sgn ([uzp+1| — [uzp|) =sgn ( V2p+T14++2p )

avec

(~v2p+1+ V) -2<0.

Donc, ¥p > 1, uzp 1] —uzp| < 0.
e Sin est impair et supérieur ou égala 1, posonsn = 2p—1 o p € N*. On asgn ([uzp| — [uzp—1l) = sgn( V2p+2p—T+ 2)
avec
1 1
—V2p+V2p—14+2=————— +2>2— 2—1=1>0.
V2Zp+v2p—1 \/—+\/—
Donc, Vp > 1, uzp| — [uzp—1] > 0.
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La suite (Jun|),, ¢y n'est pas monotone, ni méme monotone a partir d'un certain rang. On rappelle qu’on a vu en exercice
que la série de terme général u,, était divergente et donc la série de terme général u,, ne pouvait pas étre une série alternée.
Ainsi, ’alternance de signe ne suffit pas a faire d’une série une série alternée.

Théoréme 18. Soit (Wn),, oy une suite réelle alternée en signe dont la valeur absolue tend vers 0 en décroissant.

“+oo n “+oo
On pose S = Zuk etVneN, S, = Z u et Ry = Z ug. Alors,
k=0 k=0 k=n+1

e sgn (S) =sgn(up) et Vvn € N, sgn (S,) =sgn (ug) et Vn € N, sgn (Ry) = sgn (Un1).

o [S| <luglet Yn € N, [Sy] < Jupl et Yn € N, [Rp| < [un41].

= Commentaire. On a l’habitude de dire que les sommes S, Sy et Ry sont du signe de leur premier terme et en valeur absolue

majorées par la valeur absolue de leur premier terme.

DEMONSTRATION . e Supposons que ¥n € N, un = (—1)" [un| (de sorte que up > 0, w3 <0, ...)
On rappelle que la suite (San), ¢y est décroissante, la suite (Szni1),, ¢y est croissante et que les deux suites (San), ¢y €t (Sant1),cn
convergent vers S. Par suite,

S1 < 5 <...<S<... <S4 <82 < So.

S3<S
En particulier, S1 < S < Sp et aussi Vn € N, §; < Sn < So. D’autre part, So = uo et S1 =up + w1 = |uo| — [ug]| = 0. Donc,

0<S<wetvneN, 0<S, <up.

Ceci montre que S et S, sont du signe de up et en valeur absolue majorés par la valeur absolue de uy.

e Supposons que Vn € N, un = —(—1)" [un| (de sorte que wo < 0, uy >0, ...). Alors, la suite (—un), .y est du type précédent et
donc 0 < =S < —upet Yn € N, 0 < =S < —up. Ceci montre S et Sy, sont négatifs et donc du signe de up et que leur valeur absolue
est majoré par la valeur absolue de uo.

En appliquant le résultat établi pour S & Rn, Rn est du signe de un+1 et [Rn| < [ungl-

+o0o (_])n—]
Exemple. Z —

n=1

est du si nede£—1etdonc+f£>0
© 1 - n=1 n T

“+o00 (_.I )n—]

-1 1-1
D’autre part, < =D = 1. Ce résultat est en adéquation avec le calcul de I'exercice n°5 ol on a
n
n=1
+oo (_])n—]
établit que — =1n(2).
n=1 n
De méme +ZOO m est du signe de £ = 1 et donc positif et d’autre part +ZOO = < }( N =1
7n:1 ﬁ g \/T p p 9 — \/ﬁ X -I .

Ainsi,

On obtient dans ce cas un encadrement de la somme sans connaitre la valeur exacte de cette somme.

Exercice 7.
+oo (—])n
Calculer une valeur approchée de Z

S a 1072 prés.

Solution 7.
(="
n? +1 n2 +1
=" converge d’apres le critére spécial aux séries alternées. Posons S = +ZOO (=1)"

' — nZ 41

tend vers 0 en décroissant. Donc, la série de terme général

(=1
k2 +1°

est alterné en signe et sa valeur absolue, a savoir

n
et pourneN, S, =
nZ 41 b h 1;)

On sait que pour tout entier naturel p, Syp41 < S < Szp avec
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(_])2p+1 1
2p+1)2+1‘_ 2p+1)2+1°

1 1072 — 1072
Zpr 12+ < 7 alors une valeur approchée Sz, de Sz & 5 pres est une valeur approchée

‘SZer] - S2p| = ‘ (

Si on choisit p tel que
de S a 1072 prés car

102 1072 1

[S20 — S| < |S2p = S2p| +152p = SI < = +152p = Szpi1l < ey <1
1 102 V199 —1
Or, O pr124iz2000ps 77 65 aps7

<
2p+1)2+1 " 2 2
-2

Une valeur approchée de Sy a prés est une valeur approchée de S a 1072 prés. La calculatrice fournit S; = 0,627...

et donc

—+o00 (_])n
> T =063a 1072 pres.
n=0

7 Produit de CAUCHY de deux séries absolument convergentes

7.1 Définition et convergence du produit de CAUCHY

DEFINITION 8. Soient (un), cy €t (Vn),cy deux suites de nombres complexes.

Le produit de CAUCHY des séries de termes généraux respectifs u,, et v, est la série de terme général w,, ou

n
meN w, = Z Uk Vn—k-
k=0

Théoréme 19. (produit de CAUCHY de deux séries numériques absolument convergentes)

Soient (Un), ey €t (Vn) deux suites de nombres complexes.

neN

Si les séries de termes généraux respectifs 1, et v, convergent absolument, alors le produit de CAUCHY de ces deux

+oo +oo
séries converge et a pour somme Z Un | X Z vn |. Plus explicitement,
n=0 n=0

5 (&) (5 (5)

n n
DEMONSTRATION . Pour n € N, on pose U, = E wi, Vo = E Vi puis

1=0 i=0
n n i
Wn = E Wi = E UVi—j = E Uk V1.
i=0 i=0 j=0 o<k, l<n
k+1<n

—+oo
Enfin, puisque les séries de terme généraux respectifs un et v, convergent absolument et donc convergent, on pose U = E w et

i=0
+oo
V= E Vi.
i=0

e On effectue d’abord la démonstration dans le cas particulier ot les suites (un),y €t (vn), o sont a termes réels positifs auquel
cas dire que les séries de terme généraux respectifs un et v convergent absolument équivaut a dire que ces séries convergent.

Soit n € N. Un X Vi = <Z uk> <Z v1> = Z wvy. Soient alors k et 1 deux entiers naturels.
1=0

k=0 o<k, l<n
kD e[o,n]*=0<k+1<2n= (k1) € [0,2n]?,
et donc [0,n]* C {(k,1) € N*/k+1< 2n} C [0,2n]” (voir graphique page suivante).
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Zne ° ° ° s ° ° °
® ° ° ° ° °
° °
® °
® ° °
ne o ° °
°
° ° °
® ° ° ° ° °
'3 ° ° ° ° ° ° °
A * 1=1 ° ° * 2=n

Puisque tous les termes considérés sont positifs, on en déduit que

E uvt < E vt < E UKV,

o<k, l<n 0<k+1<2n 0<k,1<2n
ou encore que

Un X Vu < WZn < uZn X vZn (*)

Par hypothése, la suite (Un) converge vers U et la suite (Vn) converge vers V. Mais alors, les suites extraites (Uxn) et (Van)

convergent vers U et V respectivement. Ainsi, les membres extrémes de I'encadrement (x) convergent tous les deux vers U x V. Le

théoréme des gendarmes permet d’affirmer que la suite (W2, ) converge et que lim Ws, = U x V. Enfin, puisque pour tout n € N,
n—+oo

wn > 0, la suite (Wy) est croissante et donc, pour tout n € N, Waon, < Wani1 < Waniz. Le théoréme des gendarmes permet une
nouvelle fois de conclure que (Wan41) converge et que lim Wi =U x V.
n—+oo

En résumé, les deux suites extraites (Wan) et (Wani1) convergent et ont méme limite, & savoir U x V. On en déduit que la suite
(Wn) converge et a pour limite U x V. Le théoréme est démontré dans le cas des séries a termes positifs.

e On passe maintenant au cas général. On suppose que les suites (un) et (vn) sont complexes et que les séries de terme généraux

n n
respectifs un et v convergent absolument. Pour n € N, on pose u), = [unl|, vy, = [vn|, W}, = E wvl, U, = E uy, Vi, = E Vi
ktl=n k=0 k=0

n
et enfin, W/, = Zw{c Pour n € N,

k=0

’o7 r\/! ’
|unvn - Wnl = E uvi| < E |uk‘ ‘vll = E vy = unvn - Wn-
o<k, l<n o<k, l<n o<k, l<n
k+1>n k+1>n k+l>n

D’aprés I’étude du cas des séries a termes réels positifs, U/, V), — W/, tend vers 0 quand n tend vers +co. Par suite, U,, Vi — W,, tend
vers 0 quand n tend vers +o0o et donc

Wn = UnVa+o(1) = Uuv+o(1).
n—-+oo

n—+oo

Ceci montre que la suite (Wy) converge et a pour limite UV.

Le produit de CAUCHY de deux séries absolument convergentes est une série convergente.
L’exercice ci-dessous montre qu’on ne peut pas élargir I’hypothése aux séries convergentes et non absolument
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convergentes. Le produit de CAUCHY de deux séries convergentes n’est pas nécessairement une série convergente.

n—1

Exercice 8. Analyser la convergence du produit de CAUCHY de la série de terme général %, n > 1, par
n

elle-méme.

(_1 )nfl 1
Vvn yn’
_1\yn—1
1). Donc la série de terme général ———=— converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.

-1 n—1 1
)T = —,n > 1, est divergente (série de RIEMANN d’exposant
n

Vs

n > 1, est donc une série semi-convergente.

Solution 8. est alterné en signe et sa valeur absolue, & savoir tend vers 0 en décroissant (a partir du rang

3=

D’autre part, la série de terme général <)

1 n—1
v
O0sin=0 +0°( ])n]

P 0, = —1)n! de sort
our n > 0, posons U, = (—1) Gin> e sorte que Z \/ﬁ Z U,
\/ﬁ n=1

Le terme général du produit de CAUCHY de la série de terme général

La série de terme général

])n—1 n
> 1, par elle-méme est v,, = Z U Un -

— =1,
vn =

On avg=v; =0et pour n > 2,

n—1 (_])k—] (_])n—k—] n—1 1

n n—1
n = n—k = n—-k = = (=" —_—
Y ];) U Un_k ]; U Un_k Z Tk X Noyr (—1) ; e

k=1

2 2 2
Soit n > 2. Pour k € [I,n—1], k(n —k) = —k? + nk = (k—T—l) —&-lgletdonc
2 4 S
2n—1) 2 2
—2- S0 -
‘Vn‘ Z /7—]( Z —nz/ n n 3 1

Ceci montre que vy, ne tend pas vers 0 quand n tend vers +o00 et donc que la série de terme général v, diverge grossiérement.
Ainsi, le produit de CAUCHY de deux séries convergentes n’est pas nécessairement une série convergente.

7.2 Exponentielle d’un nombre complexe

Dans ce paragraphe, on va obtenir ’exponentielle d’un nombre complexe comme la somme d’une série. Dans le chapitre
« Nombres complexes », I’exponentielle du nombre complexe z aété définie a partir des parties réelle et imaginaire de z
par

Vz € C, e* = efte(®) x elmlz),

On va commencer par obtenir ’exponentielle de z comme somme d’une série quand z est un réel x et quand z est un
imaginaire pur 10 ot 0 est un réel, a 'aide de I'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE établie a la fin du chapitre « Intégration
sur un segment ».

e Soit x un réel. Pour t € R, on pose f(t) = et. f est de classe C* sur R.

Soit n € N. Si x > 0, pour tout réel t de [0, x], ‘f(“H)(t)‘ =e' < eX et six <0, pour tout réel t de [x, 0], f(“H)(t)‘ <1
Dans tous les cas, pour tout réel t de [x,0] ou [0,x] suivant le cas, |f(“+”(t)| < el = M, ;1. D’aprés linégalité de
TAYLOR-LAGRANGE,

n n
xk (0 x|+ Telxl
=3l o 2 e <
k=0 k=0 ’ ’
‘X‘H_H e\x\ n Xk
D’aprés un théoréme de croissances comparées, lim ————— = 0. D’aprés le théoréme des gendarmes, lim Z — =
no+oo (M4 1)! n—+o0o k!

n
. L L X
e*. On a montré que pour tout réel x, la série de terme général e N, converge et que
n!

“+o00 Xn
Vx € R, e = E —.
n!
n=0
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e De méme, soit 0 un réel. D’aprés I’inégalité de TAYLOR-LAGRANGE appliquée & la fonction t — e't, pour tout n € N

ol _ i (i6)* o™+
= k! (n+1)
et donc
+oo /.
i0 __ (le)n
VO e R, e" = o
n=0
|z|™ |z|™

Zﬂ
e Soit alors z € C. Pour n € N, —
n!

= — - La série de terme général —- converge (et a pour somme e?!) ou encore la
nl nl

n
P 2 P Z . .
série de terme général — converge absolument et en particulier converge. On pose donc
n!

+oo Zn
Vz € C, exp(z) = Z o
n=0
n Z/ n
On va vérifier que pour tout (z,z') € C2, exp(z +2') = exp(z) x exp(z’). Pour n € N, posons u, = — et vy = (n)'

Le terme général du produit de CAUCHY des séries de termes généraux un et vy est, d’apres la formule du binéme de
NEWTON,

N

nook (Z/)n_k

_n B 1 Lo/n Konn—k _ (z+2z)"
=Y v = Y TS (1) = B

k=0
Puisque les séries de termes généraux respectifs u,, et v,, convergent absolument, on en déduit que la série de terme général

x|

+oo +oo
Wy converge et a pour somme < E un> ( E vn> = exp(z) x exp(z’). Comme d’autre part,
n=0 n=0
+oo +oo nn
z+z
E Wy, = E z+27)" =exp(z +2'),
n!
n=0 n=0

on a montré que exp(z +z') = exp(z) x exp(z’). Mais alors, pour tout z € C,

Re(z) ilm(z) z

exp(z) = exp(Re(z) + iIm(z)) = exp (Re(z)) x exp(ilm(z)) = e X e = e~

L’exponentielle qui vient d’étre d’finie est bien la méme que celle définie au premier semestre.

8 La formule de STIRLING

On a déja énoncé sans démonstration la formule de STIRLING :
ny\n
nl ~ (—) 27mm.
n—-+oo e

On démontre maintenant cette formule en deux étapes. On commence par déterminer un équivalent en +oco de la n-éme
intégrale de WALLIS :
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]

Exercice 9. (intégrales de WALLIS). Pour n € N, on pose Wy, = J sin™(t) dt.
0

1) Calculer Wy et W;.
2) a) Pour tout n € N, exprimer Wy, en fonction de W,,.

b) En déduire pour tout p € N une expression de W3, et W1y, en fonction de p, expression utilisant
des factorielles.

3) a) Montrer que pour tout n € N, W, > 0.
b) Montrer que la suite (Wy,),, oy est décroissante.

4) Montrer que W41~ W,
n—-+oo

5) a) Montrer que la suite ((n+ 1)W1 Wy ), oy est constante.

i [ m
b) En déduire que Wy, e\ I

Solution 9.

l)W():getW]Z].

T
2) a) Soit n € N. Les deux fonctions t — sin™* 1 (t) et t — —cos(t) sont de classe C! sur le segment [0, E} . On peut donc

effectuer une intégration par parties qui fournit

z x 7
Whi2 :J sin(t) sin™ ' (t) dt = [— cos(t) sin™*! (t)}o2 —J (—cos(t))(mn + 1) cos(t) sin™(t) dt
0 0
—(n+ 1)Jz cos?(t) sin™ () dt = (n + 1)J2 (1 — sin?(t)) sin™(t) dt
0 0
—(n+1) (J sin™ (t) dt—Jz sin™2(t) dt) — (1) (Wi — Wiia)
0 0
. n+1
et donc (N4 2)Wy 12 = (n+ 1)W,,. On a montré que pour tout n € N, Wy o = A
2p —1 .
b) Pour tout p € N*, Wy, = TWZP_Z. Soit p € N*.
C2p—1 2p-3 300
sz_szp_zx...xeszo
2P x2Zp—-1)x(2p—2) x...x3x2 T (2p)! T
n (2p) x 2p—2) X ... x4 x 2)? 2 22p(ph2 " 2
i reste vrai —0.D fout p € N, Wap = 2P 0 T Do me N*
ce qui reste vrai pour p = 0. Donc, pour tout p € N, W5, = 2 (pI2 x 5. De méme, pour p € N,
(2p) x 2p—2) x ... x4 x2 (2p) x (2p —2) x ... x4 x 2)?
Wopi1 = X W; =
2p+1)x2p—T1) x...x3x1 2p+1)!
220 (p1)?
 (2p 41!
ce qui reste vrai quand p = 0.
2p) =« 227 (p1)?
VpEN, Wap = o2 5 Dot Wy g = =P
p € ) 2].) zzp(p!)z X 2 € 2p+1 (2p+1)'
3) a) Soit n € N. W,, est l'intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle sur [O, g] Done, Wy, > 0.
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T
b) Soit n € N. Pour tout t € [O, —}, sin(t) < 1 puis sin™'(t) < sin™(t) aprés multiplication des deux membres de

2

2 2

I'inégalité par le réel positif sin™(t). Par croissance de I'intégration, on en déduit que J sin™ (1) dt < J sin™(t) dt ou
0 0

encore Wy 1 < Wi

Pour tout n € N, Wy, 1 < Wy, et donc la suite (Wy), o est décroissante.
4) Soit n € N. Wy 12 < W1 < W, puis, aprés division par le réel strictement positif W,, et d’apreés la question 2)a),

Tl““I:VVT1+2<WTH—1 <Wn_
n+2 W, — W, W,

. . n+1 . W.
Puisque lim —— =1, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lim =1 — 1 et done que
n—+oon+ 2 n—+oo i~

Wn+1 ~ Wn-

n—-+oo

5) a) Pour tout n € N, d’aprés la question 2)a), (n+2)Wn 2 = (n+ )W, puis (n+2)Whn i 2Wh i1 = 4+ 1)W1 Wi
Dong, la suite ((n + 1)Wy 1 Wy ), oy est constante. On en déduit que

EN, (N4 1) WnitWa = WiWo =2

s
b) D’aprés la question 4), W11~ W, puismW2  ~  (n+1)W, 1W, = =. Par suite, W2 ~ —— puis, W,
n—-+oo n 2n

—-+o00 2 n—+oo

s

T
étant positif, Wy = /W2 ~ —.

n—-+oo n

Wn ~ —.

n—-+oo n

On peut maintenant établir la formule de STIRLING :

n!

e

Exercice 10. (formule de STIRLING). Pour n € N*, on pose u, = puis v, = In (U, ) puis Wy = vy 1 —Vn.

1) a) Déterminer une expression trés simplifiée de wy, pour n € N*.
b) Montrer que la série de terme général w,,, n € N*, converge.
2) En déduire que la suite (un), . converge vers un certain réel strictement positif C.

3) A l'aide de I'expression de W5, obtenue dans I'exercice n°9, calculer C.

Solution 10.
1) a) Soit n € N*.

Unit (n+1)! x(g) \/H:e(n—H)“ N (nt] —(n+3)
n+ 1\ n! nn n+1 n
) n+1

puis,

b)

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
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La série de terme général —, n € N, converge. On en déduit que la série de terme général wn, n € N*, converge
n
absolument et donc converge.

2) On sait que la série de terme général wy, = vy, 11 —Vvy, et la suite (vy) sont de méme nature. Donc, la suite (vy,) converge

vers un certain réel £. Mais alors, un, = e’ — e’ De plus, le réel C = e est strictement positif.
n—-+oo

n

n
3) D’apres la question précédente, n! - C (E) /M. D’autre part, d’aprés 'exercice n° 9,
n—-+oo

T (2n)! s
\ 2% 2n notoo Wan = 22n(n!)2 * 7 e

T s
Donc, /— = ——= puis C = v/27t. On a montré que
\/; cv2?’ b

m 2n
1 Cl|— Vn
X —=— X € =

)y o

N A
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