Planche n° 30. Comparaison des fonctions en un point. Corrigé

Exercice n°1

T
1) Si x €]0,7[, sinx > 0, de sorte que la fonction proposée est bien définie sur un voisinage pointé de 5 (c’est-a~dire un

.. T . . U
voisinage de = auquel on a enlevé le point = ).

2 2
s 2 2
T T —X 2x — T
In(sinx) ~ sinx—]z—(1—cos(——x)) ~ —(2 ) :—( )
x—Z 2 x—Z 2 8
In(sinx 2x—m In(sinx -
Donc, ( ) ~— . On en déduit que lim g =0 puis que (sinx)'/(2x=7) = elnlsinx)/(2x=7) _, 0 — 1,
2x—Tm 8 x—Z 2Xx—1 x— X
2)
In|tanx| =In|sinx| —In|cosx| ~ —In]cosxl,
x—Z
puis cosxIn|tanx| ~ —cosxln|cosx|. Par suite, lim cosxIn|tanx| = lim —cosxIn|cosx| = lim —ulnu = 0 puis
x—5Z x—Z x—5 u—0
‘tanx‘cosx — ecosxln\tanx\ . eO =1.
x—Z
nm nm T T 1 1
3) cos + sin —  cos—= +sin— ==+ = =1 (et on est en présence d’une indétermination du type 1°°).
) S 3iT 6+ 1 notoo 3 R P ype 1)

o LA CL T T (1
O 1 e 0\ 3 3n ntoo P\ 3 T on "%\

1 m 1 NI 1 (RVEY: 1
nﬂ:mz“%%*"(a) *7“(%*0(;))n:ﬂofm*"(a)

De méme,
—1
. nrw _ 711+1 _ 7r_7r+ 1
M en T noree M 6 on ntoo 0 6 T 36n " %\
1 T 1 V3 oL 1 1 V3n 1
nﬁ:mzCOS’(ﬁ*O(a))—TSln(ﬁ“(;))M:ooz—ﬁ“(a)-
Puis,

nln (| cos nr + si nr = nl 1+\/§7T+ ! = n 37T+ 1
M T e T ) e T 27mn % \R) ) e ™M 2 "%\ 0

V3n

nie 24 7O
nm nw \"
et donc lim | cos + sin = eV31/24
n—+oo n+1 on + 1
x? x?
4) In(cosx) ~ cosx—1 ~ —=— Puis,In|x|xIn(cosx) ~ —=1Inlx|] — 0.Donc, (cosx)® Xl = elnlxlin(cosx)_, 0 — 7,
x—0 x—0 2 x—0 2 x—0 x—0

T s
tend vers +00. Posons h = x — — puis ¢ = sgn(h), de sorte que x tend vers — si et

5) Quand x tend vers n 3

1
2’ 1 —sinx 2
seulement si h tend vers 0.

si . _ : 1
(COSX)CI/“ sinx) _ —£\s1nh\e]/“ cosh) _ —gelnlsmhlJrlfcosh_

Or,
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hZ
<__ o (hz)> (In[h] + o(ln n])) + 1

. 1 (1 —cosh)ln|sinh|+1 2
In|sinh| + = = 5
1—cosh 1—cosh h—0
— 40 (h?)
2
1401 2
h—0 h2 h0 h2’
— N oma —
2
¢ done, In|sinh| + — z
et done, s T—cosh hoo h2 hoo '
On en déduit que lim cosx x e/173%) — 4 o5 et lim cosx x el/17sinx) —

x—7/2, x<7/2 x—7/2, x>71/2

6) Pour x € R, 2cos?x —3cosx + 1 = (2cosx — 1)(cosx — 1) et donc
Vx € R, {Zcoszx—?scosx—H =0&x¢e (ig—l—ZnZ) UZnZ} .

Pour x ¢ (:I:g + ZﬂZ) U 2nZ,

2cos? x + cosx — 1 ~ (2cosx —1)(cosx +1)  cosx+1
2cos2x —3cosx+1 (2cosx —1)(cosx —1)  cosx—1’
L
et done, lim 2cos? x + cosx — 1 2 _ 3
x—m/3 2cos?x —3cosx + 1 l_]
2
7)
Tttanx _ Tdx+olx) _ (T+x+o0ox)(1T—x+o0(x)) 14 o0(x).
14+ thx x—=0 14+x+ o(x) x>0 x50
Puis,
1 1+ tanx In(1 4 o(x)) o(x) o(1)
T ln = = = —
sin x 1+thx / x=0 x+o0(x) x—=0x+o0(x)x=0 T+ 0(1) x—0

1/sinx
14+t
Finalement, hm ( * anx) =e=1.

1+ thx

8)

X X 1

In(lnx) ~ Inx—1=In- ~ =—1=——(e—x),
Xx—e € x—e € e

puis,

1

In(fe —x)In(lnx) ~ ——=(e—x)Iln(e—x) — 0,
x—e e x—e
et donc (lnx)ln(efx) —_ eln(efx)ln(lnx) - 1.
x—e—

9) xInx -, 0, et donc
x—1

x*—T=¢em*_1 <~ xlnx ~ Ix(x—1)=x—1.
x—1+ x—1+
Ensuite,
1n(1— x2—1) < VR ===+~ /2T,
X—
Finalement,

x*—1 x—1
—vx—1 — 0.
(1 — VX2 —1) x=1+ —2(x 1) \f X1+
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10)

In(chx—1) ~ In(chx) ~ ln(%)—x—lnz ~ x

X—+00 X—+00 X—+00
et donc
xIn(chx —1) xxx71
XZ—‘r] X——+00 XZ o
11)
2 2
X X
In (x —x? —lnx=x+I(1-x) = —= 2y o I
n(x x)+x nx =x+ In( x)XHO+ 2+0(X)X*)O+ >
Ensuite,
(SinX)X — exln(sinx) — eX IH(X—%"‘O(Xs)) — exlnxeX ln(1—%+0(xz)) — Xxef%Jro(xﬂ
x—0+ x—0+ x—0+
= x* 1—ﬁ+o(x3) ,
x—0+ 6
et
i _x3 3 3 lnx 3 x31Inx
sinx  _ e(x € +0(X ))IHX — eXIHXe_T"'O(X Inx) — x (1= 31 .
x x—0+ x—0+ x~>0er 6 +O(X HX)
Donc
3 3 3
: X sinx  __ X X 3 X x” Inx 3 _ x [ X Inx 3
(sinx)* —x L X (1—€+0(x ))—x (1— c —|—0(x lnx)> L X ( c +0(x 1nx)
1 x3Inx B x3lnx
x—0+ 6 o 6 )

et finalement

(sinx)* — xsinx x*Inx/6 ~ xInx 0
In(x —x2)+x—Inx x—0+ —x2/2 3  x—o0+
12)
1 1 1
X X—+00 X X
puis
In(x+ 1) 1 1
— = 1+ +o .
Inx x>+ xInx xInx
Ensuite,

In(x+1) 1 1 1 1
xln[ ———= = xIn(1+——+4o0 = —4o|— — 0.
Inx x—+00 xIlnx xIlnx x—+oo Inx Inx ) x—+oo

Donc, (M) - e2=1.

Inx x—+00

1
13) Quand x tend vers —,
)Q o

2

(Arcsinx)? — ~ 1 Arcsinx+ T Arcsinx — s 1 T + T Arcsinx s Arcsinx — —
16 _ 1 o 4 4 . L4 4 4 L 4
2 _
V2 V2 2 V2 V2 V2

T 1 T 1 s

— —Arcsm’(—)-— = —

o 4\/2( ")~ w2 1 4

2
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14)

cos (a + l) 1 1 tan a 1 tan a 1
xIn| ——2*2 | =xIn | cos— —tanasin — = xIn(1-— +o| — = x|— +ol -
cos a X X ) x—+oo X X x—+00 X X

= —tana+o(1),
xX—+00
a+1)\"
et donc lim <M> _ g tana
x—+00 cos a
Exercice n° 2
1)
1 o 2 3 2 3\ 2 2 343 7
T o | T )+ () T+ () 0 ()
= T+x2 4+ +x* + 2 + 2 +3x¢" 0 (¥).
x—0
2)
1 1 X2 x4 6 2\ 2 2\ 3 ]
= _ .I x  x x Xt X' x>
S P X0 +<2 24+7zo)+<2 z4>+(2) o ()
T— =+ 57— 055 +o(x)

1 11 1, 5 61
_ > 4 - 6(_~ 7 - 7 _ 2 4 o
Sol T X ( 24+4)er (720 24+8)+°(X)Ho]+2X T T e ()

3) Remarques initiales.

[\{O}, onal< _x < 1 et donc la fonction x — Arccos _x est définie sur ] [\{O}
2’2 tan x tan x

(qui est un voisinage pointé de 0).

a) Pour x € ]

b)

c) La fonction x — Arccosx n’est pas dérivable en 1 et n’admet donc pas en 1 de développement limité d’ordre
supérieur ou égal a 1 (et a priori, ¢’est mal parti).

X
— 1 et donc Arccos < > = o(1) (développement limité a l'ordre 0).
tanx x—o0 tanx / x—0

d) La fonction proposée est paire et, si elle admet en 0 un développement limité d’ordre 3, sa partie réguliére
ne contient que des exposants pairs.

Recherche d’un équivalent simple de Arccosx en 1 a gauche.

Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures, Arccosx — 0 et donc,

Arccosx ~ sin(Arccosx) = /1 —x2 = /(1 +%x)(1 —x) \/Z\/] —X.

X—

[ x
Déterminons alors un équivalent simple de Arccos ( ) en 0. D’aprés ce qui précéde,

X i tanx — x 3/ x|
Arccos ~ sin [ Arccos 1— .
tanx ) x—0 tanx tanx tanx \/_

[ x
Ainsi, la fonction x — Arccos ( " ) n’est pas dérivable en 0 (mais est dérivable a droite et a gauche) et n’admet
anx

donc pas de développement limité d’ordre supérieur ou égal a 1 (mais admet éventuellement des développements limités
a gauche et a droite pour lesquels la remarque initiale sur la parité des exposants ne tient plus).

[ x X
Déterminons un équivalent simple de f(x) = Arccos ( t—> — ﬁ quand x tend vers 0 par valeurs supérieures.
anx
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A X Vo X fa X\ _x
rccos T 75 xJo+ sin [ Arccos T 7
. X X . X X
= sin (Arccos (1 / tanx)) cos <ﬁ> — sin <ﬁ> cos (Arccos ( tanx))

. tanx—xcos X\ X g X\ (x)
B tanx V3 tanx T\ V3 —9

Maintenant,
XX 1/2
\/m I B B ﬁ+£+o(x5) 1—ﬁ+o(x2)
tanx x—0+ x3 X 3 15 3
x—‘,—?—&—O(XS)
1 /¢ 8 S 1/2 < 2 , 1/2
aw(FrEree) 2 H(+5Erew)
3
X X 3
= — 4 +o(x?),
x~>0+\/§ 30\/§ ( )
et donc,

\/@ws(i> B (L+i+o(x3)>(1—ﬁ+o(x2)> _ 2 )
tanx V3 ) x=0+ \/3  30V3 6 x>0+ /3 15v/3 .

Ensuite,
2 —1/2 3 2 3
[ X (X)) = X 2 X 3 — _x ) (XX 3
tanx81n<x/§>x§>+<1+3+o(x)> <\/§ 18\/§+0(X)>>H0+<1 6+0(X)><\/§ 18\/§+0(X))
oox 23 3
x—7)+_3_m+0()‘))

et finalement,

(2 o) (22 003 = o) -
g(x)x_?)+<\/§ ]5\/§+o(x)> <\/§ 9\/§+0(x))x_§)+45\/§+0(x)X_)O+45\/§.

Ainsi,

X X 4x3
A - = _ 3
recos < tanx> V3 x—0+ 45/3 o (<)
f étant paire, on en déduit que
X X AP 3
Arccos < tanx) o ﬁ + 53 +o0 (x ) .

T T
4) La fonction x — tanx est trois fois dérivable en 1 et admet donc en 1 un développement limité d’ordre 3 & savoir son
développement de TAYLOR-Y OUNG.

tan; =1 puis (tan)’ (;) =1+ tanzg = 2. Ensuite, pour tout x non dans g—}— nZ, (tan)”(x) = 2tanx(1 + tan® x) et

(tan)”(=) = 4. Enfin, pour tout x non dans T + nZ

s
4 2
(tan)®) (x) = 2(1 + tan? x)? + 4 tan® x(1 + tan? x),

et (tan)) (;—t) = 16. Finalement,

anx = 102(= ) +2 (- 5) 5 (7)o ((-5)):
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5)

1 1 x2  x* 4 T (x2 x* 1 /% 4 1T x? P
x—zln(Ch")x:oﬁ1“<”7+ﬂ+°(")>X:ox—z<7+ﬁ—z<7) o) | =3 e )

et donc

122 o(x2 X2 Ve
(chx)!/* =, +ol )x:O el/2e— iz tolx )Xzoﬁ—ﬁxz—#o(xz).
6)
3 X! 4 7
tan> x (cos (xz) —-1) o (x+o (xz)) (—? +o0 (xs)) = (x3 +o (x4)) (—? +o0 (xs)) =7 +o0 (x8) )

7) On pose h =x — 1 ou encore x = 1+ h, de sorte que x tend vers 1 si et seulement si h tend vers 0.

mm%x) — In(2+ h)(1+ h)2
— (mzem (1 2)) (1o B (_2)(_3)(_4)h3+0(h3)
h—0 2 2 6
h h? hd )
= <ln2+z—?+ﬂ+o(h3)) (1—=2h+3h* —4h? + 0 (h?))
= w24 (2 2m2)nt (3m2- 2\ n24 (w2 B h? + o (h?)
hD0 2 8 24 '

In(14+x) 1 9 5 43 3 3
Donc, 2 In2+ (z—Zan) (x—1)+ (31n2—§) (x—1)" + (—4ln2+ ﬂ) (x—1) +o((x—1) )
8) Pour x réel, posons f(x) = Arctan(cosx). T est dérivable sur R, et pour x réel, f'(x) = __smx Puis,

1+ cos? x
S0 () S o)
Xx——4o0(x xX——4o0(x 3 2 =1

oy 6 _ 6 _ X 4 X 3

Flx x—0 2 2 x50 2—x240(x3) x=0 2<X 6+0(X )> <1 Z—H)(X )>

1+(1——+0(x3))

Dongc, ' admet un développement limité d’ordre 4 en O et on sait que f admet en 0 un développement limité d’ordre 5
obtenu par intégration.

2 4
Arctan(cosx) o Arctan(cos0) — XT — )2(—4 +0(x°) o ;_r — XI - ;—4 +0o(x°).

1 1 1 1

= X X =
(x+2)2 , X1 1+><+1 2(2x +3)/ (1 +x)(2 +x)
x+2 x+2

1 2x\ ! x\—1/2
= (14+= T+x) "2 (142 .
2><3><\/§( 3) (T+x) ( 2)

Par suite,

flx) = — (1 - %" + o(x)> (1 - ; + o(x)) (1 - ;—‘ + o(x))

B (21 _ 1 (I
,;0675( —<§+z+z>"+°(")> x:om< ‘W“’("))'
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" admet donc en 0 un développement limité d’ordre 1 et on sait alors que f admet en 0 un développement limité d’ordre
2 obtenu par intégration.

/x+1 1 1 17
Arct ~— = Arctan— + —=x— ———=x*+ o0 (x?).
rctan T2 o rc zaun\/z i s ( )

1 3 5
2)2+ <_§> <_§) <_§) (—x2)3+o(x7)

10)

1 (]_Xz)—vz _ ]+( 1)(—x2)+w(

V1 _xz - x—0 _Z 2 _X 6
_ 12, 34,5 56 7
o 1 X + 1 +o (x7).
303%5 5y
Donc, Arcsinx o X + % + % + % + o(x®). Ensuite,
1T 1 1 1+x2+3x4+5x6+0(x7) -
Arcsin? x x—0 x? 2 6 ' 40 112

x? Xt 5x® X2 3\’ X2\ .
<1_2<f+ﬁ+11—2>+3<?+ﬁ> —4<€> +0(x/)

B 1 301\, 5 03 1Y\ 4 s
x50 X 3+< zo+12>X +( 56 T 40 54)X +o(¥)
1

Finalement,

-  _ . % 5
" Aresnix <03 715 T eas oY)
1
11) Pour x réel, posons f(x) = ——. f est continue sur R et admet donc des primitives sur R. Soit F la primitive de f
) p (x) N p p
2
x 1
ui s’annule en 0 puis, pour x réel, soit g(x) = J dt.

q puis, p g(x) o

g est définie sur R et, pour x réel g(x) =F (xz) — F(x). g est dérivable sur R et, pour tout réel x,

B 2x B 1
VIFXE T+

g'(x) = 2xF' (x*) — F'(x) = 2xf (x*) — f(x)

puis,
8 9 9
x—0 2 8 — 8X —xto (X ) )

Ainsi g’ admet un développement limité d’ordre 9 en 0 et on sait que g admet un développement limité d’ordre 10 en 0
obtenu par intégration. En tenant compte de g(0) = 0, on obtient

g'(x) = 2x (1 — %xs +o0 (XS)) - <1 — 1x4 + §XS +o0 (XQ)) o —14+2x + %x“ — é

12)

27 Kk 100 100 X100 00
In gﬁ onln (e —(100)!+0(X )) Xjoln(e )+ 1In (1—e 007! +O(x ))
100 100

- _x 100y _ X 100
x:o“l“(] ooy O )>Ho" ooy To )

13) Posons h = x — 7t ou encore x = 7w+ h de sorte que x tend vers 7t si et seulement si h tend vers 0.
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§/4 (73 + x3) \/4 B+ (m+h)3) = /373 + 1272h + 127h2 + 4h3

3h 3n2 R3\'°
:2 e
(1+2 +53 +27T3>

_ ]+] 3h+£+h_3 _1 3_h+ﬁ 2+i 3_h 3+0(h3)
h:O 3\ 2 22 273 9\ 2n  2m? 81 \ 2m

11 1 1 5
_ 2(° 3 _ 3
=, 2m+hth <7T 27T)+h <37t2 s 2)+0(h)

h? h3 3
h:>027t+h+ﬂ_4—2+0(h ),
puis,
h?  h3
3 3 3 — -~ 3
tan< 4 (m +X)) h_}(}tan(h—l—zﬂ 47t2+0(h ))
= h+h—2—h—3 +lh3+o(h3) h+h—2+ L h? 40 (h%).
h—0 2n 4n? 3 27 3 4n?
. 3 1 2 1 ! 3 3
Finalement, tan({/4(r +x3)) = (x—m) + —(x—7n)?+ (5 —— ) (x—71)* + o ((x — 7m)3).
X7 21 3 4m?
Exercice n° 3
. , a* +b* . . * —ln(—“x+bx)
Puisque a > 0, b > 0 et que pour tout réel x, > > 0, f est définie sur R*, et pour x # 0, f(x) = ex 2,

Etude en 0.

x2

| X X _ l xIna xInb _ z ~ 2 2 2
ln<§(a +b )>—1n<2 (e +e )) X—Oln(l 2(1na+1nb)+ 7 (ln a+In b)—l—o(x)

—

x—0 4 x—0 4

1 In’b Ina+mn?b 1 2
= In <1+xln\/ + 2w—&-o(ﬁ)) = xln(\/ab)—&-xzw—z(xm\/ab) +o0 (x?)

= xInVab + - (lnza—Zlnalnb—l—lnzb)xz—i—o(xz) = xln\/_+—1n E—H)( )

x—0 x—0

Ensuite,

(S52)" o (VB 3§ ) 2, Vi (143 o).

Ainsi, f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = v ab. Le prolongement obtenu est dérivable en 0 et f/(0) =

vab . ,a
Tln E(> 0)
Etude en +o0.
1 T 1 X a\x 1 a
~In (z(a +b )) S (ln(b )—lnz—}—ln(]—i—(g) )) oo (xlbtolx) (car0< o <T)
= Inb+o(1).
xX—+00
et lim f(x)="b (= Max{a,b}).
X—+o0

Etude en —oo. Pour tout réel x,
f(_x) _ a*+bx —1/x - a* + b* —1/x _ Cl_b
N 2 ~\ 2a*bx f(x)’

. . ab ab .
xgr—noo f(X) o Xgr—ro—loo f(_X) o Xg+oo f(X) o ? -« (_ Mln{a) b})

et donc,

http ://www.maths-france.fr 8 © Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés.



Dérivée et variations. f est dérivable sur | — oo, 0[U]0, 400l en vertu de théorémes généraux (et aussi en 0 d’apres I’étude
faite plus haut), et pour x # 0 (puisque f > 0 sur R*),

f'(x) 1 a*+b*\\’ 1 a® + b* la*lna+b*Inb
—(lnf)’(x)—<;1n< 3 )) (x)——x—21n< 3 >+; =T b .

f’ a le méme signe que (Inf)’ qui, elle-méme, a le méme signe que la fonction g définie sur R par

* +b* x] b*Inb
vx € R, g(x)z—ln(a a ) @’ matbm .

2 ax + bx

g est dérivable sur R et, pour tout réel x,

a*lna+b*Inb  a*lna+b*lnb +X(a"1n2 a+b*In?b)(a* +b*) — (a¥Ina + b*Inb)?
aX* + bx ax + bx (ax + bx)Z

(ab)*(lna —Inb)?
(ax _|_bx)2

g'(x) =—

g’ est donc strictement négative sur | — 0o, 0[ et strictement positive sur ]0, +oo[. Par suite, g est strictement décroissante
sur | — 0o, 0] et strictement croissante sur [0, 4+o0o[. g admet donc un minimum global strict en 0 égal a 0 et on en déduit
que g est strictement positive sur R*. De méme, f’ est strictement positive sur R*. En tant compte de I’étude en 0, on a
montré que f est dérivable sur R et que f’ est strictement positive sur R. f est donc strictement croissante sur R.

Le graphe de f a l'allure suivante :

On peut noter que les inégalités f(—oo) < f(—1) < f(0) < f(1) < f(+o00) fournissent :
1 a+b
a<ﬁ< \/Clb<T<b.
2\a b
Exercice n° 4

Quand x tend vers +oo,

x2—3=x 1—i v = x 1—i—|—0 1 = x—i—l—o !
N x2 x—+00 2x? x2 ) ) x—too " 2x x)’

et
7 1\)'3 7 49 1 7 49 1

Y 3 2 = o —_— = _— —_— = —_—— —

8x3 +7x2 +1 T 2x (1 + ™ +o0 (x2)> T 2x <1 + x 5762 +o0 <x2>) T 2x+]2 288x+0 <x) .

Donc,

http ://www.maths-france.fr 9 © Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés.



7
e Puisque f(x) — (—x — —) = o(1), la courbe représentative de f admet en 4+oo une droite asymptote d’équation
X—+00

12

y=—x—73
7 481 1 481 7

e Puisque f(x)— | —x — —= = ———+o| - ~ ———— lexpression f(x) — [ x — = | est strictement négative
12 ) x—+00  288x X ) x—+oo  288x 12

au voisinage de +o0o et donc la courbe représentative de f est au-dessous de cette droite au voisinage de +oo.
Exercice n°5

f est de classe C* sur son domaine R \ {—1,1} en tant que fraction rationnelle définie sur R \ {—1,1} et en particulier
admet un développement limité & tout ordre en 0. Pour tout entier naturel n, on a

fx) = x+x3 4.+ X2 fo(x? ),
x—0

et donc,

vn e N, fCY(0) =0et D (0) = 2n + 1)L

Ensuite, pour x ¢ {—1, 1}, et n entier naturel donné,

1/ 1 1 \™ ! 1 —n
fn ) =1 - =" Gl
2\1—x T+x 2 \(1—x)ntT (1 4 x)nt!
Exercice n° 6

1) Vx2+3x+5 = Vx2+o(x) = —x+o(x)puisvVxZ+3x+5—x+1 = —x—x+o0(x)etdonc
X——00 X——00 X—
VxZ+3x+5—x+1 ~ =2x,
x (oo}

——

et,

(x2+3x+5)—(x—1)? 5x + 4 5x 5
VX2 4+3x+5—x+1= = ~ .
VxZ+3x+5+x—1 VxZ+3x+5+x—1x2t0o x+x 2

2) e 3x? —6x ~ —6x.

x—0
e3x2—6x ~ 3x%
X—+00
e Quand x tend vers 1, 3x? — 6x tend vers —3 # 0 et donc, 3x* —6x ~ —3.

x—1
e Enfin, 3x2 —6x =3x(x —2) ~ 6(x—2).

X—+00

x—2
3)
=) =, (=) (x= % 40 () =, (=) nt (- (122 4o )
(x x)nsmxX:Ox x*)In ( x z—l—o(x) =, (x=x) Inx+ (x=x) In < tolx
= xInx—x*Inx+o (x*Inx).
x—0
Ensuite,
. 2 X3 3 X3 3
sinxIn (x —x?) o x—f—i—o(x ) | (Inx + In(1 _X))xjo x—f—i—o(x ) ) (Inx —x+o(x))
= xInx+o (x*Inx).
x—0
Donc,
(Sinx)xixz _ (X_XZ)sinx — exlnx (exz 1nx+o(x2 lnx) _eo(xz lnx)) — exlnx (] _XZ Inx—14+o0 (XZ 1HX))
_ 2 2 2
=(1+0(1)) (—x*Inx+ o (x*Inx)) X Inx.
1—672" —2x —2x —2x —2x —2x
4)thx:mxﬁzﬂo(1—e J(1—e*+o0(e?)) = 1—2e?*+o(e?¥), et donc

thxlnx = (1 —2e 2* +o0(e ?¥))Inx =Inx + o(1).
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Par suite,

X ~ e =x
xX—+00
5) Tentative a ’ordre 3.
tan(sinx = tan —X— ) = x—ﬁ +l(x)3+o(x) = x+—3+0( )
6 x—0 6 3 x—0 6
et,
sin(tanx) = sin x+—+o X)) = x+ﬁ —1(x)3+o(x3) = x+ﬁ+o(x3)
x—0 x—0 3 6 x—0 6 )
Donc, tan(sinx) — sin(tanx) :o x3). L’ordre 3 est insuffisant pour obtenir un équivalent.
x—
Tentative a ’ordre 5.
tan(sinx) ot — X— o(x)) = (x ﬁ—l—i —I—l X 3+£(x)5+o(x5)
ARSI S 6 120 x50 6 120) 73 6 15
- X 2 5 5\ X3 XS 5
f (T —S)X +0(X)—X+? %"_O(X),

et,

3 5 3 3\ 3
sin(tanx) = sin x+%+%+o(x5)> :0< +%+%)—é<x+%) +1170(x)5+0(x5)
x3 2 1 1 s 5 X3 x° 5
X:OX"‘FE“‘(E E"‘rm)?{ +O(X) X+€—%+O( )

Donc, tan(sinx) — sin(tanx) =, o(x®). L’ordre 5 est insuffisant pour obtenir un équivalent. Le contact entre les courbes
xX—

représentatives des fonctions x — sin(tanx) et x — tan(sinx) est trés fort.

Tentative a 1’ordre 7.

tan(sinx) = t L.
an(sinx o an | x ?—}—m m—i—o
x50 6 120 5040 3 6 120 15 6 315
x> X2 1 1 1 1 2 5 17N 5 -
o Z_%+(_5o4o+3(3 m*“%)*%(‘a)*m)" +o (')
LS (T T T e
x—0 6 40 5040 120 36 9 315 ovh
et,
. . x3 X 17 7
sin(tanx) =, 5in (x + 3 + 95 + 31—5x +o(x ))
_ X+X_3+ZL+]7X 1 X+X_3+2L _A'_L X—I—ﬁ S_L(X)7+O(X7)
x50 3 315 6 3 15 120 3 5040
x> X2 17 1 2 1 1 5 1 - -
x:ox+f_%+(315 E(“ﬁ“x )Jrﬁ 3 5040)"“(")
N S S LA T N B N W O )
xS0 76 a0 " \315 15 18 T 72 5040 o)
Finalement,
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. . 1 1 1 1 1 1 3+10—40+244+20—-5)x7
tan(smx)—sm(tanx)xio <m+£—§+ﬁ+ﬁ—ﬁ)x7+o(x7)_( 360 ) +0 (x)
= X—7+0(x7)
x—0 30
7
x:>0 %

Exercice n° 7

Pourn >5,0n a

n—5
un =1+ 2+ e T n(n—l)(n—z)(n—3)+1;)“( _1)]..(k+1).
Ensuite,
n—5 1 1
0<n31;>n(n_1)...(k+n<“3(“_‘”11(11—1)(n—2)(n—3)(n—4J’

! ]—>0.

avec n3 (Tl _4)n(n — U(n _ 2)(n _ 3)(11 _4) n~>~+oo H n—-+o0o

n—>5
1 1
Donc, d’apreés le théoréme des gendarmes, kg Tk 1) LT (—)

0
1 1
= —— . Il ‘t
nm—-1n-2)(n-3) na+ooo<n3 reste

De méme

Exercice n° 8

1)
;_l — 1 _l — l ]+§+ﬁ+x_3+i+o(x4) _]_]
x(ex —1)  x2 x=0 +x2+x3+x4+x5+ (x5) X2 x—0 x2 2 6 24 120
X T T 2a a0 O
_ 1 X+x2+x3+x4 N x+x2+x3 z x+x2 3+(X)4+ (x")
0 X2 276 T24 120 276 " 27 % 2) TOoW
1/ x (1 1 S01 11 AR 11 1 .
Hoxz( 3 tX < @*1)*" ( %" G s)” ( 0 <%+ﬁ) g*ﬁ)“(")
1 1 x? 5
o et T o)
2)

xln(x+1)—(x+1)lnx:x(lnx+ln(1+:—‘>)—(x+1)lnx
A B I I I
xotoo O x  2x2 0 3x3  4x4 x4

S N L LY
x~>_+oo nx 2x 3X2 4X3 © X3 )
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Exercice n° 9

1)

a a2 2 ]
f(a) = enll(i+8) _  ea-$ivo(d) _ ea(1_a_+o(_)>_
n—+oo n—-+oo n—-+oo ZTI n

En remplagant a par b ou a + b, on obtient

fn(a+b)—fu(a)fn(b) = eof® (1 — M) — e (1 — a_2> e (1 — b—z) +o (1—)
n—-+oo 2n 2n n n

7 ea+b—(a+b)2+az+bz+ 1\ _abe“+b+ 1
n—otoo n °\n) S n °\n)-

abea+b

Dong, fn(a+b) — f(a)f(b) e T (puisque ab #0).
_ _a2,ad (L a?  ad 1 a2\? 1
2) e_afn(a) Tl—>:+oo e a+(a w3z +O(“Z )) n—>:+oo 1+ (—2— + 3?) + Z <—E> +o0 (F), et donc
a
e—ﬂfn( ) 1+ E n—>+oo <? —> (car a> 0).

Exercice n° 10

1) Pour x € [O, g}, posons f(x) = sinx. On a f (] 0, gD =10,1] C ]0, g] Donc, puisque ug € ]0, E}, on en déduit par

2
T
récurrence que Vn € N, u, € }0, 5|

Pour x € [O, g] , posons g(x) = f(x) —x. g est dérivable sur [O, g] et pour x € [O, E}, g'(x) =cosx—1. g’ est strictement

2

,E} et g est donc strictement décroissante sur [0 2} Par suite, Vx € ]O, E}’ sinx < x et de plus, pour

x € {O,g},sinx:x@}x:o.

négative sur ] 0

T
u est a valeurs dans ]O, z] et donc Vn € N, w11 = sin(uy,) < u,. La suite u est donc strictement décroissante et, étant

minorée par 0, converge vers un réel { de [0, g} qui vérifie (f étant continue sur le segment [O, g] et donc en ¢), f(¢) =1¢

ou encore { = 0.
En résumé, la suite u est strictement positive, strictement décroissante et converge vers 0.

2) Soit o un réel quelconque. Puisque la suite u tend vers 0 , on a

[0 4
. w
u®,; —ud = (sinu,)® —u¥ T <U.n — ?“ +o (ui)) —uX

x+2 5
_ o o+
T R U
Pour &« = —2, on a donc
1 1 1
— s +o(1
uT21+] u% n—+oo 3 (1)
1 /1 1 1 1/1 1 1 1
D’aprés le lemme de CESARO, — Z <2— — —2> = = + o(1) ou encore — <—2 — —2> = 3 to(1) ou enfin, — =
no— Uiy Ui 3 n\uy  ug 3 us
n 1 n
—+4+ —+o0(n) ~ —. Par suite, puisque la suite u est strictement positive,
3 ug n—+o0

3

~ —

n—-+oo n
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Exercice n° 11
Un+41

Il est immédiat par récurrence que Yn € N, u, > 0. Donc, Yn € N, = e “n < 1 et, puisque la suite u est

Un
strictement positive, un+1 < U,. La suite u est strictement décroissante, minorée par 0 et donc converge vers un réel ¢

vérifiant £ = Le~! ou encore ¢ (1 — e_e) =0 ou encore { = 0.
u est strictement positive, strictement décroissante et converge vers 0.

Soit « un réel quelconque. Puisque la suite u tend vers 0,

o o, X, XU _ o _ o+1 o+1
un, —up =un(e n—])nﬂ_wo un(—ocun—i—o(un))nﬁ—ﬂo —auy " Fo(urt).
. . 1 1 . , . .
Pour o« = —1, on obtient en particulier — — = 1+4o0(1). Puis, comme dans I’exercice précédent,
Un 41 Up n—+oo

1 1 1
— = nm+—+on) ~ mnetdoncu, ~ —.
Un n—+oo Wo n—-+oo n—+oo N

Exercice n° 12

s s
1) Pour n entier naturel donné, posons I, = -3 +nm, = +nm|.

Pour x € I,, posons f(x) = tanx — x. f est dérivable sur I,, et pour x dans I, f(x) = tan®x. f est donc continue et
strictement croissante sur I, et réalise donc une bijection de I;, sur f(I,) = R. En particulier, ¥yn € N, 3lx,, € I,/ f(xn) =0
(ou encore tel que tanx, = xy).

T
2) On a bien siir xo = 0 puis pour n € N*, f(nn) = —nn < 0 et donc, Vn € N*| x,, € }mr, 5 + m'r[. En particulier,

Xn nmt+ O(1).

n—-+oo

Posons alors yn, = xn —nm. ¥n € N*| y, € }0, g [ De plus, tan(yn) —yn —nm = 0 et donc, puisque yn, € ]O, g [,

T
Yn = Arctan(tan(yn)) = Arctan(yn + nm) > Arctan(nmt) — =
n—+oo 2
7
D’aprés le théoréme des gendarmes, yn, = = + 0o(1) ou encore
n—+oo 2
= nmn+ T +o(1)
xn n——+o0 2 ot
. s s . N s )
Posons maintenant z, = yn — 5 = Xn - nm — 5 D’aprés ce qui précede, Vn € N*| z,, € }—E,O[ et d’autre part
s s
zn = of1). Ensuite, tan (Zn + —) =nmn+ = +z, et donc —cotan(z,) ~ nm Puisque z,, tend vers 0, on en déduit
n—-+oo 2 2 n—+00
1 1
que — ~ —cotan(z,) ~ mnmouencorez, = ——+0 (— . Ainsi,
Zp N—+oo n—+oo n—+oo MN7T n
w1 (1 )
Xn = mMn+-——+o0|—].
n—-+oo 2 nm n
T 1 . 1
Posons enfin ty, =z, + — =xp —nm— -+ —. Onsaitquet, = o — | et que
nm 2 nm n—+oo n

1 s 1 1
— cotan <tn — —) = nn+s——+o0 <—) Par suite,
N /) n—+oo 2 nm n

Y L B B ST AR e R A
S (L S n % \n “an mzn o °\nz )

puis,

L IS A 11 (]

e T\ U T 2nzn T O\ R2 ntoo nm 2n2m  o\nz )’

1 1
et donct, = =-—=—+o0|— |.Finalement,

n—+oo 2N27 n?
= T17'[-|-7T— L + L + L
oo 2 nm ! mzn o 0\n2 )

Exercice n° 13

1) Pour x > 0, posons f(x) = x + lnx. f est continue sur ]0, +ool, strictement croissante sur ]0,4+o0o[ en tant que somme
de deux fonctions continues et strictement croissantes sur ]0, +ool.

http ://www.maths-france.fr 14 © Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés.



f réalise donc une bijection de ]0, +oo[ sur f(]0, +oo[) :} lim f(x), lim f(x) [ =] — 00, +oo[. En particulier,
x—0, x>0 X—+00

Yk € R, Alxy €]0,+ool/ f(xk) = k.

K\ k. ok Kk k) k. k o o
2) f (E) =5 +In 5 < k pour k suffisamment grand (car k — (E +1In z) =5 —1In 7 e +oo d’aprés un théoréme de

k
croissances comparées). Donc, pour k suffisamment grand, f (E) < T (xy). Puisque f est strictement croissante sur ]0, +oo],

k
on en déduit que xx > = pour k suffisamment grand et donc que lim xx = +oo. Mais alors, k = x, +Inxx  ~  xx.
2 k—+o00 k—4o00

Ainsi,

xx = k-+o(k).

k—+o00

Posons yx =xx — k. Onayx = o(k) et de plus yx + In (k + yx) = 0 ce qui s’écrit :

k—+o00

yx = —1In (k + yx) T —In(k+o(k)) =—Ink+1In(1+o0(1)) =—Ink+ o(1).

Donc, xxk = k—Ink+ o(1).
k—+o00

Posons zix =y +Ink =xx — k 4+ Ink. Alors, zj . o(l) et —Ink+zx = —In(k —Ink + zi). Par suite,

—+o0

Ink Ink Ink Ink
Zx k~>_+oo lnk—ln(k—lnk+o(1)) k~>_+oo —111 <] — T"‘O <T)> k~>_+oo T +o0 <T) .
Finalement,
Ink Ink
Xk k~>_+ook_1nk+ T +o0 (T) .

Exercice n° 14

1 1
1) x3sin - =0 (x3) et en particulier x3sin— = o (xz). Donc, en tenant compte de f(0) =1, f(x) = 14+x+x>+
X< x—0 X x—0 x—0

o (XZ). f admet en 0 un développement limité d’ordre 2.
2) f(x) = 14+ x + o(x). Done, f admet en 0 un développement limité d’ordre 1. On en déduit que f est continue et
X—

dérivable en 0 avec f(0) = f'(0) = 1. f est d’autre part dérivable sur R* en vertu de théorémes généraux (et donc sur R)
1

1
et pour x # 0, f'(x) =14 2x + 3x? sin — — 2cos —.
X X

x2

1 1
VxR, f(x) = 4 1H2x+3x?sin—5 —2cos 5 six#0
1six=0

1 1
3) f’ est définie sur R mais n’a pas de limite en 0. En effet, les deux suites ( ) et | ————== | tendent vers 0

nm 1/;4—2717'[

1
) tend vers —1 et f/ | ——— | tend vers 1.

1/§+2n7r

f’ n’admet donc méme pas un développement limité d’ordre 0 en 0.

quand n tend vers +oco mais f’ (

1
V2nm

Exercice n° 15

1 2 3
\/T—xz = 1+ % + % +o0 (X4), et donc, en tenant compte de Arcsin(0) = 0, on obtient par intégration
3 5
X 3x
Arcsi = AT A 5)
resinx = x4 =+ o + 0 (x°)

Puis,
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1 1 1

Arcsinx x—0 ;] x? n Xt +o (x4)
6 a0 OV
2 —1 2 4 4 3
x°  3x 1 x° 3 X 4 T x 17x 3
o (‘*z*m“’( >) Sox (1_<E+E>+£+°(X >) Sox 6 360 To)

et donc,

1 1 x  17x3 3

x  Arcsinx x—0 6 360 360 +o ().
e La fonction f proposée admet en 0 un développement limité d’ordre 0 & savoir f(x) = o(1). f se prolonge donc par

x—
continuité en 0 en posant f(0) = 0.
e Le prolongement, encore noté f, admet en 0 un développement limité d’ordre 1 & savoir f(x) = g + o(x). Donc f est
x—
1
dérivable en 0 et f/(0) = c
La courbe représentative de f admet a l’origine une tangente d’équation y = %
7 3

e Le signe de la différence f(x) — % est, au voisinage de 0, le signe de 360 La courbe représentative de f admet donc a

l'origine une tangente d’inflexion d’équation y = —
Exercice n° 16

1) Arccosx = o(1) (développement limité a Pordre 0). Mais la fonction x — Arccosx n’est pas dérivable en 1 et
X— 1

n’admet donc pas en 1 un développement limité d’ordre 1.

2) Puisque Arccosx = o(1),
x—1—

Arccosx 5 sin(Arccosx) = /1 —x2 = /(1 +%x)(1 —x) V241 —x.

X—

Exercice n° 17

1) Quand x tend vers 0,

1 _1 1 +1 1 1 1
(1—x)2(1+x) 41—x (1—x)2 47 +4x

XHO;(Zxk—&-zZ (k+1)x Z ) o (x™)
k=0

k=0

n 2 k
Y k+3+ k34 (I Ly

x—0

?T‘
[}

2) On a aussi,

1 1 - -
(T=x)2(0 +x) x50 (T—x)(T—x2) x>0 <Z Xp) <Z ) v

k=0

n n
ijZ Z 1 x+o igakx +o0(x

k=0 \p+2qgq=k

2k+3 4+ (=¥

7 (ax est le nombre de fagons de

Par unicité des coefficients d’'un développement limité, on a donc ay =

payer k euros en piéces de 1 et 2 euros).
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