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1 Déterminant d’une famille de n vecteurs dans une base

1.1 Formes p-linéaires

DEFINITION 1. Soient E un K-espace vectoriel et p un entier naturel non nul. Une forme p-linéaire sur E est une
application de EP dans K qui est linéaire par rapport a chacune de ses variables.

Plus explicitement, soit f : EP — K . f est une forme p-linéaire sur E si et seulement si
Gegooonitr)) = Tl(EigooosiG))
V(ai,...,ap) € KP, Vi€ [1,p], l'application E — K est linéaire.
xi = f(lan...,Xi...,0p))

Un exemple fondamental d’expression p-linéaire est un produit de p réels. Le produit de deux réels c’est-a-dire ’application
R? = R est une forme bilinéaire sur R. Le produit de trois réels c’est-a-dire application ~ R3 — R
(xy) — xxy (%Y,2) = xxyxz
est une forme trilinéaire sur R ...

Analysons le cas p = 2. Soit f : E? — K une forme bilinéaire sur un K-espace vectoriel E. La bilinéarité

xy) = fl(x,y))
de f se traduit explicitement par :

o V(x,x',y) € B3, V(A,N) € K2, f((Mx + A%, y)) = M((x,y)) + N F((x',y))

et
o V(x,y,y') € B3, V(AN € K2, f((x, Ay +A"y")) = Af((x,y)) + A F((x,y")).
Par exemple, le produit scalaire usuel sur R? R? — R est une forme bilinéaire sur R?.
((x1,91), (x2,Y2)) = x1y1 +x2y2
Si f: E2 = K est une forme bilinéaire et que 1’on fait agir les deux linéarités successivement, cela donne

xy) = fllx,y))

f(Ax+ A% wy 4+ 1'y’)) = AF((x, wy + 1'y’)) + A (0 1wy + 1'y”)
= AMuf((6y)) + A F((x,y")) + A uf((x'yy)) + A wf(x",y").

En développant, on obtient quatre termes.

Analysons le cas p = 3. Soit f : E3 — K une forme trilinéaire sur un K-espace vectoriel E. La trili-

xy,z) = f((xy,z)
néarité de f se traduit explicitement par :

o V(x1,%2,Y,2) € B}, V(A1,A2) € K2, f((A1x1 +A2x2,Y,2)) = M f((x1,Y,2)) + A2f ((x2,Y,2))
et

L4 V(X)yhybz) € E4) V(HI)HZ) S sz f((X, H1Y1 + HZUZ»Z)) - H]f((xayhz))) + Hzf((xaybz))
et

o V(x,Y,21,22) € E* V(vi,v2) € K2, f((x,Y, V121 + Vv222)) = vif ((x,Y,21))) + v2f ((x,Y,22)).

Si on fait agir les trois linéarités successivement, cela donne

f((Arx1 + A2x2, Y1 + Haya, vize +vaza)) = Mf ((x1, myr + 1ayz, vizr +vaza)) + Axf ((x2, iyt + paya, vizr +vaz2))
=M f ((x1,Y1,viz1 +v2z2)) + Ao f (x1,Y2, vizr +v222))
+ A2 f ((x2,y1, vize +vaz2)) + Aauaf ((x2,Y2, viz1 + v2z2))
=AMwvif((x1,y1,21)) + Apwvaf ((x1,y1,22))

+ Atz vif ((x1,Y2,21)) + Az vaf ((x1,Y2,22))
+ A2 vif((x2,Y1,21)) + A vaf ((x2,y1,22))
+Az2m2vaf ((x2,Y2,21)) + Atz vaf ((x2,Y2,22)) .

On obtient une somme de 2 x 2 x 2 = 8 termes
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1.2 Formes p-linéaires alternées, formes p-linéaires anti-symétriques

DEFINITION 2. Soit E un K-espace vectoriel. Soient p > 2 puis f une forme p-linéaire sur E.

f est anti-symétrique si et seulement si pour tout (x1,...,%,) € EP et pour toute transposition T = 7y ; o (i,j) €
[1,p]? et i #3,

f(XT“),...,XT(p)) =—f(X1,...,Xp).

Cette dernicre égalité s’écrit plus explicitement (mais moins précisément)
X150y Xiy ooy Xy ooy Xp) = —F (X1, 003 X5y 00 oy Xiy ooy Xp) o

On analyse maintenant ’effet d’'une permutation quelconque des indices. On sait que toute permutation est un produit
de transpositions et donc :

Théoréme 1. Soit E un K-espace vectoriel. Soient p > 2 puis f une forme p-linéaire sur E. f est anti-symétrique si et
seulement si pour tout (x1,...,Xp) € EP et pour toute permutation o de [1,p]

f (Xo(1)y -+ Xo(p)) = €(O)F (X1y.00y%Xp) .

DEMONSTRATION .  Soit 0 € 8. On sait qu’il existe des transpositions T1, ..., Tk, k = 1, telles que 0 = 171 o... o Tx. Pour
(X1y...,Xp) € EP, on a alors
f(Xc(1>»---»Xo<p>) =f (Xno.-.owkm---»Xno...owk(m)
= (=1)*f (%1 y--+yXp) (par récurrence sur k)
=¢e(o)f (X1,.eyXp) .

La réciproque est immédiate.

a
DEFINITION 3. Soit E un K-espace vectoriel. Soient p > 2 puis f une forme p-linéaire sur E.
f est alternée si et seulement si pour tout (x1,...,xp) € EP, si il existe (i,j) € [1,p]? tel que i #j et x; = xj, alors
i (i 0 0 0 9%3)) = O
Théoréme 2. Soit E un K-espace vectoriel. Soient p > 2 puis f une forme p-linéaire sur E.
f est anti-symétrique si et seulement si f est alternée.
DEMONSTRATION .
e Supposons f alternée. Soient (x1,...,xp) € EP puis (i,j) € [1,p]? tel que i < j.
0="1(X1yeeey Xt +Xjyee ey Xi + X5y 00y Xp)
= (X1, ee ey Xiyen oy Xiyee oy Xp) T (X150 Xiy ooy Xy ooy Xp ) F T (X5 o)X, ey Xy ey Xp ) T (X0 ey Xy ooy Xy eeny Xp)
= (X1 ey Xiy ey Xjy ooy Xp) T (X050 ey Xy ety Xiy ooy Xp)
et donc f(X1,...yXjy 0oy XiyeooyXp) = —F (X1,..0, X4y .00 Xy ..., Xp). Ceci montre que f est anti-symétrique.
e Supposons f anti-symétrique. Soit (x1,...,%p) € EP. On suppose qu'il existe (i,j) € [[1,p]2 tel que 1 <j et x; = x;. Alors,
X1y ooy Xy ooy Xiyeeey Xp) =T (X0, 0oy Xiy ooy Xy ooy Xp) = —F (X1y e ey Xy oo oy Xy oo oy Xp) = =T (X140 vy Xiye ooy Xiy ooy Xp)
et donc 2f (X1y...yXiye .oy Xiy. .oy Xp) =0 puis f(X1,...,Xiy.. .y Xi,...,Xp) = 0. Ceci montre que f est alternée. a

1.3 Formes n-linéaires alternées sur un espace de dimension n. Déterminant d’une famille
de n vecteurs dans une base

On analyse maintenant le cas particulier des formes n-linéaires alternées sur une espace de dimension n. Si vous vous sentez
dépassés par les pages de calculs qui suivent, vous pouvez aller directement a l'intitulé du théoréme 3 et a la définition 4,
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page 6. Le but de ce qui suit est de dégager petit a petit I'expression du déterminant d’une famille de vecteurs dans une
base.

On se donne E un espace de dimension n puis B = (ej,..., e, ) une base de E. On se donne ensuite f une forme n-linéaire
alternée sur E. Pour (x1,...,xn) € E™, on peut poser

n
VJ S [[1,nﬂ, X5 = Zai,jei,

i=1

(de sorte que la matrice de la famille (x1,...,xn) dans la base (e1,...,en) est A = (ai‘j)lgi jgn)' Il s’agit alors de calculer

n n n
f(X],...,Xn):f E ame-l,g ai,zei,...,g ai,n€i |,
i=1 i=1 i=1

en tenant compte du fait que f est n-linéaire, alternée et donc aussi anti-symétrique.

Pour appréhender cette expression pénible, commengons par le cas n = 2 (cas des formes bilinéaires alternées sur un
espace de dimension 2).

f(x1,%2) =f(ar,1e1 +az1e2,a12e1 + azzez)
=ai1ar2f(er,er) +arraz2f(er,ex) +az1aq2f (ez,e1) +az1az2,2f (ez,e2) (bilinéarité)
=ai1az,2f (er,e2) + az1aq 2f (e2,e1) (f alternée)
=ayjazf (e1,e2) — aziaqzf (e1,e2) (f anti-symétrique)
=(ar,1a22 —az;1a12) fler,ez).
Analysons de méme le cas n = 3 (cas des formes trilinéaires alternées sur un espace de dimension 3). Le développement

contient 3 x 3 x 3 = 27 termes puis 21 de ces termes disparaissent car f est alternée. A la derniére étape du calcul intervient
P’anti-symeétrie de f.

f(x1,%x2,x3) =f(ai,1e1 +az,1e2 + az,;je3,ay2e; +axer + az ez, arze; + azze; + azzes)

=ajar2a13f(er,er,er) +ar1ara23f(er,er,ex) +arjaraz 3f(er,er,es)

+ar1aza713f(er,ex,er) +ariazaz3f(er,ez,e2) + aj1az2a33f (er, ez, e3)
+ar1az a1 3f(er,es3,er) +ariaz2az 3f(er,es,ex) + ar1as a3 3f (e, e3,e3)
+az1a1,2a71,3f(e2,er,e1) +az1ar2az23f (e2,er,e2) + az1ar2as3 3f (e2, er, e3)
+az1aza713f(e2,e2,e1) +az1a220a53f (e2,e2,e2) + az1az,2a33f (e2,e2,e3)
+az1as a7 3f(e2,e3,e1) + az;1a3,2a;z3f (ez,e3,e2) + az 1az a3 3f (e2, e3,e3)
+asz1ar2a71,3f (e3,er,er) + a3 1ar2a23f (e3, er,e2) + az1ar2a33f (e, er, e3)
+asz;1az2,2a713f (e3,ez,e1) + a3 1az22a2 3f (e3, ez, e2) + az1az,2a3 3f (e3, ez, e3)
+az,1az a7 3 (e3,es3,er) + az;1az2a;z3f (e3,e3,e) + az1aza33f (e3, e3,e3)
=aj1aza33f(er,e2,e3) +ar1az a2 3f(er,es,ex) +az1ar a3 3f (ez, er,es)
+az1a3,2a71,3f (e2,e3,e1) + a3 1ar2a23f (e3, er,e2) + az1az2a1,3f (e3, ez, e1)
= (ar,1az2,2a33 —ay,1a3,202,3 —a2,107,203,3 + a2,103,207,3 + a31a7,20a2,3 —az 1a2,20a7,3) f(er,ez2,e3).

n n
Passons au cas général ot n est quelconque. Quand on développe I'expression f E ai,iei, E Ai,2€0, .. E ainei | par
. . . i=1 i=1
n-linéarité, on obtient une somme de n X ... x n =n" termes. Chaque terme est du type
—_————

n facteurs
ai,,10i,,2...Qi, nf(€i,,...,€i,),

ou encore du type

Ay (1),10x(2),2 - -+ Ax(m)nf (Ex(1)5+ - €x(m) »
ou x est une application quelconque de [1,n] dans lui-méme. On peut donc écrire

n mn n
ZaiJeinai,Zei»“-vZai,nei = Z Ay (1),10x(2),2 -+ Ay (n),n T (exﬂ)""’ex(n)) .
i=1 i=1 i=1

XE[[],H]][[]‘“H
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Dans cette somme, puisque f est alternée, les termes pour lesquels x n’est pas une application injective (auquel cas, il existe
i #j tel que ey (i) = ey(j)) disparaissent. Les termes qui n’ont pas disparu sont ceux pour lesquels x est une application
injective de [1,n] dans lul méme. On admet (ceci sera démontré dans le chapitre « Dénombrements ») qu’une application
injective de [1,n] dans lui-méme est automatiquement bijective ou encore qu’'une application injective de [1,n] dans
lui-méme est une permutation de [T,n]. Il reste

n n mn
f(x1y.00,xn) =°f E ai,1ei)§ ai,Zei)---)E ainei
i=1 i=1 i=1

= Z A5(1),1006(2),2 - -~aa(n),nf (60'(1))"')60'('[1))
0ESH

= Z As(1),10(2),2 - -~aa(n),ne(c)f(eh“wen)
0ESH

_<Z£ 1,1A6(2),2 - ..ag(n),n>f(e1,...,en).

oESH
Pour (X],...,Xn) S En, posons A(X],...,Xn) = Z 8(0‘)&6(1)‘1ag(2)‘2 co.Qo(m),n-
oESH

On vient de démontrer que si f est une forme n-linéaire alternée sur E, nécessairement

A e K/ f=AA.
Vérifions maintenant que A est une forme n-linéaire alternée sur E.
e A est une application de E™ dans K.

e Avec des notations évidentes,

A (x1,...,cxx]- + ij’, . ..,xn) = Z €(0)ag(1),106(2),2 -+ (ocagm‘j + Baé,(j),j) e Qo(n)n

0ESH
= Z 8(0‘)(1(7(1),1(1(7(2),2...ag(j)‘ nt P Z ),106(2),2 - ..aé(j),j...ag(n)‘n
oESH oESH

I
= XA (X1, .oy Xy ooy X )+ BA (X150t oy Xy oy X))
A est donc effectivement linéaire par rapport a chacune de ses n variables ou encore A est une forme n-linéaire sur E.

e Vérifions que A est alternée. Soit (x1,...,%n) € E™ tel qu'il existe (i,j) € [1,n]? tel que i < j et x; = xj. Soit T = Ty
la transposition qui échange les numéros i et j. On a vu dans le chapitre précédent (« Le groupe symétrique ») que les
permutations o sont de deux types

- les permutations paires de signature 1, ’ensemble des permutations paires étant noté A,

- les permutations impaires de signature —1, ’ensemble des permutations impaires étant obtenu en composant a droite

chaque permutation paire par la transposition fixée T.

Ceci fournit

A(XTyee oy Xiyen oy Xiy ooy Xn) = A (X150 0y Xy ooy Xjy oo vy Xn)

Z Ao(1),1 -+ Qo(i),i---Ao(j),j -+ Qo(n),n
oEAR

- Z Ao(1),1 -+ Qo(i),i+-+Ao(j),j -+ Qo(n)n
UESyl\An

Z Ao(1),1 -+ CQo(i),i+--Ao(j),j - - - Qo(n),n
oEAR

- Z Ao (t(1)),1 + -+ Ao(t(i),i -+ Qo(e(j))yj + +* olt(n)),n
oEA
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et donc

A(X],...,Xi,...,Xi,...,Xn) = Z As(1),1+--Ag(i),i---Ao(j),j -+ Qo(n),n

= Z Ao(1),1 -+ Ao(i),i---Ao(j),j - -+ Ao(n),n

- Z As(1),1+--Ag(i),i-+-Ao(j),j - Ao(n),n (car Xi :Xj)
oEA

Ceci montre que A est une forme alternée. Il est alors immédiat que pour tout A € K, AA est encore une forme n-linéaire

alternée.
En résumé, pour tout application f de E™ dans K, f est une forme n-linéaire alternée si et seulement si il existe A € K tel

que f = AA.

Montrons enfin que A n’est pas nulle. Pour cela, calculons A (e,...,e,). Dans ce cas, pour tout (i,j) € [1,n]?, on a
aij = di,j (la i-eme coordonnée de e;j dans la base (e1,...,en) est d; ;) ou encore Mat(e, . e.)(€1,...,en) = In. Donc

Alery...,en) = Z €(0)05(1),185(2),2 -+ - O5(n),n-

0ESH

Dans cette somme de n! termes, si 0 est une permutation telle qu’il existe i € [1,n] tel que o(i) # i, alors le produit
85(11,1090(2),2 - - - Og(n)n est nul. Il ne reste que le terme ou Vi € [1,n], o(i) = i ou encore il ne reste que le terme
correspondant & 0 = Id[y »j. Donc,

A(e1,...,en) =& (Id[[]»nﬂ) 5]‘]52‘2...511‘“ =1.

Ceci montre que A n’est pas nulle. Enfin, si f est une forme n-linéaire alternée non nulle, il existe A € K tel que f = AA
puis

fler,...,en) =1 A (e1,..,en)=1EA=1ST=A.

On peut énoncer le théoréme fondamental puis définir la forme déterminant dans la base B :

Théoréme 3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n € N*. Soit B = (eq,...,en) une base fixée
de E.
e Il existe une et une seule forme n-linéaire alternée A sur E vérifiant A (e1,...,en) = 1.

De plus, pour tout (x1,...,xn) € E™, si Mats (x1,...,%xn) = (aij);; j<n alors

A(X1y.eaayxXn) = Z £(0)ag(1),106(2),2 ++- Ag(n),n-
0ESH

e L’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E est {AA, A € K} ou encore I’ensemble des formes n-linéaires alternées
sur E est un K-espace vectoriel de dimension 1, de base (A).
e Pour toute f, forme n-linéaire alternée sur E, on a

f="~(er,...,en) A
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DEFINITION 4. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n € N*. Soit B = (e, ..., e, ) une base fixée
de E.

L’unique forme n-linéaire alternée sur E prenant la valeur 1 en la base B s’appelle la forme déterminant dans la
base B et se note dets.

n
De plus, pour (x1,...,Xn) € E™, si on pose Vj € [1,n], xj = Z ajijei, alors
i=1
dets (Xh-")xn) = Z 8(0')06(1)‘1 A5(2),2---Ag(n),n-
0ESH

Quand n =2 (E est de dimension 2), si Mat (e, ¢, (x1,%2) = ( 2;‘: 2;‘; ), alors

det(e, e,) (X1,X2) = a7,1022 —az,;1a7 2.
ar;r ar2 a3
Quand n =3 (E est de dimension 3), si Mat (e, e, e;) (X1,%2,X3) = | az1 az2 az3 |, alors
as,1 as2 asz3

detie, e,,e5) (X1,X2,X3) = @1,102,203 3 — a1,103 2023 +02,103201,3 —A2,107,203,3 +0A3,101,202,3 — 43,102,207 3.

1.4 Changement de base

Théoréme 4. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n € N*. Soient B et B’ deux bases de E. Alors

dets, = detg/(B) dets

ou encore

V(X1yeeeyxn) € BT detsr (X1y...,%Xn) = detg/ (B) x detg (x1,...,%Xn) .

DEMONSTRATION . detg: est une forme n-linéaire alternée sur E. D’aprés le théoréme 3, il existe A € K tel que dets, = A dets.

En évaluant les deux membres de cette égalité en B, on obtient dety/(B) = A dets(B) = A et donc detg = detg/(B) dets.
a

= Commentaire. I est important de noter que quand on change de base, le déterminant d’une famille de vecteurs peut changer.

Une conséquence importante du théoréme 4 est

Théoréme 5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n € N*. Soient B et B’ deux bases de E. Alors

detg:(B) x detp(B') =1

et en particulier,

dets (B) 2 0.

DEMONSTRATION .  D’aprés le théoréme 4, dets, = dets/(B) dets. En évaluant les deux membres de cette égalité en B’, on

obtient dety/(B) dets(B’) = detg/ (B’) = 1.
A

1.5 Critére d’indépendance d’une famille de n vecteurs en dimension n

La premieére utilisation des déterminants est fournie par le théoréme suivant. Quand on saura calculer des déterminants
dans quelques paragraphes, on aura un outil trés performant pour établir qu’une famille de n vecteurs est ou n’est pas

une base de E :

Théoréme 6. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n € N*. Soit B une base de E. Alors

YV (X1y.eeyXn) € E™ (X1,...,%n) base de E & dets (x1,...,%xn) #0.
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DEMONSTRATION .  Si (X7,...,Xn) est une certaine base B’ de E, le théoréme 5 montre que dets (x1,...,%xn) # 0.

Si (X1y...,%n) n’est pas une base de E, alors la famille (x1,...,%xn) est liée (car card (x1,...,xn) = n = dim(E) < +00). Donc, il
existe j € [1,n] tel que x; est combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.

Posons xj = Z Aixi. Alors

i<ign
i#j
dets (X1,...,%jy...,Xn) =dets | X1,..., Z AiXiyeeoyXn
I<ign
i#]
= Z Al dets (X1y..eyXiyeneyXiy...Xn) (linéarité par rapport au j-éme vecteur)
1<ign T
i#j
= 0 (detp est alternée). )

2 Déterminant d’une matrice carrée

2.1 Deéfinitions et notations

DEFINITION 5. Soit A = (ai,j)Ki)jgn € M, (K).

Le déterminant de la matrice A, noté det(A), est le déterminant de la famille des colonnes de A dans la base
canonique de My, 1 (K). Plus explicitement,

det(A) = Y  £(0)ao(1),1 -+~ Qo(n)n-

0ESH
ar cee Qin aig cee Q1 n
Le déterminant de la matrice : : se note
An,1 ... Qnn an,1 ... Qnn
a c a c
uand n = 2, det = = ad — bc.
Q ’ ( b d ) d

De maniére générale, Z €(0)ag(1),1 -+ Ag(n),n est une somme de n! termes (2 termes si n = 2, 6 termes si n = 3,
0ESH

24 termes sin =4, ...). Ag(1),1 .-+ Ag(n),n est obtenu de la facon suivante : on effectue le produit d'un coefficient de

la premiére colonne, d’un coefficient de la deuxiéme colonne ...et d’un coeflicient de la derniére colonne, ces coefficients

appartenant a des lignes deux a deux distinctes ou encore ag(1),1 ... 0g(n),n st un produit de n facteurs choisis de sorte

que l'on ait exactement un coefficient par ligne et par colonne. On fait alors précéder ce terme d’un signe 4+ ou — suivant

la parité de la permutation o utilisée.

arr a2 a3
Quand n =3, | a1 a2 a3 | est une somme de 6 termes. Trois de ces termes sont précédés d’un signe + et trois
as1 az2 ass
d’un signe —.
e Si 0 = Id[y 37, le terme correspondant est €(0)ag(1),105(2),20¢(3),3 = A1,102,203 3.
e Si 0 est le cycle ( 2 3 1 ), le terme correspondant est a, 1az 2aj 3.
e Si 0 est le cycle ( 31 2 ), le terme correspondant est a3 jaj 2az 3.
e Si 0 =112, le terme correspondant est —ay 1aj 2as,3.
e Si 0 =17 3, le terme correspondant est —a3z 1az2as 3.
e Si 0 =T33, le terme correspondant est —aj 1a3 a2 3.
ar1 a2 a3
Donc, | az1 az2 a3 | =aj10a220a33+a2103201,3+037107,202,3 —A2107,2033 — 031022073 — Q71,103,202 3.
as1 az2 ass

On peut signaler une méthode, dite méthode de SARRUS, permettant de faire le tri entre ces différents termes. Nous
signalons la méthode car elle fait partie de la culture générale des classes préparatoires en maths mais cette méthode
s’avére étre sans intérét au bout du compte et nous ne l'utiliserons jamais.
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La méthode de SARRUS peut étre présentée de différentes maniéres. Les trois termes affectés d'un + peuvent étre repérés
de maniére géométrique dans le déterminant :

4. Q12 a3
az 2. 423
as1  as; 3

Ce sont les trois termes « paralléles & la diagonale principale » :

Ce « parallélisme » peut étre présenté d’une autre facon. On écrit les coefficients du déterminant précédent et on compléte
le tableau obtenu par deux lignes supplémentaires ot on a recopié les deux premiéres lignes :

+ . -

+ ."01.,.1. ar2 __Cli','s.. -

+ ."aza]. (12,2 __(lz',é.. —
a31 asz dvy
‘_ai','l a1,z .'d1-,3_
‘_Cl'zl,.l. az ..CiZ-,s,.

2.2 Lien avec le déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Le théoréme suivant est immeédiat :

Théoréme 7. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n puis B une base de E.
Soient (X1,...,Xn) € E™ puis A = Mats (x1,...,%Xn). Alors,

dets (x1,...,xn) = det(A).

Théoréme 8. Pour toute A € M, (K),

A € GLu(K) & det(A) #£0.

DEMONSTRATION . En notant Cy, ..., Cy, les colonnes de A et (E1,...,En) la base canonique de My 1 (K),

det(A) #0 & det(g,,..e) (C1y...,Cn) #0 & (Cy,y...,Cn) base de M, 1(K) & A € GLn (K).

2.3 Propriétés du déterminant d’une matrice carrée

On s’intéresse au comportement du déterminant avec différentes opérations : X, ., + et la transposition.

Théoréme 9. Pour toute A € M, (K),

det (AT) = det(A).

DEMONSTRATION . Posons A = (i,j);; j<p, PUIS AT = (a{»i)l<i j<n O V(i,j) € [1,n]?, ai; = aji.
T
det (A ) = Z e(0)ag(1),1 - Aoy = Z e(0)a1,6(1) - - An,o(n)-
0ESH 0ESH
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Analysons un terme €(0)aj g(1)...0n,o(n) de cette somme. En posant o(1) = ji, ..., o(n) = jn de sorte que oG =1, ...,

67" (jn) = n, on peut écrire Q1,0(1) -+ Gnyo(n) = Qo131 )1+ Go—T (n)yin -
En réordonnant ce dernier produit par ordre croissant des numéros de colonnes (et en tenant compte du fait que {ji,...,jn} =
{o(1),...,0(n)} = {1,...,n}), on obtient aj 5(1)... An,o(n) = Ag—1(1),1++- Qg—1(n),n- Enfin, on rappelle que ¢ (07') = e(o) et on a

donc

T —1
det (A ) = Z £ (U ) As—1(1),1++-Qg—1 (n),n-

oESH

Enfin, l'application 8. — 8n est bijective car involutive et donc, en posant o’ = o',

o — o

det (AT) = Z € (O'l) Ag/(1),1+++ Ao/ (n)n = det(A)

o/E8n

Le déterminant se comporte trés bien aussi avec la multiplication des matrices :

Théoréme 10.
e V(A,B) € (M (K))?, det(AB) = det(A) x det(B).
e det (I,) =1.

1
A L. (K), det (A7) = ————.
e VA € GL,, (K), e( ) Tt A
e VA € M, (K), Vp € N, det (AP) = (det(A))? et VA € GL,(K), Vp € Z, det (AP) = (det(A))P.
e L’application det : (GL,(K),x) +— (K* x) est un morphisme de groupes.
A —  det(A)

DEMONSTRATION .

e Soit (A,B) € (Mn(K))?. Si A ou B n'est pas inversible, Min{rg(A),rg(B)} < n puis rg(AB) < Min{rg(A),rg(B)} < n et donc AB
n’est pas inversible. Dans ce cas,

det(AB) = 0 = det(A)det(B).
Supposons maintenant A et B inversibles. Soient B la base canonique de K™ puis B’ la base de K™ telle que A = ﬂ’%/ puis B” 1a
base de K™ telle que B = ?2 ;. Alors AB = P " puis, d’apres le théoréme 4,

det(AB) = det (73 ) = dets (B") = dets (B') dety/ (B") = det (P3) det (73, ) = det(A)det(B).
e Si B est la base canonique de K", I, = P% puis
det (In) = det (T%) — dets (B) = 1.
o Soit A € GLy(K). Alors,
det(A) x det (A’]) = det (AA") =det (I) = 1.

e Soit A € M, (K). Par récurrence, Vp € N, det (AP) = (det(A))?. Si de plus A est inversible, pour p entier naturel strictement
négatif,

det (A7) = det (A7) ") = (det (A "))~ = ((detA) ?) " = (detA)".

]
On en déduit en particulier :
Théoréme 11. Deux matrices semblables ont méme déterminant.
DEMONSTRATION . Soit (A,B) € (Mn (K))?. On suppose qu’il existe P € GL, (K) telle que B = P™'AP. Alors
det(B) = det (P*‘AP) — det (P*‘) det(A)det(P) = —— det(A)det(P) = det(A).
det (P)
]

Pour les deux derniéres opérations, + et ., les calculs se passent moins bien. Déja, en général, det(AA) # Adet(A) (alors
que Tr(AA) = ATr(A)). Par exemple, det (21;) =4 # 2 = 2det (I2). Mais :
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Théoréme 12. VA € M, (K), VA € K, det (AA) = A"det(A).

DEMONSTRATION. On note Cq, ..., Cn, les colonnes de A et B la base canonique de My, 1 (K). Par n-linéarité,

det(AA) = dets (ACq,...,ACn) =A X ... x Adets (Cq,...,Cn) = A"det(A).
]

Il reste a préciser le comportement du déterminant avec I’addition des matrices. Dans la plupart des cas, det(A + B) #

det(A) + det(B). Par exemple, au format 2, det (Eq1,1) = ‘ 10 =0et det (Ez2) = 00 = 0 mais

0 0 0 1
det (E]J +Ez ) =det (I) =1 # det (E])])-l-det (E2,2).

En fait, aucun résultat agréable ne peut étre énoncé concernant le déterminant d’une somme de matrices. On peut
démontrer que, si n > 2, il existe une et une seule matrice carrée A telle que pour toute matrice carrée B, det(A + B) =
det(A) + det(B) a savoir A = 0.

3 Deéterminant d’un endomorphisme

3.1 Définition

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f € £L(E). Soient B et B’ deux bases de E. Soient A
la matrice de f dans B et B la matrice de f dans B’. On sait que les matrices A et B sont semblables (B = P~'AP ou
P =DP3%") et donc A et B ont le méme déterminant d’aprés le théoréme 11. Ceci motive la définition suivante :

DEFINITION 6. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Soit f € £(E).

Le déterminant de f est le déterminant de sa matrice dans une base donnée B de E ou encore le nombre det (f(B))
ou B est une base donnée de E. Ce nombre ne dépend pas du choix de la base B.

3.2 Propriétés du déterminant d’'un endomorphisme

Les propriétés usuelles du déterminant d’un endomorphisme se déduisent alors immédiatement des propriétés du détermi-
nant d’une matrice carrée (théoréme 10, 11 et 12) :

Théoréme 13. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle.

Vf e L(E), (f € GL(E) & det(f) #0).

Théoréme 14. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle.
e V(f,g) € (L(E))?, det(g o f) = det(f) x det(g).
e det (Idg) = 1.

1

o Vf € GL(E), det (f ') = det(f)

e L’application det : (GL(E),o) +— (K*,x) est un morphisme de groupes.
f —  det(f)

Théoréme 15. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle.

Vf € £(E), VA € K, det(Mf) = A™det(f).

3.3 Autre présentation du déterminant d’un endomorphisme
Le plan adopté depuis le début du chapitre a été le suivant :
- Déterminant d’une famille de n vecteurs dans une base.

- Déterminant d’une matrice carrée.
On démontre que V(A,B) € (Mn(K))z, det(A x B) = det(A) x det(B) a partir de la formule P2 x P2, = P2 .
On en déduit en particulier que deux matrices semblables ont méme déterminant.

- Le nombre dets (f(B)) ne dépend pas de B, puisque deux matrices semblables ont méme déterminant : ce nombre est
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le déterminant d’un endomorphisme f, det(f). I vérifie par exemple, V(f, g) € (£(E))?, det(g o f) = det(f) x det(g).

On aurait pu inverser 'ordre des deux paragraphes (« déterminant d’une matrice carrée » et « déterminant d’un endo-
morphisme ») en donnant une définition plus directe du déterminant d’un endomorphisme comme ci-dessous.

Soit f € L(E) (avec E de dimension n). Soit B une base donnée de E. Soit ¢ : E™ — K

(X1yeeuyxn) = detg (f(x1),...,T(xn))
@ est une forme n-linéaire alternée sur E. Donc, il existe A € K tel que ¢ = Agpdety (a priori, Ap est fonction de B) ou
encore tel que

YV (X1y..0yxn) € E™ dets (f(x1) ..., T (xn)) = Apdets (X1,...,%n) .

En appliquant a la famille B elle-méme, on obtient Ag = Agdets (B) = detg (f(B)). Ainsi,

YV (X1y..eyxXn) € B detg (f(x1),...,T(xn)) = detg (f(B))dets (x1,...,xn)  (*).

Si maintenant B’ est une autre base de E, alors,

dets/ (f(B")) = dets/(B) x dets (f(B')) (changement de base)
= detg/(B) x dets (f(B)) x detg (B’) (d’apres (x))
= detg (f(B)).

—

Alnsi, le nombre detg (f(B)) ne dépend que de f et pas de B. On Pappelle le déterminant de f (et pas le déterminant de f
dans B).

A partir de cette définition, on peut démontrer directement que Y(f,g) € (£(E))?, det(g o f) = det(g) x det(f).
Soit B une base donnée de E.

det(g o f) = dets(g(f(B))) = det(g) x dets (f(B)) = det(g) x det(f).

4 Calculs de déterminants

Dans ce paragraphe, on apprend les différentes techniques de calcul d’un déterminant (qui se rajoutent a la possibilité d uti-

liser I'expression développée de det(A) : det(A) = Z £(0)ag(1),1++-Ag(n),n). On commence par un type de déterminant

oESH
de référence, les déterminants triangulaires.

4.1 Déterminant d’une matrice triangulaire

Théoréme 16. Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses coefficients diagonaux. En
particulier, le déterminant d’une matrice diagonale est égal au produit de ses coefficients diagonaux.

DEMONSTRATION .  Soit A = (ai,j)]@jgn € M, (K). Supposons A triangulaire supérieure. Alors, pour tout (i,j) € [1,n]?, si
i>j,onaai;=0.

det(A) = Z 8(0’)(10(1),1 <. Qg(n)n (*)

0ESH
Soit 0 € 8n. 'l existe 1 € [1,n] tel que o(i) > i, alors ag(i),; = 0 puis e( )Ag(1),1 -+ Qg(n),n = 0. Dans la somme ci-dessus, ne
persistent donc que les termes pour lesquels o vérifie : Vi € [1, n] o(i) <

Soit donc ¢ un élément de S, tel que Vk € [1,n], o(k) < k. Montrons alors par récurrence finie que Vk € [1,n], o(k) = k.

e (1)< 1eto(l)>1. Donc, o(1) =1.
e Soit k € [I,n—1] (sin=1, il n’y a plus rien & faire). Supposons que Vi € [1,k], o(i) = 1. Alors, o(k+ 1) € [1,k + 1] mais,
o devant étre injective, o(k + 1) € o([1,k]) = [1,k]. Donc, o(k+ 1) =k + 1.

Le résultat est démontré par récurrence. Ainsi, dans la somme (*), seul un terme persiste, le terme correspondant a o = Idp; ) et
donc

det(A) = € (Idpi,ng) Qrag, g (1,1 -+ Qdgy g (n)m H Qi i

Si A est triangulaire inférieure, on applique ’égalité det(A) = det (AT) ot AT est triangulaire supérieure.
N
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En particulier,

Théoréme 17. Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.

4.2 Transformations élémentaires sur les lignes et les colonnes

On rappelle que det : (Cy C2 ... Cp) — det (C7 Cy ... Cy) est une forme n-linéaire alternée. Le déterminant est linéaire
par rapport a chacune des colonnes et si deux colonnes sont égales, alors le déterminant est nul.

Puisque le déterminant d’une matrice est le déterminant de sa transposée, le déterminant est aussi une forme n-linéaire
alternée des lignes de la matrice : le déterminant est linéaire par rapport a chacune des lignes et si deux lignes sont égales,
alors le déterminant est nul.

On étudie maintenant 'effet de différentes transformations des lignes ou des colonnes d’un déterminant sur la valeur de
ce déterminant.

e Permutation des colonnes (ou des lignes) d’un déterminant. Puisque det est une forme n-linéaire anti-symétrique des
colonnes de la matrice, on a

Vo € Sy, det( CU(]) Cg(n) ) = e(c)det( C; ... Cu )
et puisque det (AT) =det(A),

Lo(1y L
Vo € 8y, det : = ¢(o0)det _
I—G(n) I—n
1 3 -1 31 -1
Par exemple (en effectuant la transformation C; < C3), |2 0 5 |=—]0 2 5 |=-3x2x1=—6.
0 0 1 0 0 1
oSii;«éj,det(Q Ci Cj Cn):det(Q Ci Cj+Ci Cn)
Ly Ly
L; Li+ L
et de méme, det : = det :
L L
L. L.
En effet, par linéarité par rapport a la j-éme colonne,
det(C1 .o G C]‘+Ci Cn)zdet(Q Ci Cj Cn)
+det( C;q Ci Cy Cn )
= det( C;q Ci Cj Cn )
(puisque det est alternée, le déterminant det( G ... ¢ Ci ... Cu ) est nul car deux de ses colonnes sont

égales).

Par exemple, en appliquant les transformations C, < C; + Cy, C3 « C3 + Cy et C4 + C4 + Cy, on obtient

1T -1 -1 -1 10 0 0
1T 1 -1 -1 1 2 0 0
11 T 1=l 2 2 0 =1x2x2x2=28.
1 1 1 1 1 2 2 2
e La linéarité par rapport & une colonne fournit aussi det ( Ci ... AG ... Cq ) = Adet ( C ... G ... Cy )
L L,
et de méme pour une ligne det | AL; | =Adet | L
Ln Ln
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Ces transformations fournissent de nouvelles idées pour calculer des déterminants. On utilise ces transformations pour
essayer le ramener le calcul d’'un déterminant & celui d’un déterminant triangulaire. Par exemple :

Exercice 1. Calculer le déterminant de format n > 2 :
1 1 1
A, — 1 0
o
1 1 0

Solution 1. On applique les transformations : ¥j € [2,n], Cj «~ Cj — Cy. Ces transformations ne modifient pas la valeur
de A, et on obtient :

1 0 0
1 1 1
Lo 1 -1
A, = = 0 = (=1)!
1
1 1 0 0
1 0 0 —1

= Commentaire. Dans [’exercice, on a effectué en méme temps plusieurs transformations élémentaires sur les colonnes.
On a doit avoir conscience qu’apreés chaque transformation effectuée, une ancienne colonne a disparu et une nouvelle colonne est
apparue. L’ordre dans lequel on effectue ces transformations peut donc avoir de limportance. Ce n’était pas le cas dans l’exercice
1 car la colonne Cy n’était jamais modifiée. Effectuer la transformation Cz +— Cz2 — Cy puis C3 « C3 — C; aboutit au méme résultat
que si on effectue la transformation C3 « C3z — Cy puis C2 + C2 — Cy. Le probléeme se posera par contre dans l’exercice suivant.

Exercice 2. Calculer le déterminant de format n > 2 :
n n—1 n—2 21
n—1T n—-1 n—2 2 1
A, = n—-2 n—2 n-—2
2 2 2 2 1
1 1 1 1 1

Solution 2. On effectue successivement les transformations Cy «+ C; — Cy, puis C; « C; — C3 puis Cp_1 + Cp_1 —Cq,

ce qui ne modifie pas la valeur du déterminant. On obtient :

n n—-1 n-2 21 1T 1 1 11
n—1 n—-1 n-2 21 0 1 1 11
2 2 2 21 00 0 11
1 1 1 11 00 0 0 1

= Commentaire.

1T 1T n—-2 2 1
01 n-2 2 1
0 0 n—-2

0 0 2 2 1
0 0 1 1 1

Dans l’exercice 2, l’ordre dans lequel on effectue les transformations est essentiel. Si on effectue les transfor-
mations C1 « Cy — Cz puis Cz « Ca — C3, on aboutit au déterminant

Mais si on effectue les transformations Cy +— Ca — C3 puis C1 «+ Cy; — Cyz, la colonne Cz dont il est question dans la deuxiéme
transformation n’est plus la colonne 2 initiale. On aboutit au déterminant
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n—1 n—2 2 1
n-— n—2 2 1
n—-2 0 n-—-2
2 0 2 2 1
1 0 1 1 1

et ce n’est pas ce que l’on voulait.

4.3 Déterminants par blocs

Théoréme 18. Soient n et p deux entiers naturels non nuls tels que p < n. Soit A I'élément de M, (K) défini par

blocs par
B C
A =
< On—‘p,‘p D )

ot Be M,(K), D e My,_(K) et C e Mpnp(K).
Alors, det(A) = det(B) x det(D).

DEMONSTRATION .  Fixons les matrices C et D. On note X1, ..., X}, les colonnes de la matrice B ou encore on pose
B=( X; ... Xp ).On considére I'application ¢ : (Mp1(K))P — K .
B C
(X1y..0,Xp) —  det ( Onpp D )
e Soient j € [1,n] puis (X1,...,X;,X{,...,Xp) € (M1 (K))P™" et soit (A, 1) € K2. Soit B (resp. B’, B”) I'élément de M, (K) dont
les colonnes sont X1, ..., Xj, ..., Xp (resp. X1, ..., XJ-'7 o Xpoet Xq, oo, AXy + uX{7 ..., Xp). La j-éme colonne de la matrice

B” C
est
(ol 5)
AXj + qu’ X X!
=A + ) .
< Onfp,] Onfp,] K Onfp,T
Par linéarité du déterminant par rapport & la j-éme colonne, on a donc

@ (X1yoe ) A 4+ 01Xy, Xp) =A@ (Xay oo, Xjy e, Xp) e (Xay oo, X0, Xp)

Ceci montre que ¢ est une forme p-linéaire sur M, 1 (K).

e Soit (Xi,...,Xp) € (Mp,1(K))P tel qu'il existe (i,j) € [1,p]? tel que i # j et X; = X;. La i-éme colonne de la matrice ( 0 B ]:C) >
n—p,p

Xi . X; . .

est < 0 ' ) et la j-éme est < 0 ) ) Ces deux colonnes sont égales et donc le déterminant est nul. Ceci montre que ¢ est
n—p,1 n—p,1

alternée.

En résumé, @ est une forme p-linéaire alternée sur My, 1 (K) qui est de dimension p. On sait alors qu'il existe A € K tel que ¢ = A dets
ot B désigne la base canonique de M, 1(KX). En évaluant en B les deux membres de cette égalité, on obtient

B B I C
A= @(B) =det < Onpp D ) .

Ceci montre que pour tout (Xi,...,Xp) € Mp (K7, @ (X1,...,Xp) = det ( ) dets (X1,...,Xp) ou encore, pour toute

C
On—p,p D

) B C - Ip C
matrice B € M, (K), det ( Onpp D ) = det(B)det ( Onnn D )

De méme, 'application D — det ( 0 Iy ]:C) ) « est » une forme n — p-linéaire alternée des lignes de D. Donc, il existe p € K tel
n—p,p
I C ) . Ip C
que pour tout D € Mn_,(K), det = p det(D). En évaluant en In_p, on obtient pu = det .
Onpp D Onpp Inp

Ceci montre que pour toutes matrices B, C et D,
B C I C
det = det(B)det(D)det < P ) .
< Onpp D ) Onpp Inp

Ip

Enfin, la matrice <
On—p,p

I ) est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont tous égaux a 1.
n—p
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Donc, det (

Iy
On—p,p

C
T p

) =1 et finalement

det( 0

B C
n—pp D

) = det(B)det(D).

a

= Commentaire. Le résultat précédent se généralise a toute matrice triangulaire par blocs : le déterminant d’une telle matrice

est le produit des déterminants des blocs diagonaux.

4.4 Développement suivant une ligne ou une colonne

4.4.1 Mineurs, cofacteurs

- . . _ . . . 2
DEFINITION 7. Soit n > 2 puis A = (ak,1)1¢x 1<n € Mn(K). Soit (i,j) € [1,n]*.
Le mineur m; ; associé au coeflicient a;;j est le déterminant de format n — 1 obtenu en supprimant dans la matrice
A sa i-éme ligne et sa j-éme colonne :
a1 at,j—1 Qa1,j+1 ain
_ | @i-11 Ai—1,j—1  Ai—1,541 ai—1,n
mi’)j —
Ait1,1 Air1,5—1  Qip1,5+1 Qit1,n
an,1 Anj—1 Anj+1 Ann
Le cofacteur A;; du coefficient a; ; est :
ai, i aij—1 at,j+1 ain
o i | ai— Wi 57 @575 ai_
Ai‘j _ (_])H-]miJ = (_])H-J i—1,1 i—1,j—1 i—1,j+1 i—1,n
Ait+1,1 Aip1,5—1  Qip1,5+1 Aitin
an,1 An,j—1 Anj+1 Anon
-1 3 0
Exemple. Le cofacteur du coefficient ligne 1, colonne 2, du déterminant | 5 —1 4 | est
2 2 1
5 4 5 4
Ajg = (-1 =— =3.
1,2 ( ) 2 1 1

N

Analysons la répartition des signes attribués aux cofacteurs. (—1)'"J vaut 1 (ou encore « + ») quand i+ j est pair et vaut
—1 (ou encore « —») quand 1+ j est impair. Une situation ot i+ j est pair est quand i =j (cofacteur d’un coefficient de
la diagonale principale). Les cofacteurs des coefficients diagonaux sont les mineurs de ces coefficients affectés d’un +.

A partir de cette diagonale, quand on avance ou recule de 1 dans une ligne ou que 1’on monte ou descend de 1 dans une
colonne, i+ j change de parité et donc (—1)J change de signe. On obtient donc la répartition de signes suivantes :

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés.
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4.4.2 La formule de développement suivant une ligne ou une colonne

n

j=1

n

i=1

Théoréme 19. Soient n > 2 puis A = ((1k,1)]gi j<n € M, (K).

o Vie [1,n], det(A) = Z ai,jAy; (formule de développement suivant la i-éme ligne).

e Vj e [1,n], det(A) = Z aijAi,j (formule de développement suivant la j-éme colonne).

DEMONSTRATION . Commengons par développer suivant la premiére colonne C;. Cette premiére colonne s’écrit
1 0 0
(1])] 0
: 0
C = ai i = a1 + ..o+ ain 1 + ...+ ann :a1,1E1+...+ai,1Ei+...+an,1En
0
An,1 . 0
0 0 1
ou (E1,...,En) est la base canonique de My 1 (K). Par linéarité par rapport a la premiére colonne, on a

0 a2 ain
0 ai1p2 Ai-1,n
ou Ai = 1 ai,2 Ain
0 a2 Qit1,n
0 Cln,z an,n

On applic{ue aux lignes du déterminant A; le cycle (23 ...

det(A) = Z ai,1Aq
i=1

. n) de longueur i et donc de signature (—1)*~'. On obtient

1 a2 Ain
0 a2 aln
i1
A = (—1) 0 ai1p2 Qi—1,n
0 ait1,2 Qit1,n
0 an,2 ann
a2 a1 n
i1 Qi—1,2 ai—1 . .
= (=" T "h™ 1 (déterminant par blocs)
QAiv1,2 Ait1n
an,2 an,n
i+1 . . . "
=(=1)""mi; = A1 (cari—Teti+ 1 ont la méme parité).

n n

Finalement, det(A) = Z ai,1(—1 )H]mm = Z ai,1A4,1 ce qui montre la formule de développement suivant la premiére colonne.
i=1 i=1

Passons au cas général. Soit j € [1,n]. On applique aux colonnes de det(A) le cycle (23 ... j1j+1 ... n) de longueur j et donc

de signature (—1)'~" et on obtient

det(A) = (1) 'det (C;j,C1,..., Cj—1, Cjr1y.+.,Cn).

En appliquant la formule de développement suivant la premiére colonne a ce dernier déterminant (dont la premiére colonne est Cj),
on obtient

17 http ://www.maths-france.fr
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n n n
det(A) = (=177} ag; (1) miy =3 ag (=) mi =) aiAg,
i=1 i=1 i=1
ce qui montre la formule de développement suivant la j-éme colonne.

Enfin, si on applique la formule de développement suivant la i-éme colonne a det (AT) (qui est égal a det(A)), on obtient (en notant
a{,j les coefficients de *A et A{)j les cofacteurs correspondants)

n n
det(A) = det (tA) = Z aj/,iAj'yi = Z ai,jAij
j=1 j=1

ce qui montre la formule de développement suivant la i-éme ligne.

a

3 0 4
Exemple. Soit A=| —1 0 -3

7 2 5
Si on développe A suivant sa premiére colonne, cela donne

0 -3 0 4 0 4
A_3‘ 2 5 ‘—(—1) 2 5 ‘—1—7} 0 -3 }_3x6+(—8)+0—10
et si on développe A suivant sa deuxiéme colonne, cela donne
-1 =3 3 4 3 4
N R [ PN

On aboutit bien siir au méme résultat. Ici, il fallait choisir de développer A suivant sa deuxiéme colonne, ce qui rendait
immeédiat le calcul. 4

= Commentaire. Le programme officiel prévoit que l’on reporte en math spé l’étude du calcul par blocs sur les matrices et donc
aussi les calculs de déterminant par blocs. La démonstration précédente est donc hors programme. On peut montrer directement que

1 a2 ce arn

0 az 2 e az n
az oz e azn

. ’ ’ an2 ... Qnn

0 an,2 cos ann

!
i,i) 1<i,j<n”

Faisons-le. On pose : Vi€ [1,n], a{; =8 et V(i,j) € [1,n] x [2,n], a{; = ai; puis A’ = (a On a

det(A') = Z (0)ag(1),106(2),2 - Qo(n)n = Z €(0)ag(1),100(2),2 - - - Qo(n),n-
0ESH oESH

Dans cette somme, si o(1) # 1, alors ag(yy, = 0 puis €(0)ag(1) 1+ Qg(n),n = 0. Il ne reste alors que les termes correspondant aux
permutations o telles que o(1) =1 :

d@t(A/): Z 8(0’)(10(2),2...a0(n))n.

0ESH
o(1)=1

Soit o une permutation de [1,n] telle que o(1) = 1. Donc, pour i € [2,n], (i) € [2,n] car o(i) # 1. 0 induit donc une permutation
o' de [2,n] :
o [2,m] — [2,n] .
i —  o(1)

Puisque o(1) =1, o et ¢’ ont le méme nombre d’inversions et donc (o) = e(o’). On en déduit que

az 2 az n
det(A') = Z e(0")agr(2)2+++ o/ (m)yn =

’
o/es([2,n]) An2 +.. Qo
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Exercice 3. Soient n > 1 puis (ap,...,an_1) € C™*. Pour z € C, on pose
z 0o ... 0 ao
-1z . a
Dn(z) =1 0 0
: z an-2
0 ... 0 =1 z+4+an
Calculer Dy (z) en fonction de z.

Solution 3. D, (z) est un déterminant de format n.
On développe Dy, (z) suivant sa derniére colonne en commengant par la fin. Puisque pour 0 < k < — 2, ay est situé a la
ligne k + 1, colonne n, on obtient

z 0 ... 0
2 n—2 n—2
Dn(z) = (z+ an-1) + ) a )AL = (z+an 1) 2V T+ ) ak(=1)RTTA,
0 k=0 k=0
° e z
ot Ay est défini par blocs par :
z 0 010 0
o 2z
0 1:
° e 2z |0 0
Ay = = (—])n_l_klk.
° o [—1 o °
0
: .
° e |0 0 -1
k n—1—k
Finalement,
n—2 n—2
Dn(z) =z" 4+ an 12" ' + Z ap (=R pnat=kgk —on g g2 T 4 Z az®
k=0 k=0

n—1
=z"+ E axzk.
k=0

4.5 Déterminants de VANDERMONDE

DEFINITION 8 (DETERMINANT DE VANDERMONDE).

Soient n > 2 puis (Xg,...,Xn_1) € C™. On pose

1 1 1 1

X0 X1 W coo Hn—il
: 2 2 2 2
Van (xg, ..., Xn_1) = det (x}~] =| %o B %3 coo W
) ) j—1 ..
1<i,j<n
n—1 n—1 n—1 n—1
%0 X x5 oo bt
Van (xg,...,Xn_1) est le déterminant de VANDERMONDE de la famille de n nombres (xgy...,Xn_1).
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Théoréme 20. Vn > 2, V (xg,...,Xn_1) € C™,

Van (X0, ...y Xn_1) = H (xj —x4i) .

0<i<j<n—1

En particulier, Van (xo,...,Xn_1) est non nul si et seulement si les nombre x;, 0 < 1 < n—1 sont deux & deux distincts.

DEMONSTRATION .  Soit (Xo,...,%n) € C™'. Soient Ao, ..., An—1 N nombres complexes. On effectue dans Van (xo, ..., xn) la

n

transformation Ly 7 < Lyi1 + Z Ai—1Li, ce qui ne modifie pas la valeur du déterminant. On obtient

i=1
1 1 1 ... 1 1
X0 X1 X2 . Xn—1 Xn
x4 x? X3 . XA, X2
Van(xo,...,xn): . )
qu X] ! Xzi] ij X!
P(xo) P(x1) P(x2) ... P(xn-1) Plxn)
n—1 n—1
ouP=X"+ Z AX¥ est un polynome unitaire de degré n quelconque. On prend alors P = Py = H (X —xk) (qui est effectivement
k=0

k=0
unitaire de degré n). On obtient le déterminant suivant que 'on développe suivant sa derniére ligne :

1 1 1 1 1

X0 X1 X2 vee Xn—1 Xn
2 2 2 2 2
X0 X7 X2 eee Xng Xn
Van (xg,...,Xn) = . = Po (xn) Van (xoy ..., Xn-1) .
L T A B
0 0 0 0 Po (xn)
Ainsi, pour tout n > 2, pour tout (xo,...,xn) € C*1,
n—1
Van (xg,...,Xn) = <H (Xn xi)> Van (Xg, ...y Xn—1) .
i=0
Montrons alors par récurrence que : Vi > 2, V (xo,...,xn—1) € C", Van (xo,...,Xn—1) = H (x5 —x4).

oi<j<n—1

1T 1

e Soit (xo0,%x1) € C2. Van (xo,x1) = N~
0

' = X1 — Xo. L’égalité est donc vraie quand n = 2.

e Soit n > 2. Supposons que V (xg,...,xn—1) € C", Van (xo,...,Xn_1) = H (x5 —x4).

0<i<j<n—1

Soit (xo,...,xn) € C™1,

i=0
n—1
= H (x5 —xq) % (xn —xi) (par hypothése de récurrence)
0<i<j<n—1 i=0
= J] x-x).
0<i<jgn
On a montré par récurrence que : Vn > 2,V (xy...,xn—1) € C™, Van (xo,...,Xn_1) = H (x5 —x4). a
1<i<ign
1T 1 1
Ainsi, par exemple, sij =e*"/3 | 1 j 2 | =(G-1)(G*—1)(*—j).
132

Exercice 4. Montrer que la famille des suites géométriques ((q“)n eN) qec est une famille libre de CN (avec la conven-
tion (q™) ey = (1000 ...) quand q = 0).

Solution 4. On montre que toute sous-famille finie non vide de la famille ((q“)neN) c

qec est libre.
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Soient p > 2 puis (q1,...,qp) € CP tel que les nombres qi, 1 < k < p, soient deux a deux distincts. Soit (Ar,...,A,) € CP.

M (@) pen + -+ 2Ap (q;})neN =(Onen =V eN, Mgl +...+ Apqp =0
=vne[0,p—1], Mgy +... +Apqp =0 (S).

(S) est un systéme de p équations linéaires homogeénes a p inconnues (A1, ..., Ap). (S) s’écrit matriciellement sous la forme
1 T A1 0
q ] q 2 e qg A2 0
q3 o : I
- = = : :
i Ay e e dp Ap 0
Le déterminant de la matrice A ci-dessus est Van (q1,...,qp). Il est non nul car les nombres q1, ..., gp, sont deux a deux
distincts. Cette matrice A est donc inversible. Par suite, le systéme (S) admet 'unique solution (Aq,...,A,) = (0,...,0).
Ceci montre que la famille ((q?)“EN yeeey (q;)nEN) est libre.

On a montré que la famille ((qn)nGN)qe(C est une famille libre de CN

Il y a un lien entre les déterminants de VANDERMONDE et les polynémes de LAGRANGE. Donnons nous n € N* puis n + 1
nombres complexes deux & deux distincts ao, ..., an. On sait que pour tout i € [0,n], il existe un et un seul polyndme
de degré n, noté Ly, tel que

V(l))) € [[O,Tlﬂ, I—i (aj) = 51,]’-
On sait de plus que (Lo,...,L;) est une base de C,,[X] et que

n
VP € CulX], P=) P(ai)L.
i=0
En particulier,
. n .
vjeon], X' =) dlLi.
i=0
Le déterminant de la base canonique (1,X,...,X") dans la base (Lo, L1,...,L,) est
T a a ... af
T a; af ... a?
:Van(aO)ah'-')an))
T ap a2 ... a

car le déterminant d’une matrice carrée est aussi le déterminant de sa transposée.

5 Quelques applications des déterminants

5.1 Inversibilité d’une matrice carrée, bijectivité d’un endomorphisme, indépendance
d’une famille de n vecteurs

Dans ce paragraphe, on rappelle des résultats antérieurs et on en profite pour réunir certains résultats disséminés dans les
chapitres précédents.

e Soit A € My (K). A est dans GL,,(K) si et seulement si 'une des propositions suivantes est vraie :

1- det(A) #0

2-a. 3B € M,(K)/ A x B =1, et B x A = I,, (définition de l'inversibilité)
b. 3B € M, (K)/ A x B =1, (inversible & inversible a droite)
c. 3B € M,(K)/ B x A =1, (inversible & inversible a gauche)
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3-a. Les colonnes de A constituent une base de My 1 (K).
b. Les lignes de A constituent une base de My n (K).
4- Ker(A) = {0} (ou Ker(A) ={X € M, 1(K)/ AX = 0}).
5-a. Im(A) = Mn,1(K) (o Im(A) = {AX, X € M, 1 (K)}).
b. rg(A) = n.
6- VB € M;,,1(K), 'équation AX = B, d’inconnue X € My, 1(K), a une et une seule solution.

e Soient E un K-espace de dimension finie non nulle n puis f € L(E). f est dans GL(E) si et seulement si 'une des
propositions suivantes est vraie :

1- det(f) #0

2-a. dg € L(E)/ fog=1dg et gof =1dg (définition de I'inversibilité)
b. dg € L(E)/ fo g = Ide (inversible & inversible a droite)
c. 3f € L(E)/ go f = Idg (inversible & inversible a gauche)

3- L’'image par f d'une base de E est une base de E.

4-a. f injectif.
b. Ker(f) ={0}.

5-a. f surjectif.

b. Im(f) = E.
c. rg(f) =n.
6- Vb € E, I’équation f(x) = b a une solution et une seule dans E.
e Soient E un K-espace de dimension finie non nulle n puis B une base de E. Soit (wy,...,uy) € E™. (u1,...,Un) est une
base de E si et seulement si I'une des propositions suivantes est vraie :
1- detp (Ug,y...,un) #0
2- Matg (wy,...,un) € GLy (K)
3- (wry...,un) est libre
4-a. (uq,...,u,) est génératrice de E
b. rg(wy,...,u,) =n.

5.2 Inverse d’une matrice carrée

Dans ce paragraphe, on établit une formule qui fournit une bonne fois pour toutes 'inverse d’une matrice carrée inversible.

DEFINITION 9. Soit A = (ai,j)Ki)jgn € M, (K).

La comatrice de A, notée com(A), est la matrice carrée de format n dont le coefficient ligne i, colonne j, 1 < i,j < n,
est le cofacteur Ay de aji ;.

com(A) = (Aij);¢;

\1)j<n :

Théoréme 21. VA € M, (K), A x (com(A))" = (com(A))T x A = (det(A))I,,.

DEMONSTRATION .

n
e Soit i € [1,n]. Le coefficient ligne i, colonne i, de A x *(com(A)) est Z aijAi; (Aij étant le coefficient ligne j, colonne i, de
j=1

(com(A))"). On reconnait le développement de det(A) suivant sa i-éme ligne et donc le coefficient ligne 1, colonne i, de A x *(com(A))
est det(A).

n
e Soit (i,j) € [1,n]? tel que i # j. Le coefficient ligne i, colonne j, de A x *(com(A)) est Z ai,kAjk (A, étant le coefficient ligne
k=1

k, colonne j, de (Com(A))T). On reconnait le développement suivant la j-éme ligne du déterminant suivant :

ai aln
ain Ain |<«— 1
ai,1 oo Qin <—]
an,1 ann
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Les i-éme et j-éme lignes (avec 1 # j) de ce déterminant sont égales et donc ce déterminant est nul. Ainsi,

A x (com(A))" = (8idet(A)); oy, = (det(A))Ty.

On montre de méme que (com(A))T x A = (det(A))I, (en raisonnant sur les colonnes). a

En particulier,

Théoréme 22. Soit A € M (K). A € GL,(K) & det(A) # 0. De plus, en cas d’inversibilité

T

= Tt (A) (com(A))T.

DEMONSTRATION .  On sait déja que A € GLn(K) & det(A) # 0.

1
. T _ . -1 _ T
Si det(A) # 0, alors A X Jot(A) (com(A))" =I,. Par suite, A € GLy(K) et A~' = Jot(A) (com(A))".
a
3 =1 2
Exemple. Considérons par exemple la matrice A= | 1 1 2 |.En développant suivant la derniére ligne, on obtient
0o 2 0

det(A) = —2(3x2—1x2) =—8 0.

Donc, A est inversible et

12 =12 -1 2
20 2 0 1 2
: L[4 4 4
Af]:—g _’12‘ ‘3 2’ _‘32 5| 0 0 -4,
00 0 0 1 2 2 6 4
11 BER 3 -1
0 2 0 2 11

ou encore

172 =1/2 12
Al = 0 0 1/2
—1/4 3/4 =12

Maintenant, la formule du théoréme 22 n’est pas la « formule ultime » pour obtenir 'inverse d’'une matrice inversible. On
I'utilise trés peu et pour les matrices de format (3,3) par exemple, on préfére trés souvent inverser une telle matrice en

A —1
Iinterprétant comme une matrice de passage ((TP% ) = TP%,).
a

Avec le théoréme 22, on on retrouve le cas particulier de 'inverse d’une matrice carrée de format 2 inversible.

¢

Théoréme 23. Soit A = < 8 d ) e M3z (K). A € GLz(K) & ad — bc # 0. De plus, en cas d’inversibilité

Al 1 d —c

ad—bc\ =b a J°
Pour finir, revenons sur la résolution d’un systéme d’équations linéaires dans le cas particulier ou le systéme a autant
d’équations que d’inconnues. On considére le systéme :

aj1xy) +aj2x2 + ...+ ajnxn = by
a2 1X1 +Qa22X2 +...+ A2 nXn = by

An,1X1 +An2X2 + ...+ GnnXn = by

ol les a;j et les by sont des nombres complexes donnés et les x; sont des nombres complexes inconnus. On pose A =
(ai‘j)lgi,jgn e M,(C), B = (bi)lgign EMn1(C)et X= (Xi)lgign € Mp,1(C) de sorte que le systéme (S) s’écrit

AX=B (E).
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On sait que cette équation linéaire admet une unique solution dans le cas ou la matrice A est inversible :

AX=B& X=A"TB.

Le systéme (S) est alors appelé systéme de CRAMER. Si, dans le cas général, on note n le nombre d’inconnues, p le nombre
d’équations et 1 le rang de la matrice A, un systéme de CRAMER est un systéme tel que n =p =r.

On va voir que I'unique solution de I’équation (E)d (ou ce qui revient au méme du systéme (S)) peut étre obtenue grace a
des calculs de déterminants. Les formules fournissant cette solution sont connues sous le nom de formules de CRAMER. Ces
formules ne sont plus au programme de math sup depuis le dernier changement de programme officiel mais elles s’avérent
trés pratiques surtout dans le cas n = 2. Nous traitons donc ces formules en exercice. On note Xo = (xi); <ign lunique
solution de I’équation (E) et on note Cq, ..., Cy, les colonnes de la matrice A :

Exercice 5. (formules de CRAMER).

n
1) a) Montrer que B = ij Gj.
j=1

A
b) Montrer que pour tout i € [1,n], x; = Kl ou Ay =det (Cqy ...y Ci1, B, Cigqy ...y Cp) et
A =det (Cy, ..., Cy) =det(A) (A est appelé le déterminant du systéme (S)).
2x+3y+z=4
2) Application : résoudre dans R? le systéme —Xx+my+2z=5 d’inconnues x, y et z en discutant suivant

x+3y+(m—=>5)z=7

les valeurs du paramétre réel m.

Solution 5.

1) a) Par définition de Xo,

n
D anx
j=1
a2,jX; n az,; =
B=AXy = j=1 :ij . ZZXjCj.
. j=1 j=1
n : an\j
DX
j=1
b) Soit i € [1,n].
n
Ay =det(Cy, ..., Ci_1, B, Ci1y ooy Co) =det [ Ciy .oty Ciony D %Gy, Cigry onny Can
j=1
n
= ijdet (C1y ..ty Cio1, Gy, Cigay +v.y Cn) (par linéarité par rapport a la i — éme colonne)
j=1
=xidet (C1, ..., i1y Ciy Ciaty wovy Cu) 4 ) x3det (Cr, ...y Cio1, Gy Cigry ooy o)
j#L
Maintenant, si j # i, deux des colonnes du déterminant det (Cy, ..., Ci—1,Cj, Ciz1, ..., Cn) sont identiques, a sa-
voir la i-éme colonne et la j-éme colonne. Donc, si j # 1, det (Cy, ..., Ci—1,Cj, Ciy1y ...y, Cn) = 0. Il reste Ay =
xidet (Cqy ..., Ci_1, Ciy Cit1y ...y, Cn) = xiA et donc, en tenant compte de A # 0,
Ay
Xi = X.

2) On note 8 'ensemble des solutions du systéme (S). Le déterminant du systéme (S) est :

2 3 1
det(S)=| =1 m 2 =2(m(m—=5)—6)+(3(m—=5—3)+7(6—m)=2m? —14m+12=2(m—1)(m —6).
7 3 m-—5
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Le systéme est de CRAMER si et seulement si m € {1, 6}.

e Sim ¢ {1,6}, les formules de CRAMER fournissent alors :

B 1 ‘5‘3 l _4m?—5m—6)—53m—18) —7(m—6) 2(m—6)2m—9) 2m—9
T2m-nm-e |5 3 o] 2(m—1)(m—6) T 2m-NDm—6 m-1
- ] Zoe ) | _26m-3)+@m-2)+21  14m—¢ 7

Y 2am-nm-e |5 5 |7 2(m—1)(m —6) T2m-N(m—6 m-—1

B ] 23t arm—15)+9+47(-4m+15)  —lm-6) 7
TXmnm-6 |, 3 3 2(m—1)(m—6) T 2m-1)(m-6) m—1

. B 2m—9 7 7
simeina = {(M20, 7T}

eSim=1,

2x+3y+z=4 z=—-2x—-3y+4
S —x+y+2z2=5 & ¢ —x+y+2(—2x—3y+4)=5
{ x+3y—4dz=7 { 7x+3y—4(-2x—-3y+4)=7
z=—2x—3y+4 z=—-2x—3y+4
= —5x -5y =-3 & 15x + 15y =9 .
15x + 15y = 23 15x + 15y = 23

Dans ce cas, le systéme (S) n’a pas de solution : sim =1, § = &.

oSim:G,

2x+3y+z=4 z=—-2x—-3y+4
Sy —x+6y+22=5 &< —x+6y+2(—2x—3y+4)=5
x+3y+z=7 7x+3y+(—2x—3y+4)=7

z=—2x—3y+4
=3/5
& —5x =-3 (:){X_
{5x_3 z=-3y+14/5

3 14
Sim =6, le systéme (S) admet une infinité de triplets solutions a savoir : § = { (g,y, -3y + ?) , Yy € R}.

5.3 Calculs d’aires et de volumes

On munit le plan d’un repére orthonormé direct (O, H}, 7) On se donne quatre points A, B, C et D deux a deux distincts

tels que ABCD soit un parallélogramme.

<l
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L’aire du parallélogramme ABCD est AB x HD = AB x AD x sin® = AB x AD x sin (ﬁ)).

—
L’aire algébrique du parallélogramme ABCD (aire affectée d’un signe tenant compte du fait que 1'on aille de A—B> a AD
dans le sens direct ou indirect) est

AB x AD x sin (/ﬁ,/ﬁ) .

Soient alors M et M’ deux points du plan, tous deux distincts de O, d’affixes respectives z =x + 1y et z’ = x’ +iy’.

— —
zxz'=(x—1y)x' +iy") = (xx"+yy') +ilxy’ —yx') = W.OM'+idet(§> ) (W,OM’) .

)

—
Mais d’autre part, en posant 0 = (1_3, Oﬂ) et 0/ = (1_3, OM’),

. ca c A —_— —_—
Zx 2 =|zle ®2/|e®’ = OM OM’ ¢’ =) — OM OM’ cos (ox\_/i, OM') +i0OM OM'sin (oz\_/i, OM') .
Donc,

OWO—Nl3 = OM OM’ cos (Oﬂ, W) et det(g ) (Oﬂ, W) = OM OM'sin (Cm,O—NN) .

)

L’aire algébrique du parallélogramme ABCD est donc
AB x AD x sin (/ﬁ,/ﬁ’) =det(y v) (ﬁ,A—D)) ,
et son aire géométrique (aire algébrique sans son signe) est
A= )det(@j) (/ﬁ,A—D))) .

En résumé,

A= |detz,

o (38.79)

<l

Oof @

Puisque I’aire d’'un triangle est la moitié de ’aire d’un parallélogramme, on a aussi

Of @

On montre de méme que le volume algébrique d’un parallélépipéde ABCDEFGH, dans ’espace de dimension 3 muni d’un
repére orthonormé direct (O, ﬂ), 7, W) est

—
V=det iy v w (A?, AD, /ﬁ) ,
le volume géométrique étant la valeur absolue de ce déterminant.
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