Planche n° 29. Comparaison des suites en l'infini. Corrigé

Exercice n°1

n—1
existe et est élément de [—1, 1]. Donc, Arccos (T) existe pour tout entier naturel

1) Tout d’abord, pour n > 1, n-

non nul n.

n—1
tend vers 1 et donc Arccos (T) tend vers 0. Mais alors,

n—1 , n—1 n—1\? VIn—1 V2
Arccos | —— | ~ sin | Arccos [ —— =4/1— = ~  —.
n +00 n n N notoo /M

1 1
2) Quand n tend vers +o00, Arccos — tend vers T # 0 et donc Arccos— ~ E
n 2 n no+oo 2

n
Quand n tend vers +oo,

3) ch (vn) = % (e\/ﬁ—l— e_\/ﬁ) ~ 1e\/ﬁ.

n—+oo 2

1 1 " "
4) nln <1 + —> ~ nx — =1 et donc, (1 + —) = enIn(1+1/m) tend vers e. Par suite, <1 + —> ~
n /) +oo n n

n n—-+oo

5) Pour tout entier naturel n, n? +1 > 0 et donc vn2 + 1 existe puis n+vn2 +1 > 0 et donc In (n +vnZ+ 1) existe.

In (n+ vn? + 1)
Ensuite, pour n > 1, n* +n?2 —1 > n* > 0, existe pour n > 1. Ensuite, vVnZ2 +1 ~ vnZ2=n
y/n4+n2_] n—-+4oo
ou encore vVnZ+1 = mn+on) pusn+vn?+1 = 2n+o(n)ouencore n+vnZ+1 ~ 2n. Puisque
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
2n  — 400, on en déduit que

n—-+oo

ln(n—l— n2+1) ~ InMmh+n)=mm2n)=hn+In2 ~ Inn.
n—-+oo

n—-+oo
ln(n+\/n2+1) Inn _lnn

Donc, Vi InZ 1 noteo /pd M2
6)
I (VA4 1) = —vAiln (Vi) — vAln (1 n Lﬂ)
1 1
VAl (v —\/E<ﬁ to <—n>)
= —ynln(vn)—1+o(1),

n—+oo

et donc
11
VU _ a—vmh(ym)-14o(l)  _ —yml(ym)-1 _ !
(] + \/H) n—>_+oo € n—-+oo € e Tlﬁ.

1 1 1 1 1 Inn
7) In (cos E) (lnsm E) T (cos; — 1) In (E) e (_ﬁ> (—lnn) = VR
3/5 3/5
35 _ (T ! (P2 (L (L (TP (o (]
8) (Arctann)’’” = <2 Arctan n) T (2) 1 pl +o0 - T (2) 1 = +o0 ~)

et donc
(5)" o= (3) (11550 (7)) e (B

—

1" 1 —1nHn —nH"
9) Tout d’abord, pour n > 1, (\/T_)L = ﬁ < 1, et donc 1T+ (\/7—1 > 0, puis /1+ (\/7_1 — 1 existe. Ensuite,
=" 1 =" L
= — tend vers 0 quand n tend vers o0 et donc tend vers 0 quand n tend vers +o00. On en déduit que
vn n Vyn
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(=" (="

Jn notoo 2vm

1+

1
10) Lz_‘_] tend vers 1 quand n tend vers +oo et donc
| n?+n+1 n?+n+1 1 2 2
n|l———— ~ = l= ~ —.
n+n—1) no+ron24+n—1 n? +n—1 no+oo n?

Exercice n° 2
Pourn >2 ona

-I n

— =1

Ly kerkey R

k=0
Pour 0<k<n Zk! ] < 1 (1 duit t t ins les d iers fact ). P
our -2, — = e produit contenant au moins les deux premiers facteurs). Par
SES TS L T A =D k+ 1) Snm—1) P P
suite,
i L ;1 _1
— n! S -1 n
n—2 1
On en déduit que Z — tend vers 0 quand n tend vers +co. Comme — tend aussi vers 0 quand n tend vers +oco, on en
n
—o 't

n

déduit que — Z ! tend vers 1 et donc que

n

E kI~ nl
n—-+oo

k=0

Exercice n° 3

1) Soit € > 0. Les suites u et v sont équivalentes et la suite v est strictement positive. Donc, il existe un rang ny tel que,

£ .
pour n = Ny, [un — val < =vn. Soit n > ny.

2
U, } Un —Val 1 & 1 (& £
- — | :7<_Z‘uk_vk|<_ Z|uk_vk|+— Z Vk
Vn Vn Vn k=0 Vn k=0 2 k=no+1
1 (& € 1 & €
<o — sV | = - >
A <]; we — vi| + 2 n) A ];)\Uk vil + 7
no

Maintenant, ’expression Z [w, — vi| est constante quand n varie et d’autre part, V, tend vers +oo quand n tend vers

k=0
mno
+00. On en déduit que A Z [uw — vk tend vers O quand n tend vers +oco. Par suite, il existe un rang ny > ng tel que,
™ k=0
no €
pourn>n1,v Z|uk—vk| z
k=0
Un e € 3
Pour n > ny, on a alors |— — 1 = + = = ¢. On a montré que
Vi 2 2

u
Ve >0, In; e N/ ¥n € N, <n>n1é‘v—n—1‘<a>.
n

n n—-+oo

u
Ainsi, la suite <V_n> tend vers 1 quand n tend vers +oo et donc U, ~ Vj.

2) e Equivalent de Z
\/_
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2 2 1
2(VnFl—yn) = — . -
(" “) JnT Tt o nares 2y

De plus,

iz(\/kw —ﬁ) —2vn+1—2V1.
k=1

Cette derniére expression tend vers +oco quand n tend vers 4oo.

1 1
En résumé, pour n > 1, In >0, 2(vn+1—+/m) > 0, de plus quand n tend vers +oo, Tn T 2(Vn+T—ym) et

n
enfin, Z 2 (\/k +1— ﬁ) tend vers +o0o0 quand n tend vers +o0o0. D’aprés 1),
k=1

5

k=1

M

N z(\/k+1—ﬁ) =2/nF1-2v1 ~ 2vm.

—+00

==

k=1

n
e Equivalent de Z In(k).
k=1

(n+1)ln(n+1)—nlnn:(n+1—n)lnn+(n+1)ln(1+:—1> = Inn+1+4+0(1) ~ Inn.
n——+oo

n
Comme Z((k + 1 In(k+1)—klnk) = (n+ 1) In(n + 1) tend vers +oco et que les suites considérées sont positives et
k=1
équivalentes, on en déduit que

n

In(n!) = Zlnkn;ﬂo Z((k+ Nin(k+1)—klnk) = (n+1)In(n+1) . nnn.
k=1

Exercice n° 4

=™ 1

+ —. On a alors
n

e Pour n > 1, posons u, =

Inn
2 n 1 1 (=) ™n(lnn+1) —Inn)
—— ) =14+—=-2 - — = — = 1
n<un+un+1 n> AT (=) <1nn 1n(n+1)> n—too Innln(n+1) +o(l)
(=)™ In(1 +1/n) (=)™ (14 0(1))
— ] = _ ] == ] .
n—-+oo lnnln(n—|—1) +O( )n~>+oo lnnln(n+]) +O( )n‘}+oo O( )
2 1 2
Done, n [ up +upns1 — — = o0o(1), ouencore un, +un7 = —+o(—), ouenfin,uyp +u,y; ~ —. Pourtant,
n n—-+oo n—+oco N n n—+oo N
. o =nm 1 n
u, est équivalent a et pas du tout & — (jnu,| = — — 400).
n Inn
1
e Supposons maintenant que u, +Un ~ =— et montrons que u, ~ —.
n—+oo N n—+oo M
1 1 1
On pose vy = u,, — —. Il s’agit maintenant de montrer que v, = o (—) sous '’hypothése v, +von, = o (—)
n n—-+oo n n—-+oo n

I3
Soit € > 0. Il existe ng € N tel que, pour 1 > ng, N vy +van| < 1 Soient n > ng et p € N.

‘Vn‘ = |Vn +Von —V2n —Van + ... + (_‘I)P (Van +V2p+1n) + (—])p+]V2p+ln|
1

P P S

€ 1 € p+1

< < E \Vzkn +v2k+1n|> + ‘VZP+]T1| < Z E *n + ‘VZP+'n| = R 2 1 + ‘VZP+1TL
k=0 k=0 1— 7

I3
< n + [Voprinl

Maintenant, la suite u tend vers 0, et il en est de méme de la suite v. Par suite, pour chaque n > ny, il est possible de
. €
choisir p tel que [vop+1,| < P
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. . p L. ) N € € .
En résumé, si n est un entier donné supérieur ou égal a ng, n|v,| < 5 + 7= e. On a montré que

Ve >0, Ing € N/VneN, (n>ny= nv,| <e).

1 1 1 1
Par suite, v, = o (— etdoncu, = —+o|—|,ouencoreu, ~ —.
n—+oo n n—+oco M n n—+oo N
Exercice n° 5

T
1) Il est immédiat par récurrence que la suite u est définie et a valeurs dans ]0, E] .

7 7
On sait que pour tout réel x € }0, z}, on a sinx < x. Soit n € N. Puisque u,, € ]O, z}, on a Unpy1 = sin(u,) < uy. La
suite u est donc strictement décroissante. Puisque la suite u est d’autre part minorée par 0, la suite u converge vers un

T T
réel noté £. Puisque pour tout n € N, 0 < u,, < > onal<l< 5 Mais alors, par continuité de la fonction x — sinx sur

T
[O, E] et en particulier en ¢, on a

(= lim un;1 = lim sin(uy,) =sin< lim un> =sin({).
n—-+oo n—-+oo n—+o0
T
Or,six € }O, E}’ sinx < x et en particulier sinx # x. Donc, £ = 0.

La suite u est strictement positive, strictement décroissante, de limite nulle.

2) Soit « € R. Puisque u,, tend vers 0 quand n tend vers +oo,

o : o ‘Lti 3 * o uTzl 2 N o ocufl 2
ul, ;= (sin(un)) T (un —— to (un)> U (1 —— to (un)) T Un (1 ——z to (un))
24+
_ x xuy 24+«
o o (quzlJr(x 24+ :
et donc, uy, ; —uy e T 6 + o(us®). En prenant o = —2, on obtient alors
1 1 1
Vn=——"—— = = +o(l).
n u121+1 u% n~>+oo3+ ( )
n—1 1
D’aprés le lemme de CESARO, — Z vk tend également vers 3 Mais,
n
k=0
1< 1 /0 1 1/1 1
—_ Vv = — —_— = — _— .
n];) K n];) (uﬁJr1 uﬁ) n (U.%L ué)
o1 1 1 1 . 1 n 1 n 1 n .
Ainsi, - (u—121 — u_%) e 3 + o(1) puis, @ T 3 + u_(z) + o(n) T 3 + o(n). Donc, U-_121 N e 30 DUIS
3
2 N e . . . o . 2 — .
Un o et enfin, puisque la suite u est strictement positive, \/uzs = un puis
Exercice n° 6
Soit n > 1.
n 1 2n 1 2n 1 n 1
UnZZm: > k- E_ZE'
k=1 k=n+1 k=1 k=1
Mais alors
Un = (n(2n)+7vy)—(In(n)+vy)+o(1) = In2+o0(1),
n—-+oo n—-+oo
et donc
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