
Planche no 29. Comparaison des suites en l’infini. Corrigé

Exercice no 1

1) Tout d’abord, pour n > 1,
n− 1

n
existe et est élément de [−1, 1]. Donc, Arccos

(

n− 1

n

)

existe pour tout entier naturel

non nul n.

Quand n tend vers +∞,
n − 1

n
tend vers 1 et donc Arccos

(

n − 1

n

)

tend vers 0. Mais alors,

Arccos

(

n − 1

n

)

∼
+∞

sin

(

Arccos

(

n− 1

n

))

=

√

1−

(

n − 1

n

)2

=

√
2n − 1

n
∼

n→+∞

√
2√
n
.

2) Quand n tend vers +∞, Arccos
1

n
tend vers

π

2
6= 0 et donc Arccos

1

n
∼

n→+∞

π

2
.

3) ch
(√

n
)

=
1

2

(

e
√

n + e−
√

n
)

∼
n→+∞

1

2
e
√

n.

4) n ln

(

1+
1

n

)

∼
+∞

n× 1

n
= 1 et donc,

(

1+
1

n

)n

= en ln(1+1/n) tend vers e. Par suite,

(

1+
1

n

)n

∼
n→+∞

e.

5) Pour tout entier naturel n, n2 + 1 > 0 et donc
√
n2 + 1 existe puis n+

√
n2 + 1 > 0 et donc ln

(

n+
√
n2 + 1

)

existe.

Ensuite, pour n > 1, n4 + n2 − 1 > n4 > 0,
ln
(

n+
√
n2 + 1

)

√
n4 + n2 − 1

existe pour n > 1. Ensuite,
√
n2 + 1 ∼

n→+∞

√
n2 = n

ou encore
√
n2 + 1 =

n→+∞

n + o(n) puis n +
√
n2 + 1 =

n→+∞

2n + o(n) ou encore n +
√
n2 + 1 ∼

n→+∞

2n. Puisque

2n →
n→+∞

+∞, on en déduit que

ln
(

n+
√

n2 + 1
)

∼
n→+∞

ln(n + n) = ln(2n) = lnn+ ln 2 ∼
n→+∞

lnn.

Donc,
ln
(

n+
√
n2 + 1

)

√
n4 + n2 − 1

∼
n→+∞

lnn√
n4

=
lnn

n2
.

6)

−
√
n ln

(√
n + 1

)

= −
√
n ln

(√
n
)

−
√
n ln

(

1+
1√
n

)

=
n→+∞

−
√
n ln

(√
n
)

−
√
n

(

1√
n
+ o

(

1√
n

))

=
n→+∞

−
√
n ln

(√
n
)

− 1+ o(1),

et donc

(1+
√
n)−

√

n =
n→+∞

e−
√

n ln(
√

n)−1+o(1) ∼
n→+∞

e−
√

n ln(
√

n)−1 =
1

e

1
√
n
√

n
.

7) ln

(

cos
1

n

)(

ln sin
1

n

)

∼
n→+∞

(

cos
1

n
− 1

)

ln

(

1

n

)

∼
n→+∞

(

−
1

2n2

)

(− lnn) =
lnn

2n2
.

8) (Arctann)
3/5

=

(

π

2
− Arctan

1

n

)3/5

=
n→+∞

(π

2

)3/5
(

1−
2

π

(

1

n
+ o

(

1

n

)))3/5

=
n→+∞

(π

2

)3/5
(

1−
6

5nπ
+ o

(

1

n

))

,

et donc

(π

2

)3/5

− (Arctann)
3/5

=
(π

2

)3/5
(

1− 1+
6

5nπ
+ o

(

1

n

))

∼
n→+∞

(π

2

)3/5 6

5nπ

9) Tout d’abord, pour n > 1,

∣

∣

∣

∣

(−1)n√
n

∣

∣

∣

∣

=
1√
n

6 1, et donc 1 +
(−1)n√

n
> 0, puis

√

1+
(−1)n√

n
− 1 existe. Ensuite,

∣

∣

∣

∣

(−1)n√
n

∣

∣

∣

∣

=
1√
n

tend vers 0 quand n tend vers +∞ et donc
(−1)n√

n
tend vers 0 quand n tend vers +∞. On en déduit que
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√

1+
(−1)n√

n
− 1 ∼

n→+∞

(−1)n

2
√
n

.

10)
n2 + n+ 1

n2 + n− 1
tend vers 1 quand n tend vers +∞ et donc

ln

(

n2 + n + 1

n2 + n − 1

)

∼
n→+∞

n2 + n+ 1

n2 + n− 1
− 1 =

2

n2 + n − 1
∼

n→+∞

2

n2
.

Exercice no 2

Pour n > 2, on a

1

n!

n∑

k=0

k! = 1+
1

n
+

n−2∑

k=0

k!

n!
.

Pour 0 6 k 6 n− 2,
k!

n!
=

1

n(n − 1)...(k + 1)
6

1

n(n − 1)
(le produit contenant au moins les deux premiers facteurs). Par

suite,

0 6

n−2∑

k=0

k!

n!
6

n− 1

n(n − 1)
=

1

n
.

On en déduit que

n−2∑

k=0

k!

n!
tend vers 0 quand n tend vers +∞. Comme

1

n
tend aussi vers 0 quand n tend vers +∞, on en

déduit que
1

n!

n∑

k=0

k! tend vers 1 et donc que

n∑

k=0

k! ∼
n→+∞

n!.

Exercice no 3

1) Soit ε > 0. Les suites u et v sont équivalentes et la suite v est strictement positive. Donc, il existe un rang n0 tel que,

pour n > n0, |un − vn| 6
ε

2
vn. Soit n > n0.

∣

∣

∣

∣

Un

Vn
− 1

∣

∣

∣

∣

=
|Un − Vn|

Vn
6

1

Vn

n∑

k=0

|uk − vk| 6
1

Vn

(

n0∑

k=0

|uk − vk|+
ε

2

n∑

k=n0+1

vk

)

6
1

Vn

(

n0∑

k=0

|uk − vk|+
ε

2
Vn

)

=
1

Vn

n0∑

k=0

|uk − vk| +
ε

2

Maintenant, l’expression

n0∑

k=0

|uk − vk| est constante quand n varie et d’autre part, Vn tend vers +∞ quand n tend vers

+∞. On en déduit que
1

Vn

n0∑

k=0

|uk − vk| tend vers 0 quand n tend vers +∞. Par suite, il existe un rang n1 > n0 tel que,

pour n > n1,
1

Vn

n0∑

k=0

|uk − vk| 6
ε

2
.

Pour n > n1, on a alors

∣

∣

∣

∣

Un

Vn
− 1

∣

∣

∣

∣

6
ε

2
+

ε

2
= ε. On a montré que

∀ε > 0, ∃n1 ∈ N/ ∀n ∈ N,

(

n > n1 ⇒
∣

∣

∣

∣

Un

Vn
− 1

∣

∣

∣

∣

6 ε

)

.

Ainsi, la suite

(

Un

Vn

)

tend vers 1 quand n tend vers +∞ et donc Un ∼
n→+∞

Vn.

2) • Equivalent de

n∑

k=1

1√
k

.

http ://www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés.



2
(√

n+ 1−
√
n
)

=
2√

n+ 1+
√
n

∼
n→+∞

2

2
√
n

=
1√
n
.

De plus,

n∑

k=1

2
(√

k + 1−
√
k
)

= 2
√
n+ 1− 2

√
1.

Cette dernière expression tend vers +∞ quand n tend vers +∞.

En résumé, pour n > 1,
1√
n

> 0, 2(
√
n+ 1 −

√
n) > 0, de plus quand n tend vers +∞,

1√
n

∼
n→+∞

2
(√

n+ 1−
√
n
)

et

enfin,

n∑

k=1

2
(√

k+ 1−
√
k
)

tend vers +∞ quand n tend vers +∞. D’après 1),

n∑

k=1

1√
k
∼

n∑

k=1

2
(√

k + 1−
√
k
)

= 2
√
n+ 1− 2

√
1 ∼

n→+∞

2
√
n.

• Equivalent de
n∑

k=1

ln(k).

(n + 1) ln(n+ 1) − n lnn = (n + 1− n) lnn+ (n+ 1) ln

(

1+
1

n

)

=
n→+∞

lnn+ 1+ o(1) ∼
n→+∞

lnn.

Comme

n∑

k=1

((k + 1) ln(k + 1) − k ln k) = (n + 1) ln(n + 1) tend vers +∞ et que les suites considérées sont positives et

équivalentes, on en déduit que

ln(n!) =
n∑

k=1

ln k ∼
n→+∞

n∑

k=1

((k + 1) ln(k + 1) − k ln k) = (n + 1) ln(n + 1) ∼
n→+∞

n lnn.

Exercice no 4

• Pour n > 1, posons un =
(−1)n

lnn
+

1

n
. On a alors

n

(

un + un+1 −
2

n

)

= 1+
n

n+ 1
− 2+ n(−1)n

(

1

lnn
−

1

ln(n + 1)

)

=
n→+∞

(−1)nn(ln(n + 1) − lnn)

lnn ln(n+ 1)
+ o(1)

=
n→+∞

(−1)nn ln(1+ 1/n)

lnn ln(n + 1)
+ o(1) =

n→+∞

(−1)n(1+ o(1))

lnn ln(n + 1)
+ o(1) =

n→+∞

o(1).

Donc, n

(

un + un+1 −
2

n

)

=
n→+∞

o(1), ou encore un + un+1 =
n→+∞

2

n
+ o(

1

n
), ou enfin, un +un+1 ∼

n→+∞

2

n
. Pourtant,

un est équivalent à
(−1)n

lnn
et pas du tout à

1

n
(|nun| =

n

lnn
→ +∞).

• Supposons maintenant que un + u2n ∼
n→+∞

3

2n
et montrons que un ∼

n→+∞

1

n
.

On pose vn = un −
1

n
. Il s’agit maintenant de montrer que vn =

n→+∞

o

(

1

n

)

sous l’hypothèse vn + v2n =
n→+∞

o

(

1

n

)

.

Soit ε > 0. Il existe n0 ∈ N tel que, pour n > n0, n |vn + v2n| 6
ε

4
. Soient n > n0 et p ∈ N.

|vn| = |vn + v2n − v2n − v4n + ... + (−1)p(v2pn + v2p+1n) + (−1)p+1v2p+1n|

6

(

p∑

k=0

|v2kn + v2k+1n|

)

+ |v2p+1n| 6
ε

4

p∑

k=0

1

2kn
+ |v2p+1n| =

ε

4n

1−
1

2p+1

1−
1

2

+ |v2p+1n|

6
ε

2n
+ |v2p+1n|

Maintenant, la suite u tend vers 0, et il en est de même de la suite v. Par suite, pour chaque n > n0, il est possible de

choisir p tel que |v2p+1n| 6
ε

2n
.
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En résumé, si n est un entier donné supérieur ou égal à n0, n |vn| 6
ε

2
+

ε

2
= ε. On a montré que

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N/ ∀n ∈ N, (n > n0 ⇒ |nvn| 6 ε).

Par suite, vn =
n→+∞

o

(

1

n

)

et donc un =
n→+∞

1

n
+ o

(

1

n

)

, ou encore un ∼
n→+∞

1

n
.

Exercice no 5

1) Il est immédiat par récurrence que la suite u est définie et à valeurs dans
]

0,
π

2

]

.

On sait que pour tout réel x ∈
]

0,
π

2

]

, on a sinx < x. Soit n ∈ N. Puisque un ∈
]

0,
π

2

]

, on a un+1 = sin(un) < un. La

suite u est donc strictement décroissante. Puisque la suite u est d’autre part minorée par 0, la suite u converge vers un

réel noté ℓ. Puisque pour tout n ∈ N, 0 < un 6
π

2
, on a 0 6 ℓ 6

π

2
. Mais alors, par continuité de la fonction x 7→ sin x sur

[

0,
π

2

]

et en particulier en ℓ, on a

ℓ = lim
n→+∞

un+1 = lim
n→+∞

sin(un) = sin

(

lim
n→+∞

un

)

= sin(ℓ).

Or, si x ∈
]

0,
π

2

]

, sinx < x et en particulier sinx 6= x. Donc, ℓ = 0.

La suite u est strictement positive, strictement décroissante, de limite nulle.

2) Soit α ∈ R. Puisque un tend vers 0 quand n tend vers +∞,

uα
n+1 = (sin(un))

α =
n→+∞

(

un −
u3
n

6
+ o

(

u3
n

)

)α

=
n→+∞

uα
n

(

1−
u2
n

6
+ o

(

u2
n

)

)α

=
n→+∞

uα
n

(

1−
αu2

n

6
+ o

(

u2
n

)

)

=
n→+∞

uα
n −

αu2+α
n

6
+ o(u2+α

n ).

et donc, uα
n+1 − uα

n =
n→+∞

−
αu2+α

n

6
+ o(u2+α

n ). En prenant α = −2, on obtient alors

vn =
1

u2
n+1

−
1

u2
n

=
n→+∞

1

3
+ o(1).

D’après le lemme de Césaro,
1

n

n−1∑

k=0

vk tend également vers
1

3
. Mais,

1

n

n−1∑

k=0

vk =
1

n

n−1∑

k=0

(

1

u2
k+1

−
1

u2
k

)

=
1

n

(

1

u2
n

−
1

u2
0

)

.

Ainsi,
1

n

(

1

u2
n

−
1

u2
0

)

=
n→+∞

1

3
+ o(1) puis,

1

u2
n

=
n→+∞

n

3
+

1

u2
0

+ o(n) =
n→+∞

n

3
+ o(n). Donc,

1

u2
n

∼
n→+∞

n

3
, puis

u2
n ∼

n→+∞

3

n
et enfin, puisque la suite u est strictement positive,

√

u2
n = un puis

un ∼
n→+∞

√

3

n
.

Exercice no 6

Soit n > 1.

un =

n∑

k=1

1

n+ k
=

2n∑

k=n+1

1

k
=

2n∑

k=1

1

k
−

n∑

k=1

1

k
.

Mais alors

un =
n→+∞

(ln(2n) + γ) − (ln(n) + γ) + o(1) =
n→+∞

ln 2+ o(1),

et donc
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lim
n→+∞

n∑

k=1

1

n + k
= ln 2.
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