Développement décimal d’un réel

1) Les nombres décimaux

DEFINITION 1. Un nombre réel x est un nombre décimal si et seulement si il existe un entier naturel n tel que 10™ x x
soit un entier relatif. L’ensemble des nombres décimaux se note .

On a donc

D:{]Oln, (p,n)erN}.

5 5
Par exemple 1= 1,25 est décimal car 100 x 1= 125 est entier.

Théoréme 1. Soient p et q deux entiers naturels non nuls et premiers entre eux et soit r = P

T est décimal si et seulement si q est de la forme 295 oi1 @ et b sont deux entiers naturels.

DEMONSTRATION .

T est décimal & In € N/ 10" xr € N
& In € N/ g divise 10" x p
& In € N/ q divise 10™ (d’aprés le théoréme de GAUSS, car p et g sont premiers entre eux)

& g =1ou bien q > 2 et les facteurs premiers de q sont dans {2;5}
& 3(a,b) € N?/ g =295".

4 2
Ainsi, — ou = sont décimaux mais = ou — ne le sont pas.

720 25 3 75
Les ensembles de nombres usuels sont

NczZcDcQcRcC.
£ F F FF

2) Développement décimal d’un réel.

a) Rappel.

On sait que les réels peuvent étre approchés d’aussi prés qu’on le désire par les nombres décimaux (D est dense dans R) :
a

Soit x un réel quelconque. Pour n entier naturel donné, soient a,, = E (10™x) € Z puis d,, = —1:1 € D. Alors, a, < 10™x <

an + 1 puis, aprés division des membres de cet encadrement par le réel strictement positif 10™,

1
don <x<dn+ W
dn est une valeur décimale approchée de x a 10™ prés.
b) Développement décimal d’un réel.

On veut améliorer le travail précédent. On veut obtenir tout réel comme somme d’une série dont les sommes partielles
sont les nombres décimaux précédents.
Soit x un réel quelconque fixé dans tout ce qui suit.

a
On pose, pour n entier naturel non nul donné, a,, = E (10™x) puis x,, = ]0—1 puis Yyn =xn + Ton
Enfin, on pose co = ao (co est la partie entiére de x et est un entier relatif) puis, pour n entier naturel non nul,
Cn = @n — 10an_1 (pour n supérieur ou égal a 1, les ¢, seront les chiffres du développement décimal de x).
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Théoréme 2.

1) (Vn eN), xn <X < Yn;
2) les suites (xn) et (yn) sont adjacentes de limite x;
3) c¢o est entier relatif et pour n > 1, ¢y, est élément de [0, 9].
n
c
4) Pour tout entier naturel n, x,, = ﬁ
k=0

5) L’ensemble des n tels que ¢, # 9 est infini.

Remarque. x,, et yn sont, par définition, des valeurs décimales approchées de x par défaut et par excés respectivement
a 10™™ prés.

DEMONSTRATION .
1) an =E(10") & an < 10" < an+1E xn <X < Yn.

2) Yn —Xn = ](])n >0 et ETm(yn—xn):O.
De plus , 10a, = T0E(10™x) < 10 x 10™x = 10" "x < 10 (E (10™x) 4+ 1) = 10a,, + 10.

En particulier 10a,, est un entier inférieur ou égal a 10™'x et donc 10a, < E (10”“7() = Qn+1-

De méme, 10an 4 10 est un entier strictement plus grand que 10 'x et donc 10a, +10> 1+ E (10“+]X) =14 any1-

En résumé, 10an < an41 < 101X < an+1 + 1< 10an + 10 et aprés division par 10“”, on obtient

YneN, xn <Xni1 KX < Ynp1 < Yn

avec lim (yn —xn) = 0. Donc, les suites (xn) et (yn) sont bien adjacentes de limite x.
n—-+oo

3) co est un entier relatif . Soit 1 un entier naturel non nul. an_;1 et an sont entiers relatifs. Donc, cn est un entier relatif. De plus,
10an_1 < an<10an_1+ 10 et donc 0 < an — 10a,_1 =cn < 10.

On a montré que pour n > 0, cn est élément de [0, 9].

4) On a xo = ap = ¢o et pour n > 0,

Xn —1:1 =ap + Z (W — 0(’;;]1 ) (somme télescopique)

ak—10ak1_ an
“ﬁZ e St

5) Supposons par 'absurde que (dans la construction précédente), il existe un entier naturel m tel que pour n > m, on ait ¢, = 9.
Alors, pour n > m, on a

n

_ 9 _ 9 7]0117711 _ 1 1
Xn —Xm = Z 0k~ Jom+! X 1 1 7]—m<]710n7n1)'

k=m+1 ﬁ

Quand n tend vers U'infini (m étant fixé), on obtient x —xm = et donc X = Ym pour un certain m contredisant x < yn pour

. Tom
tout entier n.

Donc {n € N/ cn # 9} est infini ou encore les décimales ne sont pas toutes égales & 9 & partir d’un certain rang. a

Résumé. Soit x un réel. Soient co = E(x) et, pour n > 1, ¢, = E(10™x) — 10E (10" 'x).
+oo

c
Alors x = s

Tom
n=0
de x (méme si toutes les décimales sont nulles ou plus généralement nulles & partir d’un certain rang).

. On écrit x = cp,c1c2... Une telle écriture s’appelle un développement décimal illimité

On s’intéresse maintenant & I'unicité d’un tel développement.

DEFINITION 1. On appelle développement décimal propre d’un réel x tout développement décimal ne comportant pas
que des 9 a partir d’'un certain rang. Le développement est dit impropre dans le cas contraire.

D’aprés ce qui précede,

‘ Théoréme 3. Tout réel admet au moins un développement décimal propre.
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On va maintenant démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3. Soit x un réel quelconque.

1) x admet un unique développement décimal (nécessairement propre) si et seulement si x n’est pas un nombre décimal
non nul.

2) Tout nombre décimal non nul admet deux développement décimaux distincts, I'un propre et autre impropre.

Lemme. Soient (a,) et (bn) deux suites réelles vérifiant
1)VneN, a, < by et 2) Im € N tel que aym < by

Alors, si les séries de termes généraux respectifs an, n € N, et by, n € N convergent et ont pour sommes respectives des
réels A et B, on a A < B.

n
Démonstration du lemme. Pour n > m, B Z (bx —ax) > by — am > 0 et quand n tend vers U'infini, on
k=0

obtient B—A > b,y — amm > 0. a
On démontre maintenant le théoréme 4.
DEMONSTRATION .  Soit x un réel admettant deux développements décimaux distincts x = co,c1¢2... = ¢{,cic5 ... oil les suites

(cn) et (cy) sont distinctes, telles que co et ¢y soient entiers relatifs et cn et ¢, soient éléments de [0,9] pour n > 1.
Soit m = Min{n € N/ cn # cn} Supposons par exemple que ¢y < Cm.

ck—cC
Pourn>m,onaxn—x{l: ]Om LS Z k]Okk.

k=m+1
Mais les suites (xn) et (x5 ) convergent vers x. Donc lirf (xn — X:i) =0 et donc
1 Cm — Ch . ™
g omem
T T U M o
k=m+1
(car cm — cfy = 1). Mais d’autre part
n n 1 !
Cx — Cx 9 9 1on—m 1 1 1
< —_— = = — -
Z 10« Z 10% 10m+1 1 10m 1 < 1om’
k=m+1 k=m+1 — ﬁ

i
. . . Cx — Ck 1
et donc, quand n tend vers 'infini, lim E K < —.
n—+oo " "
=m

’ n / 1

—c . Cp —Ck
Final t, ——— = ] P =
imalement, “E = lim 10~ Tom
k=m+1
Donc ¢m — cf, = 1 (c’est-a-dire que, a la premiére décimale qui différe, il y a 1 d’écart entre les deux décimales) puis, puisque pour
n n
. Cp — Ck 1 . 9 .
> [ —cn < § k - = § . & YT
toutn>m-+1onac, —cn <9?et que ngka - ToF Tom ngrfw g 0% on en déduit d’apreés le lemme que
—m =m

pour n > m+1, ¢}, —cn =9 et donc que ¢y, =9 et cn =0 (et en particulier x est nécessairement décimal).

On vient déja de montrer que tout nombre réel non décimal admet un et un seul développement décimal (propre) et que tout nombre
décimal admet un unique développement décimal propre.

m
Maintenant, si x est un décimal non nul, x admet une écriture de la forme x = E ﬁ oll ¢ est non nul mais puisque
= 9 1 .
nE}IPookE+ ]—*]Om,onaaussax—co,c] Cm_1(cm —1)9999.. a
=m

Par exemple 0,9999... =1 ou 0,324 = 0,32399999.... ou 0,41 = 0,409999 ...

3) Cas des rationnels.

Théoréme 5. Soit x un réel. x est rationnel si et seulement si son développement décimal propre est périodique a
partir d’'un certain rang.

« Démonstration ».

& /. x est rationnel si et seulement si x — E(x) est rationnel (ce qui raméne I’étude aux réels de [0, 1]).
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Posons x =0, d...dmC1...CpCT...CpCT...Cp .. .. X est rationnel si et seulement si 10™x—E (10™x) est rationnel ce qui raméne
a montrer que y = 0,¢1...CpC7...Cp ... est rationnel.

est un rationnel (p est supérieur

N
10Py =cy...cp+0,c1...¢pC7...Cp ... =N+you N est un entier et doncy:w

ou égal a 1 puisque (ci) est périodique et donc 10P — 1 #0).

Par exemple , soit x = 3,1415151515... Alors x = L(314 +y) oy =0,1515... vérifie 100y = 15,1515... =15+ y et

100
donc 15 5
ncy=—=—.
e 331 15 10367
inalement, x = < <3 +33) 3300
= /. Si x est un rationnel positif, on pose la division du numérateur p par le dénominateur ¢, division que 'on poursuit
apreés la virgule. A chaque étape de la division, il n’y a que q restes possibles, I'un des nombres 0, 1,..., g —1 et aprés au

plus q + 1 étapes, on aura obtenu deux restes égaux (principe des tiroirs). La méme séquence de décimales recommence
alors.

On peut noter que la périodicité n’a aucune raison de s’installer & partir de la premiére décimale mais elle s’instaure
nécessairement avant la gq-éme décimale et la période est inférieure ou égale a q.

On doit aussi avoir conscience que les parties décimales de /2 ou 7 ou e ne sont pas périodiques & partir d’un certain
rang.
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