Planche n° 27. Polynémes

* trés facile ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice n° 1 (***I)

n—1
. [ km
Calculer a,, = E sin (?) pour n > 2.

Exercice n° 2 (**%*)

Pour n € N* et k € [0,n — 1], on pose wy = e***/™ On note Q le polynéme Q =1+ 2X + ... + nX" .

n—1
Caleuler [ Q (wi).
k=0
+oo 1 7_[2
i 0 g (**kk __
Exercice n° 3 ( I) (HZ:] 2= )

1) Soient p un entier naturel et a un réel. Donner le développement de (cos a + isin a)?P+!

P P
k 1
sement a, déterminer g cotan? P : T En déduire alors g —

k=1 k=1 si
sin Iy

puis en choisissant astucieu-

n
2) Pour n entier naturel non nul, on pose u, = E wE Mountrer que la suite (un)nen+ converge (pour majorer i, on

k=1
AR I
K S kk—1)"

remarquera que

1
sinx’

T
3) Montrer que pour tout réel x de 10, z[, on a cotanx < ~ <

4) En déduire un encadrement de uy puis la limite de (un).

Exercice n° 4 (**T)

Déterminer le PGCD de X® — 7X* + 8X3 —7X 47 et 3X5 —7X3 +3X%2 —7.

Exercice n°5 (**IT)

Pour quelles valeurs de I’entier naturel n le polynéme (X + 1)™ — X™ — 1 est-il divisible par X? +X 417
Exercice n° 6 (*¥**)

Soit P un polynome a coefficients réels tel que Vx € R, P(x) > 0. Montrer qu’il existe deux polyndémes R et S & coefficients
réels tels que P = R2 4 S2.

Exercice n° 7 (**)

Soit P un polynome différent de X. Montrer que P(X) — X divise P(P(X)) — X.

Exercice n° 8 (***)

Soit P un polynome & coefficients entiers relatifs de degré supérieur ou égal & 1. Soit n un entier relatif et m = P(n).
1) Montrer que Vk € Z, P(n + km) est un entier divisible par m.

2) Montrer qu'’il n’existe pas de polyndmes non constants a coefficients entiers tels que P(n) soit un nombre premier pour
tout entier n.

Exercice n° 9 (***) (Polynomes P vérifiant P(Z) C Z)

Soit E la partie de C[X] formée des polynoémes P vérifiant Va € Z, P(a) € Z.

1 X

1) On pose Py =1 et pour n entier naturel non nul, P, = - I | (X +k) (on peut définir la notation P, = < + n> ).
n! n

k=1

Montrer que Yn € N; P,, € E.

2) Montrer que toute combinaison linéaire & coeflicients entiers relatifs des Py, est encore un élément de E.
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3) Montrer que E est ’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients entiers relatifs des Pq,.
(Pour traiter cette question, on admettra le résultat suivant qui sera démontré au deuxiéme semestre : si (Py), oy est
une famille de polynémes tels que pour tout k € N, deg (Px) =k, alors tout polynéme P de degré inférieur ou égal a n
(n donné) s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des polynoémes Py, k € [0,n].)

Exercice n° 10 (****)
Division euclidienne de P = sin aX™ — sin(na)X + sin((n — 1)a) par Q = X2 —2Xcosa + 1, a réel donné, n > 2.

Exercice n° 11 (***I) (Théoréme de LUCAS.)

Soit P € CIX] de degré supérieur ou égal a 1. Montrer que pour toute racine z de P’, il existe des réels positifs Ay, ..., An,
n

de somme égale a 1 tels que z = Z AkzZk O 21, ..., zn sont les n racines distinctes ou confondues de P dans C (on dit
k=1

que les racines de P’ sont des barycentres a coefficients positifs des racines de P ou encore que les racines de P’ sont dans
!/

Penveloppe convexe des racines de P). Indication : calculer Ch

Exercice n° 12 (*¥*%*)

Décomposer en produit de facteurs irréductibles dans R[X] le polynome X® — 2X3 cosa + 1 ot a est un réel donné dans
[0, 7t].

Exercice n° 13 (***T)

Trouver un polynome de degré 5 tel que P(X) + 10 soit divisible par (X +2)3 et P(X) — 10 soit divisible par (X — 2)3.
Exercice n° 14 (*¥**I)

Trouver les polynomes P de R[X] vérifiant P(X?) = P(X)P(X + 1) (penser aux racines de P).

Exercice n° 15 (**T)

Déterminer a € C tel que P = X> — 209X 4 a admette deux zéros dont le produit vaut 1.

Exercice n° 16 (***T)

5
2
Soit (ax)i1g<kgs la famille des racines de P = X% 4+ 2X* — X — 1. Calculer Z Zk * ]
K —
k=1
Exercice n° 17 (**)
x+y+z=1
1T 1
Résoudre dans C3 le systéme : -4+ —4+-=1
X Yy z
xyz = —4
Exercice n° 18 (**T)
Trouver tous les polynémes P vérifiant P(2X) = P/(X)P”(X).
Exercice n° 19 (***I)
n
1) Soit P = Z a X* un polynome non nul de degré n € N, dont les coefficients ag, . ..,an, sont des entiers relatifs avec

k=0
ap #0 et an #0.
Soient p un entier relatif non nul et q un entier naturel non nul tels que PGCD(p,q) =1 puis r = %

Montrer que si P(r) = 0, alors p divise ap et q divise an.
2) Factoriser dans C[X] le polynome 12X* + X3 +15X2 — 20X + 4.
Exercice n° 20 (***)

Soit n € N*. Montrer que (X — 1)2™ — X2™ 4+ 2X — 1 est divisible par 2X3 — 3X2 4+ X puis déterminer le quotient.
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Exercice n° 21 (**I)

1) Soit n un entier naturel non nul. Déterminer deux polynomes U et V tels que UX™ + V(1 —X)™ =1 et deg(U) < 1 et
deg(V) < n..

2) Plus généralement, si n et m sont deux entiers naturels non nuls, déterminer deux polynémes U et V vérifiant UX™ 4+
V(1 —=X)™ =1 et deg(U) < m et deg(V) < n.

Exercice n° 22 (**I)
Soit P un polyndéme réel de degré supérieur ou égal a 2.

1) a) Montrer que si P n’a que des racines simples et réelles, il en est de méme de P’.
b) Le résultat persiste-t-il si on suppose simplement que les racines de P sont simples mais pas nécessairement réelles ?

2) Montrer que si P est scindé sur R, il en est de méme de P’.

Exercice n° 23 (****)

k7t
Former une équation du sixiéme degré dont les racines sont les sin 5 ou k € {—3,-2,—1,1,2,3} puis montrer que ces six

nombres sont irrationnels.
Exercice n° 24 (***)

ytyz+z2=7
Résoudre dans C3 le systéme ¢ z2+zx +x*> =13 .
x?+xy+y? =3

Exercice n° 25 (*¥**)

Déterminer A et u complexes tels que les zéros de z* —4z3 — 3622 4+ Az 4 u soient en progression arithmétique.
Exercice n° 26 (***)

Résoudre dans C 1'équation z* — 21z 4+ 8 = 0 sachant qu’il existe deux des solutions sont inverses I'une de 'autre.
Exercice n° 27 (***)

Soient X1, X2, X3 les zéros de X3 4+ 2X — 1. Calculer x‘f + x‘zl + xé‘.

Exercice n° 28 (****)

Soit P un polynéme & coefficients complexes de degré 4.

Montrer que les images dans le plan complexe des racines de P forment un parallélogramme si et seulement si P’ et P(3)
ont une racine commune

Exercice n° 29 (*¥**I)

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. Pour k € Z, on pose wy = e27/n,
n—1 2
1) Calculer g (1 + 7= wk).
n—1
2) Montrer que, pour tout réel a, H (wi — 2wy cos a+ 1) = 2(1 — cos(na)) (questions indépendantes.)
k=0
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