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Le calcul sur les matrices a été analysé au premier semestre. Nous allons maintenant interpréter les matrices et les
différentes opérations sur les matrices de différentes maniéres.

1 Matrice d’une application linéaire relativement a deux bases

1.1 Définition de la matrice d’une famille de vecteurs dans une base (rappel)

On rappelle la définition de la matrice d’une famille finie (us,...,u,) de vecteurs d'un K-espace E de dimension finie
n € N*, dans une base B = (er,...,en) donnée de cette espace : Matg (uy,...,u,) est ’élément de M, ,,(K) dont le
coefficient ligne i, colonne j, (i,j) € [1,n] x [1,p], est la i-éme coordonnée de u; dans la base B.

La j-éme colonne, 1 < j < p, de My, ,(K) est constituée des coordonnées du vecteur u; dans la base B et la i-éme ligne,

1 <i<n, de My, ,(K) est constituée des i-émes coordonnées des vecteurs uy, ... u, dans la base B.
Si on note (e7},..., e} ), la famille des formes coordonnées dans la base (er,...,en), n peut condenser les notations :
(% (4.
Mat(e,,. . eqn) (Wi, up) = (€] (ul))1<i<n, 1<G<p

Par exemple, si (e, ez, e3) est la base canonique de R3 et si uj = e; — 2e3 et u» = e; + 2e2 — e3, alors
ple, y €2, q )

1 1
Ma‘t(ehez,es) (w,uz) = 0 2
-2 -1

SiPy=1,P; =X—1et P, =(X—1)2, alors la matrice de la famille (Po, P1,P2) dans la base (1,X, Xz) de R, [X] est

1T =1 1
Matxz x,1) (Po,P1,P2) = 0 1 =2
0 0 1
Exercice 1. Soient n un entier naturel puis ag, ..., an, n + 1 nombres complexes deux & deux distincts. Pour

i€ [0,n], on pose

X — a:
A — Gy
j#At
1) Montrer que la famille (L;), <ign st une base de C,,[X] et déterminer les coordonnées d’un élément P € C,,[X] dans
cette base.

2) Déterminer la matrice de la base (1,X,...,X") dans la base (Lo,...,Ln).

Solution 1.

1) Chaque Li, 0 < 1< n, est un polyndome de degré n et en particulier un élément de Cy,[X]. Soit (AMocicn € cntl,

> MLi=0=Ve[on], ) ALi(ag) =0=Vj€[0,n], D> Aidij=0=Vj€ [0,n], Aj=0.
i=0 i=0 i=0

Ainsi, la famille (Li)yc;<,, est une famille libre de I'espace Cy, [X]. De plus,

card (I—i)ogign =n+1=dim (Cn[X]) < +o0.

On en déduit que la famille (L), <i<n €St une base de 'espace C, [X].

n

Soit P € Cn[X]. Il existe (Ai)ocicn € C™ tel que P = Z?\J_i. Pour tout j € [0,n], P(a;) = Z)““Li (aj) =275. On a
=0 i=1

montré que ' '

2) En particulier, pour j € [0,n],
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La matrice de (1,X,...,X") dans la base (Lo,...,Ly) est donc

T a a ... af
T a1 of ar
1 a a2 ... a¥
1 a, d? ay

1.2 Définition de la matrice d’une application linéaire relativement a deux bases

DEFINITION 1. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles n et p. Soient B = (ej,...,en)
une base de E et B’ = (ef,...,e;,) une base de F. Soit f € L(E,F).

La matrice de ’application linéaire f relativement aux bases B et B’, notée Matg 5/f, est la matrice de la
famille f (B) = (f(e1),...,f (en)) dans la base B’ = (ef,...,e}) :

Matg)gr(f) = Matg (f(B)).
Matg, 5 (f) est un élément de M, , (K).

Si de plus, F = E (cas d’'un endomorphisme) et B’ = B, la matrice de ’endomorphisme f dans la base B est
MatB, B(f). Cette matrice est notée plus simplement MatB(f). On a donc

Mats (f) = Matg (f(B)) .

Aves les formes coordonnées dans la base B’, on peut écrire :

Mats, s/ (f) = (e (f(€;))) 1<i<p -
1<j<n

Exemple. On note B = (e7,ez,e3) et B’

= (e
£ (R® R?) deéfini par f (e1) = 2e] — e}, f(ez) =

1,e5) les bases canomques respectives de R3 et R?. Soit f 1’élément de
e et

f(e3) = —e; + e5. La matrice de f relativement aux bases B et B’
est :
2 0 -1
Matg‘g,(f) = ( 1 1 1 ) .
C’est un élément de M; 3(R). a

1.3 Ecriture matricielle d’une application linéaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles n et p respectivement. Soient B = (eq,...,en) une
base de E et B’ = (ef,...,e}) une base de F.

Soit f € L(E,F). Soit A = (ai,j)1<i<p la matrice de f relativement aux bases B et B’. Par définition de A, on a
1<i<n

P
V] S [[],Tl]], f(ej) = Zai»je{'
i=1

n
Soit alors x = Z xje;j un élément de E.
j=1

n n n ) n
(CEDSTTIED WY 0 3R] B w0 SN B o pueer
j=1 j=1 i=1 j=1 \i=1 i=1 \j=1
n
ap ) DECEE)
i=1 \j=1
n
Alnsi, si on pose f(x Zylel, alors, Vi € [1,p], yi = Z ai,jx;. Ces égalités peuvent encore s’écrire matriciellement

i=1 j=1
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art ... ce. Qi Y1
ap,1  -.. co. Opn Yp
Xn
et on peut donc énoncer
Théoréme 1. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles n et p. Soient B = (e,...,en)
une base de E et B’ = (ef,.. .,e{,) une base de F.
Soient f € L(E,F) puis A = (ai,j)1<i<p la matrice de f relativement aux bases B et B'.
1<i<n
n P X1
Soient x = Z xjej; € E puis y = f(x) = Z yie{. Soient X = : le vecteur colonne dont les composantes sont
j=1 i=1 Xn
Y1
les coordonnées de x dans la base B et Y = : le vecteur colonne dont les composantes sont les coordonnées de
Yp
y = f(x) dans la base B’. Alors
Y =AX.

= Commentaire. Le plus long est effectivement de définir toutes les données.

-1 1 1
relativement aux bases canoniques de R3 et R?. L’image par f du triplet u = (x,y,z) est obtenu par le calcul matriciel

Exemple 1. On reprend exemple du paragraphe précédent. Soit f ’élément de R3 dans R? de matrice A = ( 20 )

X
suivant : en posant X=| y |,
z
X
2 0 =1 2x—z
AX_<—11 1) y _<—x+y+z>’
ou encore f((x,y,z)) = (2x —z,—x +y + z). a

Exemple 2. On se place sur le R-espace vectoriel C. Une base de cet espace est B = (e1,e2) = (1,1) puis un repére de
cet espace est R = (0,e1,ez).

On sait que la transformation f d’expression complexe z/ = (a 4 ib)z, (a,b) € R?, est une similitude directe du plan
complexe. A chaque point M(x,y) d’affixe z = x + 1y, elle associe le point M’(x’,y’) d’affixe z’ = x’ + 1y’ tel que
x' +1iy’ = (a+ib)(x + 1y) avec

x' =ax—by
y' =bx+ ay

f peut aussi étre considérée comme un endomorphisme du R-espace vectoriel C qui a chaque vecteur z = x+1y = xej +yez,
(x,y) € R?, de C, associe le vecteur z’ = (a4 1ib)(x +iy) = (ax — by) +i(bx + ay) = (ax — by)e; + (bx + ay)e,. Puisque
f(er) =f(1) =a+1ib = ae; + bey et f(ez) = f(i) = —b + ai = —be; + aez, la matrice de f dans la base B est

a —b
Mat“‘i)(f) = ( b a )

a
Une conséquence immédiate du théoréme 1 est
Théoréme 2. Soit (A,B) € (Mn,p(K))z.
(vX € (Mp1 (K))* AX=BX) = A =B.
DEMONSTRATION .  Soit f (resp. g) I’élément de £ (KP, K™) de matrice A (resp. B) relativement aux bases canoniques de KP

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 4 http ://www.maths-france.fr



et K™

(vx € My (K))? AX:BX) = (Vx €KP, f(x) = g(x)) = f=g = A = B.

1.4 Isomorphisme entre M, ,(K) et £(E,F)

Si E est de dimension n € N* et F est de dimension p € N*, alors £(E, F) est de dimension np de méme que M, »(K) (ou
aussi My, p (K)). On sait alors que ces deux espaces sont isomorphes. On va expliciter un isomorphisme.

Théoréme 3. Soient E et F deux K-espaces de dimensions finies non nulles. Soient B une base de E et B’ une base
de F.

1) a) V(f,g) € (£(E,F))?, Matg 5/ (f + g) = Mats 5/ (f) + Mats 5/(g).
b) Vf € L(E,F), Matg 5/ (M) = A Matsp, 5/ (f).
2) V(f,g) € (L(E,F))?, V(A pn) € K2, Matg 5/ (Af + nug) = AMatg 5 (f) + pMats 5/ (g).

DEMONSTRATION . Notons B = (e1,...,en) une base de E et (ej,...,e,) une base de F. Le coefficient line i, colonne j,

(1,5) € [1,p] x [1,b], de Mats 5/ (Af + ng) est la i-éme coordonnée du vecteur Af (e;) + pg (ej) de méme que le coefficient ligne 1,
colonne j de la matrice AMatg /(f) + uMats 5/(g). Les deux matrices sont donc égales.

A
Théoréme 4. Soient E et F deux K-espaces de dimensions finies non nulles notées respectivement n et p. Soient B
une base de E et B’ une base de F.
L’application ¢ : L(E,F) —  Mpn(K) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
f — MatB,B/(f)
DEMONSTRATION . L’application ¢ est linéaire d’apreés le théoréme précédent. Ensuite, si f est un élément de L(E, F) tel que

Mats 5/ (f) = 0, alors 'application linéaire f s’annule sur la base B et donc f = 0. Puisque dim (£(E, F)) = np = dim (M}, »(K)) < 400,
on en déduit que @ est un isomorphisme.
a

= Commentaire. L’isomorphisme du théoréme J n’est pas un isomorphisme canonique ou encore n’est pas un isomorphisme
privilégié parmi tous les isomorphismes car il dépend du choiz de deux bases. Si on prend deux autres bases, on obtient un nouvel
isomorphisme qui a le méme statut que le premier isomorphisme fourni.

1.5 Matrice d’une composée. Interprétation du produit de deux matrices

Théoréme 5. Soient E, F et G trois K-espaces de dimensions finies non nulles notées respectivement n, p et q. Soient
B une base de E, B’ une base de F et B” une base de G. Soient f € L(E,F) et g € L(F, G).

Alors, Matg,gu(g of) = Matgl,gn(g) X Matg,gl(f).

DEMONSTRATION . Posons A = Matg 5/ (f), B=Mats/ 5~(g) et C=Matg 5 (gof).
Soit x € E. Soient X, Y et Z les vecteurs colonnes, éléments de My 1(K), Mp,1(K) et Mg,1(K) respectivement, dont les composantes
sont les coordonnées de x, f(x) et g(f(x)) dans les bases B, B’ et B” respectivement.

On a d’une part Z = CX et d’autre part Z = BY = BAX. Par suite, pour tout X de M1 (K), on a CX = BAX. D’aprés le théoréme
2, on en déduit que C = BA.

A
Théoréme 6. Soit E un K-espace de dimension finie non nulle notée n. Soit B une base de E.
Alors, Matg (Idg) = I,,.
DEMONSTRATION . Posons B = (e1,...,en). Pour j € [1,n], Ide (¢)) = ¢ = » i ;jei. Donc, Mats (Ide) = (54);<; jcn = In.

i=1
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Théoréme 7 Soient E et F deux K-espaces de méme dimension finie non nulle notée n. Soient B une base de E et B’
une base de F. Soit f € L(E, F).

Alors, f est un isomorphisme si et seulement si Matg 5/ (f) est inversible. Dans ce cas,

Mats /s (1) = (Mats 5 ()

DEMONSTRATION .

e Supposons Mats 5/ (f) = A inversible. Notons g 'élément de £(F, E) de matrice A~" relativement aux bases B’ et B.
Mats (g o f) = Matg/ 5 (g) X Matg 5/ (f) = A x A~' =1,

et donc g o f = Idg. De méme,

Matg: (fo g) = Matg 5/ (f) X Matg/ 5 (g) =A x A" = Iy,
et donc f o g = Idr. On en déduit que 'application linéaire f est bijective et donc, est un isomorphisme de E sur F.
e Supposons que f soit un isomorphisme de E sur F. Posons B = Mats/ 5 (fﬁl) (et toujours A = Matg 5/ (f)).
B x A = Mats /s (f”) x Matg 5 (f) = Mats (f*1 o f) = Mats (Idg) = Lo,

et de méme,

A x B = Mats 5 () x Mats 5 (f*‘) — Mat g/ (f of*‘) — Mats (Idp) = In.

On en déduit que la matrice A est inversible et que A~" = Matg/ ¢ (fﬁl).
a

0 1 2 n—1 n

0 0 0 0 0

1 2 n—1 n

0 1 1 1 1

2 n—1 n

0 0 2 2 2

Exercice 2. Soit A = € My 41 (K).

0o . oo ()

Montrer que A € GL,,(R) et déterminer A~'.

Solution 2. Soit f : R,[X] —  Ru[X] . fest un endomorphisme de K, [X]. Pour j € [0,k], la formule du binéme
P(X) — PX+1)
de NEWTON fournit

f(X)) =(X+1) :i (JI)XJ

i=0

Par suite, A est la matrice de 'endomorphisme f dans la base canonique B = (1,X,...,X™) de R, [X].
Soit g : RnalX] — Ry[X] .Onagof=Idg,[x. Donc, f e GL(Rn[X]) (car dim (Rn[X]) < +00) et g = 1.
P(X) — PX-1)

Mais alors, A € GL,(K) et A~' = Matg (f*]). Plus précisément,
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Théoréme 8. Soit A € M, (K).
1) A est inversible si et seulement si A est inversible a droite si et seulement si A est inversible a gauche.

2) A est inversible si et seulement si Ker(A) = {0} ot Ker(A) ={X € M,,1(K)/ AX =0}.

DEMONSTRATION .  Soit f ’endomorphisme de K™ de matrice A dans la base canonique de K™.

1) Si A est inversible & gauche, il existe B € My (K) telle que B x A = I,,. Soit g ’endomorphisme de K™ de matrice B dans la base
canonique de K™.

Mats(gof) = Mats(g) X Mats(f) =B x A =1,

et donc g o f = Idgn. Ainsi, f est inversible & gauche et donc inversible car dim (K™) < +o00. Mais alors A € GLn(K).

2) Puisque dim (K™) < 400,

A € GLy(K) & f € GL(K™) & Ker(f) = {0} & Ker(A) = {0}

Exercice 3. (Théoréme de HADAMARD). Soient n > 2 puis A = (aij);; j<n € M (C) telle que

vie [1,n], lagil > Y laggl.
A

(A est dite « a diagonale strictement dominante »). Montrer que A € GL,(C).

Solution 3. Montrons que Ker(A) = {0}. Soit X = (xi)j¢i<n € Mn,1(K).

n
XeKer(A)= AX=0=Vie [[],Tl]], Z aqjxj = 0=Vie [[],Tlﬂ, aiiXi = — Z ai jX;j
j=1 j#L

= Vie [,n], layillxil = —Z ai,jXj
j#L
= Vie [1,n], laiil x| < Z lag;jl Ix;l
j#L
= Vie [l,n], ladil < | D lay;l | x Max{jxl, j € [1,n]}.
j#L
Supposons de plus Ker(A) # {0}. Soit X un vecteur non nul de Ker(A). Soit ip € [1,n] tel que [xi,| = Max{lx;|, j € [1,n]}.
Puisque X # 0, [xi,| > 0.
D’aprés ce qui précéde, |ai, il Ixi,] < Z laiy il | Ixiol puis lai, il < Z aig,jl-
j#lo j#io
En résumé, Ker(A) #{0} = Jio € [1,n]/ laiy,i,| < Z lai,,jl. Par contraposition,
j#1o
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vie [l,n], laiil > ) lay;l| = Ker(A) ={0} = A € GL,(C).
j#i

Théoréme 9. Soient E un K-espace de dimension finie non nulle n puis B une base de E. Soit f € L(E).
1) Vp € N, Matg (f?) = (Matpf)P.
2) Si de plus f € GL(E), alors Vp € Z, Mats (f?) = (Matsf)".

DEMONSTRATION . 1) se démontre par récurrence grace aux théorémes 5 et 6. Si p < 0, le théoréme 7 fournit Mats (fP) =

(Mats (f7)) " = (Mats () ?)"' = (Mats (f))P.

a
2 Changement de bases
2.1 Matrices de passage
Théoréme 10. Soient E un K-espace de dimension finie non nulle n puis B = (ejy,...,en) une base de E. Soit
(Wy...,Upn) une famille de n vecteurs de E.
(U1y...,Uy) est une base de E si et seulement si Matg (ug,...,1,) est inversible.
DEMONSTRATION . Posons A = Matg (u1,...,un). Soit f ’endomorphisme de E de matrice A dans la base B. Par définition
de A, pour tout i € [1,n], f(ei) = ui et donc
(w1y...,un) base deE & f € GL(E) & A € GLn(K).
a
DEFINITION 2. Soient E un K-espace de dimension finie non nulle n puis B et B’ deux bases de E.
La matrice de passage de la base B a la base B’, notée fP%,, est la matrice de la base B’ dans la base B.
Un cas particulier du théoréme 10 est
Théoréme 11. Soit A € M, (K).
A est inversible si et seulement si la famille (Cy,...,Cn) des colonnes de A est une base de My, 1 (K).
A est inversible si et seulement si la famille (Ly,...,Ly) des lignes de A est une base de My , (K).
DEMONSTRATION . Sion note Cyp, ..., Cy les colonnes de la matrice, A est aussi la matrice de la famille (Cy,...,Cn) dans la

base canonique de My, 1(K). Donc, A est inversible si et seulement si (C1,...,Cn) est une base de My, 1 (K).

On sait que A est inversible si et seulement si AT est inversible ou encore A est inversible si et seulement si la famille des colonnes
de AT est une base de Mn,1(K) ou enfin A est inversible si et seulement si la famille des lignes de A est une base de My , (K).
a

2.2 La formule de changement de base

Soit E un K-espace de dimension finie non nulle n. Soient B = (e1,...,en) et B’ = (e],...,e) ) deux bases de E.
Soit x € E. Soit X = (Xi)lgign (resp. X" = (x{);<i<n) le vecteur colonne dont les composantes sont les coordonnées de
x dans la base B (resp. la base B’). Soit enfin P = (pi;);; j<n la matrice de passage de la base B a la base B’. Par

n
définition de P, pour tout j € [1,n], e/ = Zpi,jei. On en déduit que

i=1
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n n n n
D IRCED W] DMt D W OW
=1 =1 =1

n

n
:Z Zpi,jleel Z mex €i

i=1 \j=1 i=1 j=1

et donc

n
vie[l,n], xi = Zpi‘jxj’.
j=1
n
Pour i € [1,n] donné, Zpi‘jxj' est le produit de la i-éme ligne de la matrice P par le vecteur colonne X’ et on a donc
j=1
montré que X = PX’. On peut énoncer :

Théoréme 12. (La formule de changement de base.)

Soit E un K-espace de dimension finie non nulle n. Soient B et B’ deux bases de E. Soit P la matrice de passage de la
base B a la base B'.

Soit x € E. Soit X (resp. X’) le vecteur colonne dont les composantes sont les coordonnées du vecteur x dans la base
B (resp. la base B'). Alors,

X =PX’.

= Commentaire. On doit noter que la formule X = PX’' expriment les anciennes coordonnées de x (c’est-a-dire les coor-
données de x dans la base initiale B) en fonction des nouvelles coordonnées de x (c’est-a-dire les coordonnées de x dans la
nouvelle base B').

Exemple. Notons B = (e1, ez, e3) la base canonique de R3. Posons u; = (2,0,0) = 2e7, up = (—=1,1,0) = —ej + €3 et
uz = (3,1,—1) = 3e; + e2 — e3. La matrice de la famille (uy,uz,u3) dans la base (e7, ez, e3) est

2 -1 3
0 1 1
0 0 -1

Au vu de cette matrice, la famille (wy,uz,us3) est de rang 3 et donc est une base B’ de R3. La matrice ci-dessus est alors
3.
Soit v = (x,y,z) € R3. Les composantes x, y et z de ce triplet sont aussi ses coordonnées dans la base canonique de R3

(v =xej +yez +ze3). Si on note (x',y’,z’) les coordonnées de v dans la base (11,u2,u3), les formules de changement de
bases fournissent :

X 2 -1 3 x' 2x' —y’' + 32/
y | =0 1 1 y' | = y' 4z’
z 0 0 -1 z’ -z’

Exercice 4. Dans R?, on considére la courbe € d’équation x?> —y? = 2 dans le repére R = (O, e, e2) = (0, B) ou
e1 = (1,0) et e2 = (0,1).

(1,1).

1 1
On pose ef = —(1,—1) et e, = —
IRV, G
1) Montrer que (e}, e}) est une base B’ de R? et préciser la matrice de passage de B a B’

2) Ecrire les formules de changement de base (et donc de changement de repére).

3) Déterminer une équation de la courbe € dans le repére R’ = (O, e, e}). Identifier la courbe C et la construire.

Solution 4. 1) e} et e} sont deux vecteurs non colinéaires de R%. Donc, B’ = (e}, e}) est une base de R?. La matrice de
passage de B a B’ est
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2) Les formules de changement de base s’écrivent

11
(3)=] 7 V(5= 22
V2 V2 V2

3) Soit M un point du plan de coordonnées (x,y) dans le repére R = (O, e1,ez) et (x’,y’) dans le repére R’ = (O, e}, e5).

x' +y

2 2 X/+y/ : Xl+y/ ? 1 12 1o 12 1 12 1o 12
MeC&x —y"=26& 7 — 7 :2(:)z(x +2x'y' +vy )_Z(X -2y’ +y’?) =2

sSx'y' =1.

1
On reconnait ’hyperbole d’équation y’ = o dans le repére R'.

@)

el

N}

On déduit du théoréme 12 un certain nombre de propriétés de calcul des matrices de passage :

Théoréme 13.

Soit E un K-espace de dimension finie non nulle.

1) Pour toutes bases B, B’ et B” de E, fP%/ X fP,B:/ = fP%“.
2) a) Pour toute base B de E, P3 = I,,.

N T
b) Pour toutes bases B et B de E, P73, = (fP% ) .

DEMONSTRATION .
1) Soit x € E. Soit X (resp. X, X"') le vecteur colonne dont les composantes sont les coordonnées de x dans B (resp. B', B").
PEIX" =X = PE'X =B x PE/X".
Ainsi, pour tout élément X" de My 1 (K), P2 X" =P3  x P2/X”. On en déduit que P5 = P32 x P2, .
2) a) Il est clair que P = I,.
b) On sait déja que ‘P%, est inversible. Ensuite,
PE PP, — PP 1,

; B\ !

et donc P, = (?§ ) .
a

Le théoréme précédent fournit une nouvelle méthode de calcul de I'inverse d’une matrice carrée inversible : on interpréte

cette matrice comme une matrice de passage. Cette technique est de loin la technique la plus simple et la plus facile a
rédiger proprement pour inverser une matrice de format (3, 3).
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1 1 1
Exemple. Soit A= —1 0 1 |.Montrons que A est inversible et déterminons son inverse.

0o -1 1
Soit B = (e, e2,e3) la base canonique de R3. Soit B’ = (u,u2,u3) la famille de 3 vecteurs de R® de matrice A dans la
base B. A est inversible si et seulement si B’ est une base de R3 si et seulement si {e1, ez, e3} C Vect (w17, uz,u3). Or

[ :%(Ul +uy +u3)
uy =e; —ez €2 =€e1 — W 1
U =ey; —e3 &4 es=er—w &4 e = = (—2uy +uy +u3)
uz =ej+extes uz =ej +(e1 —uw) + (e1 —uy) ?

e3 = g(m —2up +u3)

Donc, B’ est une base de R3 puis A € GL3(R). De plus, A = fP%/ et donc
1

A_] - ?3/ = =

3

2.3 Changements de bases et applications linéaires

Théoréme 14.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles notées n et p respectivement.
Soient B et B’ deux bases de E et By et B] deux bases de F. Soient P = U’%/ eGLy(K) et Q = Tg: € GL, (K).

Soit f € L(E, F). Soient A = Matg s, (f) € My n(K) et B =Matg, 5/ (f) € M;, n(K). Alors,

B=Q 'AP.

DEMONSTRATION .  Soit x € E. Soit X (resp. X’) le vecteur colonne dont les composantes sont les coordonnées de x dans B
(resp. B'). Soit Y (resp. Y’) le vecteur colonne dont les composantes sont les coordonnées de y = f(x) dans By (resp. Bj).
D’aprés les théorémes 1 et 12,

QY' =Y =AX=APX’
et donc Y/ = Q 'APX'. D’autre part, Y = BX'. Ainsi, VX' € M,..1(K), Q" 'APX’ = BX’. D’aprés le théoréme 2, B = Q' AP.

a
Un cas particulier trés important du théoréme 14 est :
Théoréme 15.
Soit E un K-espace vectoriel de dimensions finie non nulle notées n.
Soient B et B’ deux bases de E. Soit P =P3 € GL,(K).
Soit f € L(E). Soient A = Matg (f) € M, (K) et B = Matg.(f) € My (K). Alors,
B=P 'AP.
DEMONSTRATION . C’est le cas particulier ot F = E puis By = B et B} = B’.
A

Le théoréme précédent est trés utilisé, entre autres pour calculer des puissances de matrices et ceci en liaison avec le
théoréme suivant :

Théoréme 16. Soit (A,B) € (Mn(K))z. On suppose qu'il existe P € GL,,(K) telle que B = P~ 'AP.
Alors, Vp € N, BP = P~ TAPP.
De plus A € GL,(K) & B € GL,(K) et dans ce cas, Vp € Z, BP = P~ TAPP.

DEMONSTRATION .  Soient B la base canonique de K™ puis B’ la base de K" telle que P = ﬂ’%l. Soit f Pendomorphisme de K™
tel que Mats (f) = A. Alors, Matg/ (f) = P"TAP = B. Soit p € N.
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BP = (Matg/ (f))? = Mats: (ff) = P~ '"Mats (fP)P = P! (Mats (f))P P = P~'APP.

Si de plus, A est inversible, alors B = P~'AP est inversible en tant que produit de matrices inversibles et si B est inversible alors

A = PBP~! est inversible et dans ce cas, le calcul ci-dessus est valable pour p € Z.

1 -3/2 3/2
Exercice 5. Soit A= 3 5/2 —9/2 |. Le but de I'exercice est de calculer A™ pour n € Z.
3 =3/2 -1/2

On note f 'endomorphisme de R3 de matrice A dans la base canonique B = (e, €2, e3) de R3.

1) Déterminer une base (uy) de Ker (f — Idgs ), une base (uz) de Ker (f + 2Idps ) et une base (usz) de Ker (f —41dgs).
2) a) Montrer que (u7,uz,u3) est une base de R3. Ecrire la matrice de passage P de la base B = (eq,e2,e3) a la
base B’ = (u1,u2,u3).
b) Déterminer P~ 1.
c) Déterminer la matrice D de f dans la base (w1, uz,us).

3) a) A T'aide des formules de changement de base, exprimer A en fonction de P et D.
b) En déduire A™ pour n € Z (aprés en avoir justifié existence).

Solution 5.

X
1) e Soient u = (x,y,z) € R? puis X = | y
z

ueKer(f—Idgs) & (f—1Idgs) () =0& (A—13)X =0

3 3
—=y+-z=0
0 —3/2 3,2 x 0 27,2
s|3 32 —-9/2 y |l=10]¢& 3x+§y—zz:0
3 =3/2 -3/2 z 0 3 3
3x—§y—§z:0
z=y
¢ x=33y=0 &x=y==z
x—3y=0
Dongc, Ker (f — Idgs) = Vect (u7) on ug = (1,1, 1).
X
e Soient u = (x,y,z) € R? puis X = | y
z
u e Ker (f+2Idgs) & (f+2Idgs) (W) =0& (A+213) X =0
3x—zy+§z:
3 =3/2 3/2 X 0 o o
s 3 92 =972 y |=10]|& 3x+§y—zZ:0
3 =3/2 3/2 z 0 3 3
3x—§y+2270
2x—y+2z=0
z=-2x+y
ES4¢ 2x+3y—3z=0 <:>{ Y . &x=0etz=y.
X—ytz=0 2x4+3y—3(—2x+y) =0

Donc, Ker (f 4+ 2Idgs) = Vect (uz) ot uy = (0,1, 1).

X
e Soient u = (x,y,z) € R3 puis X = | y
z
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we Ker (f—4ldps) & (f—4ldgs) (u) = 0 & (A —413)X =0

3 3
—3x—>y+-z=0
—3 -3/2 32 X 0 32 o
3 =3/2 -9/2 z 0 3 9
3x—§y—zz:o

z=2x+y

Sy xoy-32=0 < 2x —y—3(2x+y) =0

2x—y—3z=0

—2x—y+z=0
{ Sy=—xetz=x.

Done, Ker (f —41dgs) = Vect (uz) ou uz = (1,—1,1).
2) a) Soit (a,b,c) € R3.

at+c=0 c=—a
au; +buy +cuz =0= a+b—c=0 =< 2a+b=0 =a=b=c=0.
a+b+c=0 b=0

Dong, la famille (w7, uz,us) est libre. De plus, card (wy,uz,u3) =3 = dim (R3) < +o00. Finalement, la famille (uwy,uz,us)
est une base de R3.

1

10
La matrice de passage de la base (e7,ez,e3) a la base (uj,uz,uz)est P=1 1 1 —1
1T 1 1

b) P~ est la matrice de passage de la base (uy,u2,u3) a la base (e, ez, e3). Or

€2 =+ (u—us) ()= (IIT)

u=e;+e+es (I 2
u, =e; ez (I & u1:e1+§(u1—u3)+e3
uz =e; —ex+ez (III) 1
uzzz(u1—u3)+e3
1
ez:§(u1—u3)
1
=4 6322(—U1+2u2+u3)

1 1
er =1uy —z(m —U3)—z(—u1 +2uy 4+ u3)

€2 = 2w —us) (I)— (1)

2
1
« egzz(—ur&-Zuz +u3)
€1 =u; —up
1 2 1 -1
Finalement, P~" = 7 -2 0 2
o -1 1
¢) Par construction, (f — Idgs) (u1) =0 et donc f (ug) = uy. De méme, f(uy) = —2u; et f (uz) = 4us. Donc,

D = Matg. (f) = diag(1,—2,4).
3) a) La formule de changement de base fournit :

A = Matg(f) = P3 Matg. (f)PE, = PDP .

b) D est inversible car aucun des coefficients diagonaux de D n’est nul puis A est inversible en tant que produit de matrices
. . . —1 .
inversibles (d’inverse (PDP~")" " =PD~'P~'). Donc, A™ existe pour tout n de Z et
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A™ = Matg (f*) = P3 Matg/ (f*) P3, = PD"P!

10 1 10 0N,/ 2 1 -
=1 1 = 0 (=" 0 |5 -2 0 2
11 1 o 0 40 0 —1 1
L1 0 an 2 1 -1
1 2 0 2
1 (=20 4n 0 —1 1
1 2 1—4n —1+4n
=5 | 2-202™ 1ear T2 -4
2-2(=2)™ T—4n 1 42(=2)" 4 4n

2.4 Matrices équivalentes. Matrices semblables

DEFINITION 3.

Soit (A,B) € (Mn,p (K))Z. B est équivalente a A si et seulement si il existe (P, Q) € GL,(K) x GL(K) tel que
B = QAP.

Soit (A,B) € (Mn(K))Z. B est semblable & A si et seulement si il existe P € GL, (K) tel que B =P~ TAP.

Un premier théoréme immédiat est :

Théoréme 17. Soit (A, B) € (Mn (K))?.

Si B est semblable & A, alors B est équivalente a A.

Laréciproque de I'implication précédente est fausse, ne serait-ce que parce que la notion d’équivalence des matrices concerne
les matrices rectangulaires, alors que la notion de matrices semblables ne concerne que les matrices carrées. Méme dans le
cas de matrices carrées, on verra au fur et a mesure des exemples de matrices équivalentes mais pas semblables.

Théoréme 18.
La relation « B est équivalente & A » est une relation d’équivalence sur My, (K).

La relation « B est semblable & A » est une relation d’équivalence sur M, (K).

DEMONSTRATION . On démontre le théoréme pour la relation « B est équivalente & A ». On note R cette relation ou encore,
on pose : V(A,B) € (J\/[n,p(K))Z7 A RB & B est équivalente a A & 3(P,Q) € GL,(K) x GLn(K)/ B = QAP.

e Soit A € M p(K). On prend Q = I, € GLa(K) et P =1, € GL,(K). On a alors QAP = [ Al, = A. Par suite, VA € M, ,(K),
A R A. La relation R est réflexive.

e Soit (A,B) € (Mn,p(K))z. Supposons A R B. Il existe Q € GLn(K) et P € GL,(K) telles que B = QAP. Mais alors, Q'BP ! =
Q "QAPP! = A. Ainsi, sion prend Q1 = Q' € GL (K) et P; =P ' € GL,(K), alors A = Q1BP;y et donc B R A. La relation R
est symétrique.

e Soit (A,B,C) € (Mn,p(K))s. Supposons A R B et B R C. Tl existe (Q1,Q2) € (GLn(K))? et (P1,P2) € (GLP(K))Z telles que
B = Qi1AP; et C = Q,BP,. Mais alors, C = Q2Q1AP;P;. Ainsi, si on prend Q = Q2Q1 € GLn(K) et P = P1P, € GL,(K), alors
C = QAP et donc ARC. La relation R est transtive.

On a montré que la relation R est une relation d’équivalence sur My, (K).
a

= Commentaire. Dorénavant, on peut dire que les matrices A et B sont équivalentes (ou pas) a la place de B est équivalente

a A. De méme pour A et B sont semblables (ou pas).

Théoréme 19.

Soit (A,B) € (Myp (K))z. A et B sont équivalentes si et seulement si il existe E et F espaces de dimensions respectives
petn, Bet B bases de E, By et Bj base de F, f € L(E,F) tels que A = Matg s, (f) et B = Matg: 5/ (f).

Soit (A,B) € (Mn(K))z. A et B sont semblables si et seulement si il existe E espace de dimension n, B et B’ bases de
E, f € L(E) tels que A = Maty(f) et B = Matg/(f).
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DEMONSTRATION .  Supposons qu’il existe E et F espaces de dimensions respectives p et n, B et B’ bases de E, By et B} base

de F, f € L(E,F) tels que A = Matg 3, (f) et B = MatB/,B{ (f). Sion pose P = ?:ﬁl et Q = T:ﬁf, les formules de changement de base
fournissent B=Q 'APon Q7' € GLy(K) et P € GLn(K). Les matrices A et B sont donc équivalentes.
Réciproquement, supposons A et B équivalentes. Il existe (P, Q) € GLn(K) x GL,(K) tel que B = QAP.
Soient B et By les bases canoniques de KP et K™ respectivement. Soient B’ et B les bases de K et K™ respectivement définies par

?%' =Pet fP:if = Q7. Soit enfin f 'éléement de £ (KP,K") tel que A = Matg s, (f). D’aprés les formules de changement de base,
on a B = Matg: 5/ (f).
a

Ainsi, deux matrices rectangulaires équivalentes peuvent étre interprétées comme les matrices d’'une méme application

linéaire relativement a deux couples de bases éventuellement différents. De méme, deux matrices carrées semblables peuvent
étre interprétées comme les matrices d’'un méme endomorphisme relativement a deux bases éventuellement différentes.

3 Rang d’une matrice

3.1 Définition du rang d’une matrice

DEFINITION 4. Soit A € My, ,(K). Le rang de A, noté rg(A), est le rang de la famille de ses vecteurs colonnes dans
Mn,] (K)

0 0 1 0 1 0
Parexemple,rg(o 0>—0,rg<0 0>—1etrg<o ]>—

3.2 Lien avec le rang d’une famille de vecteurs

Théoréme 20. Soient E un espace de dimension n € N* puis B une base de E. Soit (uy,...,u,) une famille de p
vecteurs de E, p € N*. Soit A = Matg (ur,...,up).

Alors, rg(A) =rg (u1,...,up).

DEMONSTRATION . Posons B = (e1,...,en). Soit ¢ : My1(K) — E . @ est linéaire et I'image par ¢ de la base

X1 n
— E Xi€i
Xn i=1

canonique de My, 1(K) est la base (e1,...,en) de E. Donc, ¢ est un isomorphisme.

Par suite, en notant Cy, ..., Cp, les colonnes de A

rg(A) =rg(Cy,...,Cp) =dim (Vect (Cy,...,Cp)) = dim (¢ (Vect (Cr1,...,Cp))) =dim (Vect (@ (C1),..., 9 (Cp)))

= dim (Vect (w1, ...,up)) =rg(w,...,up).

En reprenant les premiéres propriétés du rang d’une famille de vecteurs, on en déduit immédiatement

Théoréme 21. Soit A € My (K). Alors, rg(A) < Min{n, p}.

De plus,
rg(A) =n & les colonnes de A forment une famille génératrice de My 1 (K).
rg(A) = p & les colonnes de A forment une famille libre de My, 1 (K).

et en particulier

Théoréme 22. Soit A € M,,(K). Alors, rg(A) < n.

De plus, rg(A) =n & les colonnes de A forment une base de My, 1(K) & A € GL, (K).
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3.3 Lien avec le rang d’une application linéaire

Théoréme 23. Soient E et F deux espaces de dimensions respectives n et p puis B une base de E et B’ une base de
F. Soient f € L(E,F) puis A = Matg 5/(f) € My (K).

Alors, rg(A) = rg(f).

DEMONSTRATION. Posons B = (er,...,en) de sorte que A = Matg: (f(er),...,f(en)). Alors,
rg(f) =rg(f(er),...,f(en)) =rg(Mats/ (f(er),...,f(en))) =rg(A).
a

En appliquant les propriétés déja connues du rang d’une application linéaire (voir la fin du chapitre « Dimension d’un
espace vectoriel » ), on obtient :

Théoréme 24.

o V(A,B) € (M (K))?, rg(A + B) < rg(A) + rg(B).
| rg(A)siA#0

o VA € My, (K), VA € K, rg(AA) = { Osihe0

o V(A,B) € (Mn,p(K)), V(A 1) € K2, rg(A +AB) < rg(A) + rg(B),

N

rg(A).

De méme,

Théoréme 25.

o V(A,B) € My »(K) x My, 4(K), rg(A x B) < Min{rg(A),rg(B)} ou encore rg(A x B) <rg(A) et rg(A x B) < rg(B).
o VA € My, (K), V(P,Q) € GL,(K) x GL,(K), rg(AP) =rg(A) et rg(QA) = rg(A).

DEMONSTRATION . L’inégalité rg(A x B) < Min{rg(A),rg(B)} est la traduction en termes de matrices de I'inégalité déja connue
rg(f o g) < Min{rg(f), rg(g)}-

Etudions alors les deux cas d’égalité. Soit P € GLn (K). On a déja rg(AP) < rg(A). Mais d’autre part, rg(A) =rg ((AP)PJ) < rg(AP).
Finalement, rg(AP) = rg(A). De méme, rg(QA) =rg(A) si Q est inversible.
a

On en déduit encore :

‘ Théoréme 26. Deux matrices équivalentes ont méme rang. Deux matrices semblables ont méme rang.

3.4 Une caractérisation du rang d’une matrice

Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Pour v € [0, Min{n, p}], on définit la matrice J, par : si v =0, J, = On p et si
r > 1, ], est la matrice de format (n,p) telle que pour 1T < 1 < 1, le coefficient ligne 1, colonne 1, de J, est égal a 1, tous
les autres coefficients étant nuls. La matrice J, peut se définir par blocs (en adaptant la lecture dans les cas particuliers

r=0,our=pour=n):
] o IT Or,p—r
e On—r,r On—r,‘p—r ’

I désignant la matrice unité de format v et 0y, désignant la matrice nulle de format (u,v).

On peut alors caractériser le rang d’une matrice a partir de la matrice J.

Théoréme 27. Soit A € M, ,(K). Soit r € [0, Min{n, p}].

rg(A) =1 & A est équivalente & ;.

DEMONSTRATION .

e Supposons A équivalente a Jr. Alors rg(A) = rg (J-), puisque deux matrices équivalentes ont méme rang, et donc rg(A) = r (d’aprés
le travail effectué sur le calcul du rang d’une famille de vecteurs dans le chapitre « Dimension d’un espace vectoriel » ).

e Inversement, soit A € My (K) de rang v € [0, Min{n, p}]. Il s’agit de montrer que A est équivalente & J.

Soit f I’élément de £ (KP,K™) de matrice A relativement aux bases canoniques B et B; de KP et K™ respectivement. D’aprés le
théoréeme du rang,

dim(Ker(f)) = dim (K?) —rg(f) =p —rg(A) =p — .
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SirT =0, alors f =0 puis A = On,p et d’autre part, J; = On p. Dans ce cas, A et ] sont équivalentes. Dorénavant, 1 <1 < p.
Soit F = (ers1,...,€p) siT < pouJF = & si v = p, une base de Ker(f). On compléte (éventuellement) la famille libre F en
B’ = (e1,...,ep) base de KP. On sait que S = Vect (er,...,e:) est un supplémentaire de Ker(f) dans KP.

D’aprés le théoréme du rang, on sait que la restriction de f & S induit un isomorphisme de S sur Im(f). On en déduit que la famille
F' = (e1,...,e;) = (f(e1),...,f(er)) est une base de Im(f). On la compléte (éventuellement) en By = (ej,...,en) base de K™.

Pour i € [1,7], on a f(ei) = e et pour i > r (si r < p), on a f(e;) = 0. Donc, Mat,B/,,B{ (f) = J+. Soient P = ‘P%, et Q = ‘Pg:. Les
formules de changement de base fournissent |, = QJAP. Ceci montre que A et J, sont équivalentes.
a

On déduit du théoréme 27 :

Théoréme 28. Soit (A,B) € (M p (K))z. A et B sont équivalentes si et seulement si rg(A) = rg(B).

DEMONSTRATION . On sait déja que deux matrices équivalentes ont méme rang.

Inversement, si rg(A) = rg(B) =, alors A et B sont toutes deux équivalentes a J. et donc, par transitivité, A et B sont équivalentes.
a

Du théoréme 27, on déduit aussi :

Théoréme 29. VA € M, ,(K), rg (AT) =rg(A).

DEMONSTRATION .  Soit r le rang de A. La matrice A est équivalente & la matrice J, et donc il existe P € GLn(K) et Q € GL,(K)
telles que A = QJ+P. Mais alors, AT = PTJTQT avec PT € GL,(K) et Q" € GL,(K). Maintenant, la matrice J{ est la matrice J» de

format (p,n): JT = < L Orn—r

. Ceci montre que AT est de rang . a
Or,pfr Opfr,nfr

= Commentaire.

o Une conséquence de ce résultat est que tout résultat concernant le rang d’une matrice, énoncé en termes de colonnes de cette
matrice, peut aussi étre énoncé en termes de lignes. Par exemple, pour A € My p(K),

rg(A) est la dimension du sous-espace de My 1(K) engendré par les colonnes de A
rg(A) est la dimension du sous-espace de My (K) engendré par les lignes de A

rg(A) =n & les colonnes de A forment une famille génératrice de My 1 (K)
& les lignes de A forment une famille libre de M ; (K)

rg(A) =p & les colonnes de A forment une famille libre de Mn,1(K)
& les lignes de A forment une famille génératrice de My ,(K)

et si de plus A € My (K),

rg(A) =n & les colonnes de A forment une base de My, 1 (K)
& les lignes de A forment une base de My n(K)

o 1l faut concrétiser le fait que rg(A) = rg (AT). Construisons une matrice A carrée de format 3 et de rang 2 en placant d’abord 2
colonnes non colinéaires puis en mettant en troisiéme colonne la somme des deux autres :

-1 3 2
A= 2 2 4
5 7 12

La famille des lignes de cette matrice doit aussi étre de rang 2 et donc, puisque les deux premiéres lignes sont non colinéaires, et bien

1 11
que nous n’ayons rien fait pour ¢a, la troisiéme ligne doit étre une combinaison linéaire des deux premiéres. De fait, L3 = §L1 + TLZ

(nous m’avons vraiment pas fait expres).

On peut alors rappeler et compléter les transformations d’une matrice ne modifiant pas le rang.

Les transformations élémentaires sur les colonnes ou les lignes d’une matrice, ne modifiant pas le rang de cette matrice
sont :

e Echange de deux colonnes. L’échange de la colonne i et de la colonne j (i #j) : C; < Cj.
Echange de deux lignes. L’échange de la ligne i et de la ligne j (1 #j) : Ly & L.
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e Multiplier une colonne par un nombre A # 0 : Cj + AC;j.
Multiplier une ligne par un nombre A # 0 : Lj « AL;.

e Ajouter une colonne a une autre : Cj «+ Cj + Cy (i #j).
Ajouter une ligne & une autre : Ly « Ly +Lj (i #j).

les transformations moins élémentaires sur les colonnes ou les lignes d’une matrice, ne modifiant pas le rang de cette
matrice :

e Permuter des colonnes : pour toute permutation o de [1,n], rg( Ci ... G ) = rg( Cory --v Corp )
Ly Lo
Permuter des lignes : pour toute permutation o de [1,n], rg : =rg :
Ln I—cr(n)

e Ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes : Cj « Cj + Z AiCy.
i#j
Ajouter & une ligne une combinaison linéaire des autres lignes : Lj « L; + Z AL
j#L

n
@ On peut appliquer la transformation C;i « Z AjC; sans changer le rang si on prend bien garde au fait que A;
j=1
(le coefficient de C;) soit non nul. De méme pour les lignes.

Enfin, on ne change pas le rang d’une matrice quand :
e on supprime une colonne de 0 ou une ligne de 0 (la nouvelle matrice a alors un format différent du format de départ),
e On supprime une colonne (ou une ligne) qui est égale ou plus généralement colinéaire & une autre colonne (ou une

autre ligne).

e On supprime une colonne (ou une ligne) qui est combinaison linéaire d’autres colonnes (ou d’autres lignes).

a 0 ... ... 0 b
0o .o S0
.0 0
Exercice 6. Soit p > 2. Soit A = 8 g 2 8 € M2, (C).
L 0 0
o . . N 0
b 0 ... ... 0 a
Déterminer rg(A) en fonction de a et b.

Solution 6. On effectue les transformations : Vj € [1,p], Cj « Cj + C2p41-j. On obtient

a+b 0 ... ... 0 b
0o .o S0
. 0 0
M) =1t 0 aib a0
) ) 0 0
o . . L0
a+b 0 ... ... 0 a
e Si a+ b =0 ou encore si b =—a, en supprimant les colonnes de 0 puis en supprimant les p premiéres lignes, chacune

étant colinéaire a 'une des p derniéres, on a
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0
0o a 0 0
rg(A) =rg [ ° 8 1 D T )
: o 0
o
0 0 «a
Sib=—az#0,1g(A)=petsia=b=0, rg(A)=0.
e Si a+ b # 0 ou encore si b # —a,
1 0 0 b
0 0
00
ra(A) =g R
] 00
o . . .00
1 0 ... . 0 a

On effectue les transformations : Vi € [p 4+ 1,2p], Ly « Ly — Lyp41-i. On obtient

1 0 0 b
0 0
0 0
rg(A) =rg g) aEb 8
: . 0
0 ... ... 0 a—b

Sib # a (et b# —a), rg(A) = 2p (matrice triangulaire a coefficients diagonaux tous non nuls). Si a = b # 0, en
supprimant les p derniéres lignes qui sont nulles puis les p derniéres colonnes, chacune colinéaire & I'une des p premiéres,
on obtient rg(A) =rg(l,) =p.

En résumé,

e Sib#aetb#—a,rg(A)=2p et en particulier, A est inversible.
eSib=a#0oub=—a#0,rgA)=p.
eSia=b=0,rg(A)=0.

Exercice 7. Soient n € N* puis A € M, (K). Soit B la matrice diagonales par blocs définie par
A On ... On
0n A N « :
B= € Mnp(K) (ott p € N* et O, est la matrice nulle de format n).
Lo o,
On ... On A

Déterminer le rang de B en fonction du rang de A.

Solution 7. Soit r =rg(A) € [0,n]. Sir =0, alors A = 0 puis B = 0 et donc rg(B) = 0. On suppose maintenant r € [[1,n].

1l existe (P1,Q1) € (GLn(K))? tel que A = Qq],Py.
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On pose P = On P1 € Mup(K) et Q = On Qi 7o € My (K). Un calcul par blocs montre
On T
On On Py On ... On Qg
N Q' O .. On
inversibles, d' s | O P ' 0 Q' '
que P et Q sont inversibles, d’inverses respectifs et _
: . On : . On
On ... On P! On ... On Q7
Jo On ... On J» On ... On
— On Jr : . B On Jr o
De nouveau, un calcul par blocs fournit A = Q _ P puis rg(A) = rg _ . En
: . - On P
On ... On Jr On - On Jr
supprimant les colonnes nulles puis les lignes nulles, on obtient
I, On On
Oon Ir
rg(A) =rg ) =1g (Ipr) =pr=prg(A),
- On
On 0n L

ce qui reste vrai quand r = 0.

On a montré que rg(B) = p rg(A).

3.5 Matrices extraites. Une autre caractérisation du rang
3.5.1 Définition d’une matrice extraite

n € My p(K). Une matrice extraite de la matrice A est une matrice de la forme

On se donne une matrice A = (a; j)1<i<
1<j<p
Ay = (1) 1<kgm ol
1<1<q
e (m,q) € [1,n] x [1,7],
e I={i1,..,im} C[1,n] avec i1 < ... < inm,
o ] :{jla”qu}c [[]?p]] avecj1 <... <qu
o V(k 1) € [[])mﬂ X [[])qﬂa Xk, 1 = Qig,jy-
0 2 -1 0 4 2
Exemple. La matrice ( 3 ) est une matrice carrée de format 2, extraite de la matrice A = 2 =3 7 -1
0o 0 3 -
Elle est obtenue en « barrant puis supprimant » dans la matrice A les colonnes 1 et 3 et la ligne 3. a

3.5.2 Caractérisation du rang comme le format maximal d’une matrice extraite inversible

Théoréme 30. Soit A € My, ,(K) \ {0}.
Le rang de A est le format maximum d’une matrice carrée extraite de A et inversible.

Plus explicitement, si r € [1, Min{n, p}],
rg(A) = si et seulement si il existe une matrice carrée de format r extraite de A et inversible et toute matrice carrée
extraite de A de format strictement supérieur & r est non inversible.

i<n € Mnp(K) \ {0}. On note Cy, ..., Cp les colonnes de A.

DEMONSTRATION .  Soit A = (ajj)1
1<i<p

<
<

e Soit 1 € [1, Min{n, p}]. On suppose qu’il existe une matrice carrée de format r, extraite de A et inversible. Quite & permuter les
colonnes de A puis les lignes de A, ce qui ne modifie pas le rang de A, on peut supposer que la matrice extraite A" = (aij); j<r

est inversible. Montrons que la famille (Cy,...,Cy) est une famille libre de Mn 1 (K).
Soient Ci, ..., C/, les vecteurs Cy, ..., C; tronqués a la r-éme composante (si pour j € [1,7], Cj = mi,ﬂ]gigw alors C{ = (ai»i)1<i<r)'
La matrice A’ = ( C; ... C/ ) est une matrice carrée inversible. Donc, (C7,...,C;) est une base de M,1(K) et en particulier

une famille libre de M, ; (K). Mais alors, pour (A,...,A:) € K7,
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> MG =0=) MG =0=Y€[1,7], Aj=0.

j=1 j=1
La famille (Cy,...,Cy) est donc une famille libre de My 1 (K). On en déduit que rg(A) > .

e Réciproquement, supposons que rg(A) > r. Il existe r colonnes de A constituant une famille libre de My, 1 (K). Quite & permuter
les colonnes de A, ce qui ne modifie pas le rang de A, on peut supposer que (Cr,...,C;) est une famille libre de My, (K).

Soit A; = ( C; ... C» ) € Mnp(K). rg (A1) =1 et donc, on peut trouver r lignes de A; constituant une famille libre de M, ; (K).
Soit A’ la matrice carrée de format T constituée de ces T lignes. A’ est une matrice carrée de format r, extraite de A et de plus A’
est inversible car de rang 7.

On a montré que rg(A) > 1 si et seulement si il existe une matrice carrée de format r, extraite de A et inversible.

Puisque, rg(A) =1 si et seulement si rg(A) > 1 et rg(A) 21+ 1, on en déduit que rg(A) = 1 si et seulement si il existe une matrice
carrée de format r, extraite de A et inversible et toute matrice carrée de format strictement supérieur a r, extraite de A, est non
inversible.

a

On peut améliorer le théoréme 30 en limitant le nombre de vérifications :

Théoréme 31. Soit A € My, (K) \ {0}. Soit v € [1, Mi{n,p} —1].

rg(A) =7 si et seulement si il existe une matrice carrée de format r extraite de A et inversible et toute matrice carrée
extraite de A de format r+ 1 est non inversible.

DEMONSTRATION . L’implication de gauche & droite est une conséquence du théoréme 30.

Inversement, supposons qu’il existe une matrice carrée de format r extraite de A et inversible et que toute matrice carrée extraite
de A de format r+ 1 est non inversible. Puisqu’il existe une matrice carrée de format r extraite de A et inversible, on a rg(A) > .
Mais on ne peut avoir rg(A) > r+ 1, car sinon il existe une matrice carrée de format r 4 1 extraite de A et inversible. Ceci montre
que rg(A) =.

a
4 'Trace
4.1 Trace d’une matrice carrée
DEFINITION 5. Soient n > 1 puis A = (ai,j)Ki j<n € M, (K).
La trace de la matrice A, notée Tr(A), est la somme des coefficients diagonaux de A :
n
Tr(A) = Z aii.
i=1
Théoréme 32. La trace est une forme linéaire sur M, (K) :
2
V(A,B) € (Mn(K))", V(A n) € K?, Tr(AA + uB) = ATr(A) + pTr(B).
DEMONSTRATION . Posons A = (ai,j)lgmgn et B = (b1‘_7j)]<i7j<n.
Tr(AM +uB) = Y (Aayi+ubyi) =AY ayi+u ) bii=ATr(A)+ uTr(B).
i1 i=1 i=1
a
Théoréme 33. V(A, B) € (Mn(K))?, Tr(AB) = Tr(BA). |
DEMONSTRATION . Posons A = (@ij)i¢ijcn €t B = (bij)¢;jcn- Le coefficient ligne i, colonne i, de AB est Z ai,jbji et le

j=1

n
coefficient ligne j, colonne j, de BA est Z bj,iai,;. Donc

i=1
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TI‘(AB) = Z (Z ai,jbﬁ) =

n
i=1 \j=1 j—

(Z bj,ia-l,j) = TI‘(BA)
1

j i=1

]
Exercice 8. Existe-t-il (A,B) € (J\/[n(]K))2 tel que AB—BA =17
Solution 8. Non, car pour tout (A,B) € (Mn(K))z, Tr(AB — BA) = Tr(AB) — Tr(BA) =0 # n = Tr (I,).
Théoréme 34. Deux matrices semblables ont méme trace.
DEMONSTRATION .  Soient A € M, (K), P € GL,(K) puis B = P~'AP.
Tr(B) = Tr (lf1 (AP)) —Tr ((AP)P") — Tr(A).
]

Si A, B et C sont trois matrices carrées, on a Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA) car par exemple

Tr(ABC) = Tr((AB)C) = Tr(C(AB)) = Tr(CAB). Mais en général, Tr(ABC) # Tr(ACB).
Par exemple, prenons A = E; 5, B = E;», C = E; 5. Alors, ABC = Eq 7 et donc Tr(ABC) =1 et ACB = 0 et donc
Tr(ACB) = 0.

Exercice 9.
1 -1 -2 4 7
1) Les matrices A= | 2 2 1 et B= 0 1 0 | sont -elles semblables dans M3(C) ?
3 -1 4 -5 2 2
100 1 1 0
2) Lesmatrices I3 = 0 1T 0 |etA=]| -1 4 7 sont -elles semblables dans M3 (C) ?
0 1 6 5 -2

Solution 9.

1) Tr(A)=442+1=7et Tr(B) =—2+1+2=1. Tr(A) # Tr(B) et donc A et B ne sont pas semblables.

2) Pour P € GL3(C), P~'I3P = I3 ou encore une matrice semblable & I3 est égale 4 I3. On en déduit que I3 et A ne sont
pas semblables. Pourtant, Tr(A) =144 —2 =3 =Tr (I3).

Ainsi, deux matrices carrées peuvent avoir mettre trace sans étre semblables. La réciproque du théoréme 34 est fausse.

4.2 Trace d’un endomorphisme

Théoréme 35. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n. Soit f € £(E).
Soient B et B’ deux bases de E. Soient A = Mats (f) et A’ = Matg/(f).

Alors, Tr(A) = Tr(A’).

DEMONSTRATION .  Soit P la matrice de passage de B a B’. Les formules de changement de base fournissent A’ = P~'AP. Les

matrices A et A’ sont semblables et on en déduit que ces matrices ont méme trace.
a

Ainsi, le nombre Tr (Matg (f)) ne dépend pas de la base B (ce nombre ne dépend que de f). Ceci motive la définition
suivante :

DEFINITION 6. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n. Soit f € L(E).

La trace de f, notée Tr(f), est la trace de sa matrice dans une base donnée B de E.

On peut exprimer la trace d’'un endomorphisme a ’aide des formes coordonnées : si (eq,...,en) est une base donnée de
E, alors
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n

Tr(f) = ) el (f(er)).

i=1
D’aprés le théoréme 35, le nombre Tr(f) ne dépend pas de la base (eq,...,en) choisie.

Le théoréme qui suit montre que la trace peut avoir une signification trés concréte.

Théoréme 36. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n. Soit p une projection.

Alors, Tr(p) = rg(p) (la trace d’un projecteur est son rang).

DEMONSTRATION . Si rg(p) = 0, alors p = 0 puis Tr(p) = 0 = rg(p). Si rg(p) = n, alors p = Ide (car par exemple,
rg(p) =n = p € GL(E) puis p2 =p = p =1de). Dans ce cas, Tr(p) =n =rg(p).
On suppose dorénavant que rg(p) =1 € [1,n—1]. Dans une base B de E adaptée a la décomposition E = Im(p) ® Ker(p), la matrice

A de p est ( 0 L OOT”FT ) Mais alors, Tr(p) = Tr(A) = =rg(p).
’ ’ o
1 1 2 2
Exemple. Soit f 'endomorphisme de R3 de matrice A = 5 2 4 4 | dans la base canonique B = (e7, ez, e3) de R3.
2 4 4
1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2
A2:§ 2 4 4 2 4 4 = 37 18 36 36 =3 2 4 4 = A. Donc, f2 = f et f est une
2 4 4 2 4 4 18 36 36 2 4 4
projection.

rg(f) = Tr(f) = %(1 +44+4)=1,

(ce qui est encore plus immeédiat ici & partir de la matrice mais dans le cas général, la trace est certainement plus facile a
calculer que le rang). Ainsi, f est une projection sur une droite parallélement a un plan.

Plus explicitement, f est la projection sur Im(f) = Vect(u) ot u = ey + 2e; + 2e3 (obtenu a partir des colonnes de la
matrice et en particulier de la premiére) parallélement au plan d’équation x + 2y + 2z = 0 (obtenu a partir des lignes de

la matrice et en particulier de la premiére).
a
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