Planche n°26. Matrices (partie I). Corrigé

Exercice n° 1

111 111 333 111
nPRE=111 111 |=333]|=3[111]=3].
111 111 333 111

Montrons par récurrence que pour tout n € N*, J& = 3n~1J.
o [’égalité est vraie quand n = 1.
e Soit . > 1. Supposons que J™ = 3"~']. Alors,
]TL+] — In % I _ 3TL—]] % I — 311—1 % 3] _ 3(TL+])—1I.

On a montré par récurrence que pour tout n € N*, J& = 3n~17,

100 111
2)A=[0 1T 0 |+[1 1 1 |=13+7]
0 0 1 111

Soit n € N*. Puisque les matrices I3 et ] commutent (I3 x J =] x I3 =7J), la formule du bindme de NEWTON fournit :

At =(+])" =) (}Z) B =1+ ) (‘;) J*

k=0

+
L A2 Ar T A
=341 a2 ano )
4gn_1 4n—1 an g2

Cette derniére égalité reste vraie quand n =0 (A° = I3) et donc,

LN RVLE T
4n_1 4n42 4n g

41 4v 1 4n 42

3) a) On a vu que J? = 3] ou encore (A — 13)2 =3 (A —I3). En développant, on obtient A% —2A + I3 = 3A — 313 puis
A? —5A +413 = 0.

1 1
b) On en déduit que —A? + 5A = 413 puis que A x — (—A +5I3) = — (—A + 5I3) x A = I3. Par suite, A est inversible et

4 4

3 -1 -1

A“:%(—A+513):% -1 3 -1
-1 -1 3

Un

4) a) Pour n € N, posons X;, = vn | . Alors, pour tout n € N, X1 = AX,, puis, par récurrence, pour tout n € N,
Wn

Xn = A™Xp. Ceci fournit plus explicitement pour tout n € N,

http ://www.maths-france.fr 1 © Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés.



Un 1 4m 42 4 —1 4" —1 1 1 A" 42 424" =1)
Vn =3 4™ —1 4m 42 4n -1 0 =3 4" —1 424" =1)
Wn 4m —1 4 —1 4" 42 2 4™ —142(4™ +2)
1 3 x4n 4n
=3 3x4nm =3 | = 4™ -1
3x4™+3 4™ 41
yneN u, =4™ vy, =4 —letwy =4™"+ 1.
X
b) Soient (x,y,z) ER3 puis X=| y | et B= 1
z —1
X 1 3 =1 -1 5 X 15/4
Sy AX=B&X=A""B& | y =71 1 3 T Jely|=[-1/4
z -1 -1 3 —1 z —9/4

5 1 9
L’ensemble des solutions du systéme proposé est . = { <T’ - _4_1) }
Exercice n° 2

Soient x et y deux réels.

ANA(Y) = cosx —sinx cosy —siny \ [ cosxcosy—sinxsiny — (sinxcosy + cosxsiny)
Y=\ sinx  cosx siny cosy ~\sinxcosy 4+ cosxsiny cosxcosy —sinxsiny

_ ( cos(x +y) —sin(x+y)

sin(x +y)  cos(x +y) )_A(x+y).

En particulier,

et A(x) est inversible d’inverse A(—x).

On a aussi, pour n entier naturel non nul donné :

(A" =AX)AKX)..AX) =Ax+x+...+x) = A(nx),

ce qui reste clair pour n = 0 car A(x)° = I = A(0). Enfin, pour n entier naturel non nul, (A(x)) ™ = (A(x)"")™ =
A(—x)" = A(—nx). Finalement,

vn € Z, (A()" = Alnx) = ( cos(nx) —sin(nx) )

sin(nx)  cos(nx)

Exercice n° 3

1) Soit (i,j) € [1,n]?. ai; =1 si et seulement si i+j =n+ 1 ou encore j =n + 1 —1 et sinon, a;,; vaut 0. Donc,

V(i,i) € [1,n]?, aij =8ni1-i-

2) Soit (i,j) € [1,n]?. Le coefficient ligne i, colonne j, de A2 vaut

n n
E aixbyx,j = E a1, k0nt1-k,j = dnt1—(nt1-1),j = 81,
k=1 -

Par suite, A2 = I,. Par suite, A € GL,(R) et A1 = A. En particulier, pour tout n € Z, A™ existe.

3) Mais alors, pour k entier relatif donné, A2% = (Az)k = ([p)" =1, et AZHT = AZK 5 A = A,
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Vk € Z, A% =1, et AT = A I

Pour x €] —1,1[, posons M(x) = \/11_2 ( l 71( ) Posons ensuite G = {M(x), x €] — 1, 1[}.
—X

Soit alors x €] — 1, 1[. Il existe un réel a (et un seul) tel que x = tha. On a
T x\ h 1 tha \ [ cha sha
x 1) 7MY tha 1 “ \ sha cha /-
cha sha - N .
Posons, pour a € R, N(a) = sha cha ) On a ainsi Vx €] — 1, 1], M(x) = N(a) ou a est le réel tel que x = tha ou
aussi, Va € R, N(a) = M(th a). Par suite, G = {N(a), a € R}.
Soit alors (a,b) € R2.

Exercice n° 4

N(a)N(b) = cha sha chb shb \ [ chachb+shashb shachb+shbcha
"\ sha cha shb chb /  \ shachb+shbcha chachb+shashb

_ ( ch(a+b) sh(a+b) \
= < sh(a+b) ch(atb) )~ Na+b)
Montrons alors que G est un sous-groupe de (GL;(R), x).

e N(0) =1, € G et donc G est non vide.

eVaeR, N(a) x N(—a) = N(—a) x N(a) = N(0) = I, et donc, pour tout a € R, N(a) € GLz(R). Par suite,
G C¥%Z>R).

e V(a,b) € RZ, N(a)N(b) =N(a+b)eGet VacR, (N(a))"' =N(—a) € G.

On a montré que G est un sous-groupe de (9.Z>(R), x) et donc que (G, x) est un groupe.

Exercice n° 5

1) 0, +0I, +0J € E. Ensuite, pour (x,x’,y,y’) € R*, (xI2 +y]) — (x'I2 +y']) = (x —x")I2 + (y —y’)] € E. Donc, E est
un sous-groupe du groupe (4> (R),+).

2) ]2 = ( (]) } > < (]) } ) = < (]) % ) = 2] — 1. Plus généralement, pour (x,y,x’,y’) € R,

M(x,y) x M(x',y') = (xI2 +y]) x (x'T2 +y']) = xx'To + (xy’ +yx")] +yy'J* = (o’ —yy )T+ (xy’ +yx" + 2yy”)] (%)
Montrons alors que (E, 4+, x) est un sous-anneau de 'anneau (.2 (R),+, x).

e On sait déja que (E,+) est un sous-espace groupe du groupe (.#2(R),+).
e D’aprés (%), la restriction de x & E est une loi interne dans E.

e [’élément pour x a savoir I = 1.1 +0.] est dans E.

e D’aprés (*), X est commutative dans E.

Dong, (E,+, X) est un sous-anneau commutatif de ’anneau (.#5(R),+, x).

3) Soit (x,y,x’,y’) € R
Mixy) =Mixyy) e x (o § ) ru( g g ) =x < D)v(o 1)
X+ / y /
<:>< 0 x+y> (

4) Soit (x,y,x’,y’) € R*. D’aprés le calcul de la question 2), M(x,y) x M(x’,y’) = M(xx' —yy’,xy’ +yx’ + 2yy’) puis
puis

o—l
o—l—

)(:)x+y:x/—l—y’ety:y’(:)x:x’ety:y’.

M(x,y) x M(x,y') =1 & M(xx' —yy',xy’ +yx’ + 2yy’) = M(1,0)

yx’ + (x+2y)y’ =0 (d’aprés la question 3)).
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Le déterminant de ce dernier systéme d’inconnues x’ et y’ vaut x(x + 2y) +y? = x? + 2xy +y* = (x +y)?.

Siy # —x, ce systéme admet un et seule couple solution. Par suite, si y # —x, il existe (x’,y’) € R? tel que
M(x,y) X M(x’,y’) = I,. Dans ce cas, la matrice M(x,y) est inversible dans E.

x(x"+y') =
—x(x"+y’)=0

Les inversibles de ’anneau (E, +, x) sont les matrices M(x,y) ol x et y sont deux réels tels que y # —x.

5) a) Soit (x,y) € R2.

Siy = —x, le systéme s’écrit { et n’a pas de solution.

2 2 _
2 _ 2 .2 2\ _ x-—y =1 y=0 X" =Y~ =
Mixul =12 & M (2~ 2+ 20%) =MO,0 & { J oV ST e 80 a0
o y=20 oul Y= 0
x=1 x=—1
Dans E, I’équation X2 = I, admet exactement deux solutions & savoir I, et —I5.
b) Soit (x,y) € R
X2 —y? =0 =0 =_
Yy Y X - _
M(X’)—O(:’{ ( y) =0 <:>{X2:O Ou{ozo cy=x
Dans E, Péquation X? = 0 admet pour solutions les matrices de la forme A(J — 1) = ( 0 0 ), AeR.

c) Soit (x,y) € R2.

2 2 2 2
2 X -yt =x Xyt =x
M(Xay) = M( )y)<:>{ Zy(X—H_J =y <:>{ y(2X+2y—]):0
1
_ Yy=—x+=
AN y=o0 ou 2
2 =x 5 ( 1)
XT—|—x+5] =X
2
Too
N y=0 ou Y= ou 4 PEN y=0 ou Y
Yy=-—x+=

Dans E, Péquation X? = X admet exactement deux solutions & savoir 0 et I,.

6) Posons N =] — ( 8 (]) > On a N2 =0 et plus généralement N* = 0 pour tout k > 2.

Soient (x,y) € R? et n € N*.

M(x,y) =xI+y] =xI+y(I+N)=(x+y)I+yN.

Puisque les matrices (x +y)I et yN commutent, la formule du binéme de NEWTON permet d’écrire

n

(Mx,y)" = ((c+y)T+yN)" = 3 (1;) (x+y)" FI RN
k=0

=(x+y) " I+ny(x+y)"'N= ( (X+Oy)“ ny(x +y)~! )

Exercice n° 6

Soit A = (ak,1)1<k,1<n € #n(K). Si A commute avec toute matrice, en particulier : ¥(i,j) € {1,...,n}%, ALy = EqjA.
Maintenant, pour (i,j) € [1,n]?,
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0 ... 0 ari 0 ... 0

azi
n .
ALy = Z ax1Ex 1By = Z ay,ikx; =
k1 k=1
0 0 ani O 0

j
0 ... 0
n 0 e e e 0

Ei,jA:Zak,lEi,jEk,l = ZajylEm = a1 45,2 oo Oin — i

k1 1=1 0 0
0 cee 0

Puisque AE;; = E;;A, les coeflicients situés ligne i, colonne j de ces deux matrices sont égaux. Donc, a;i; = a; ;. Ceci est
vrai pour tout (i,j) € ﬂ],nﬂz et donc les coefficients diagonaux de A sont égaux.

D’autre part, en reprenant 1'égalité AE;; = E; j, on obtient le fait que tous les ay i, k # 1, et tous les a; 1, L # j, sont nuls,
et ceci pour tout (i,j) € [1,n]?. Dit simplement, tous les coefficients non diagonaux de A sont nuls.

En résumé, si A commute avec toute matrice, ses coefficients non diagonaux sont nuls et ses coeflicients diagonaux sont
égaux. Par suite, il existe un scalaire A € K tel que A = Al,,. Réciproquement, si A est une matrice scalaire, A commute
avec toute matrice.

Exercice n° 7

Soient k et | deux entiers tels que 1 <k <net 1 <1< n. Le coefficient ligne k, colonne 1 de AA vaut :

wk=D6-1) ,=0-D0=1) _

1 j

(wkfl)l'*l )

1

I

n

)

n
ler cas. Sik =1, w* ' =1, et le coefficient vaut Z] =n.
j=1

2éme cas. Sik #1. Ona —(n—1) <k—1l<n—1avec k—1#0 et donc, k — 1 n’est pas multiple de n. Par suite,
Wkt £ T et

i R e e N e
(wk—L)J T _ ( ) _ —0.
< 1—w 1—w
j=1
_ _ 1_
En résumé, AA =nl,. De méme, AA = nl,,. Donc A est inversible et A~! = EA.

Exercice n° 8

1
11
alors, puisque I et | commutent, la formule du binéme de NEWTON fournit pour n entier naturel non nul donné :

A“_(I+])“—I+; <E)]k—l+ <; (2)2“)]—”% ((; <L‘)zk> —1)]

T N 1 1341 3
_I+§((]+2) _UI_IJ’_E(?’ _])I_z<3n_‘| 3n+]>

1) Posons | = de sorte que A = 1+7]. On a J? = 2] et donc, plus généralement : Yk > 1, J* = 2k~T]. Mais

ce qui reste vrai pour n = 0. Donc,

vn e N, A“—](

3"—1 3" +1

1341 301
~2
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Pour n entier naturel donné, posons X, = ( :n ) Pour tout entier naturel n, on a alors X,,;1 = A x X, et donc,
n
3" +1
1/3"+1 30 —1 1 2
_ n — _ —
Xn=A XX0_2(3“—1 3“+1>(o) 31
2
Donc,
3" +1 3" —1
VnEN,un:Tetvn: 7

2) Soit 1 € N. un41 +vni1 = 3(un + vn). Dong, la suite w+v est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme
U +vo = 1. On en déduit que

vneN, u, +v, =3" (I).
De méme, pour tout entier naturel n wn41 — V41 = Un — vn. Donc, la suite u + v est une suite constante. Puisque
Uup —vo = 1, on en déduit que

vneN, u, —v, =1 (II).

En additionnant et en retranchant (I) et (II), on obtient

341 3m -1

vneN u, = et v, = 5
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