
Planche no 26. Matrices (partie I). Corrigé

Exercice no 1

1) J2 =





1 1 1

1 1 1

1 1 1









1 1 1

1 1 1

1 1 1



 =





3 3 3

3 3 3

3 3 3



 = 3





1 1 1

1 1 1

1 1 1



 = 3J.

Montrons par récurrence que pour tout n ∈ N
∗, Jn = 3n−1J.

• L’égalité est vraie quand n = 1.

• Soit n > 1. Supposons que Jn = 3n−1J. Alors,

Jn+1 = Jn × J = 3n−1J× J = 3n−1 × 3J = 3(n+1)−1J.

On a montré par récurrence que pour tout n ∈ N
∗, Jn = 3n−1J.

2) A =





1 0 0

0 1 0

0 0 1



+





1 1 1

1 1 1

1 1 1



 = I3 + J.

Soit n ∈ N
∗. Puisque les matrices I3 et J commutent (I3 × J = J× I3 = J), la formule du binôme de Newton fournit :

An = (I3 + J)
n
=

n∑

k=0

(

n

k

)

In−k
3 Jk = I3 +

n∑

k=1

(

n

k

)

Jk

= I3 +

(

n∑

k=1

(

n

k

)

3k−1

)

J = I3 +
1

3

(

n∑

k=1

(

n

k

)

3k

)

J = I3 +
1

3

(

n∑

k=0

(

n

k

)

3k − 1

)

J

= I3 +
(1+ 3)n − 1

3
J = I3 +

4n − 1

3
J

=
1

3





4n + 2 4n − 1 4n − 1

4n − 1 4n + 2 4n − 1

4n − 1 4n − 1 4n + 2



 .

Cette dernière égalité reste vraie quand n = 0 (A0 = I3) et donc,

∀n ∈ N, An =
1

3





4n + 2 4n − 1 4n − 1

4n − 1 4n + 2 4n − 1
4n − 1 4n − 1 4n + 2



.

3) a) On a vu que J2 = 3J ou encore (A− I3)
2
= 3 (A − I3). En développant, on obtient A2 − 2A + I3 = 3A − 3I3 puis

A2 − 5A + 4I3 = 0.

b) On en déduit que −A2 + 5A = 4I3 puis que A× 1

4
(−A + 5I3) =

1

4
(−A+ 5I3)×A = I3. Par suite, A est inversible et

A−1 =
1

4
(−A+ 5I3) =

1

4





3 −1 −1

−1 3 −1

−1 −1 3



 .

A−1 =
1

4





3 −1 −1

−1 3 −1

−1 −1 3



.

4) a) Pour n ∈ N, posons Xn =





un

vn
wn



. Alors, pour tout n ∈ N, Xn+1 = AXn puis, par récurrence, pour tout n ∈ N,

Xn = AnX0. Ceci fournit plus explicitement pour tout n ∈ N,
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



un

vn
wn



 =
1

3





4n + 2 4n − 1 4n − 1

4n − 1 4n + 2 4n − 1
4n − 1 4n − 1 4n + 2









1

0
2



 =
1

3





4n + 2+ 2 (4n − 1)

4n − 1+ 2 (4n − 1)
4n − 1+ 2 (4n + 2)





=
1

3





3× 4n

3× 4n − 3

3× 4n + 3



 =





4n

4n − 1

4n + 1





∀n ∈ N, un = 4n, vn = 4n − 1 et wn = 4n + 1.

b) Soient (x, y, z) ∈ R
3 puis X =





x

y

z



 et B =





5

1

−1



.

(S) ⇔ AX = B ⇔ X = A−1B ⇔





x

y

z



 =
1

4





3 −1 −1

−1 3 −1

−1 −1 3









5

1

−1



⇔





x

y

z



 =





15/4

−1/4

−9/4



 .

L’ensemble des solutions du système proposé est S =

{(
15

4
,−

1

4
,−

9

4

)}
.

Exercice no 2

Soient x et y deux réels.

A(x)A(y) =

(

cos x − sin x

sin x cos x

)(

cosy − siny

siny cosy

)

=

(

cos x cosy− sin x siny −(sin x cosy+ cos x siny)

sinx cosy+ cos x siny cos x cosy− sin x siny

)

=

(

cos(x+ y) − sin(x+ y)

sin(x + y) cos(x+ y)

)

= A(x + y).

En particulier,

A(x)A(−x) = A(−x)A(x) = A(0) =

(

1 0

0 1

)

= I2,

et A(x) est inversible d’inverse A(−x).

On a aussi, pour n entier naturel non nul donné :

(A(x))n = A(x)A(x)...A(x) = A(x + x+ . . . + x) = A(nx),

ce qui reste clair pour n = 0 car A(x)0 = I2 = A(0). Enfin, pour n entier naturel non nul, (A(x))−n = (A(x)−1)n =

A(−x)n = A(−nx). Finalement,

∀n ∈ Z, (A(x))n = A(nx) =

(

cos(nx) − sin(nx)
sin(nx) cos(nx)

)

.

Exercice no 3

1) Soit (i, j) ∈ J1, nK2. ai,j = 1 si et seulement si i+ j = n+ 1 ou encore j = n + 1− i et sinon, ai,j vaut 0. Donc,

∀(i, j) ∈ J1, nK2, ai,j = δn+1−i,j.

2) Soit (i, j) ∈ J1, nK2. Le coefficient ligne i, colonne j, de A2 vaut

n∑

k=1

ai,kbk,j =

n∑

k=1

δn+1−i,kδn+1−k,j = δn+1−(n+1−i),j = δi,j.

Par suite, A2 = Ip. Par suite, A ∈ GLp(R) et A−1 = A. En particulier, pour tout n ∈ Z, An existe.

3) Mais alors, pour k entier relatif donné, A2k =
(

A2
)k

= (Ip)
k
= Ip et A2k+1 = A2k ×A = A.
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∀k ∈ Z, A2k = Ip et A2k+1 = A.

Exercice no 4

Pour x ∈] − 1, 1[, posons M(x) =
1√

1− x2

(

1 x

x 1

)

. Posons ensuite G = {M(x), x ∈] − 1, 1[}.

Soit alors x ∈] − 1, 1[. Il existe un réel a (et un seul) tel que x = tha. On a

M(x) =
1√

1− x2

(

1 x

x 1

)

= cha

(

1 tha

tha 1

)

=

(

cha sha

sha cha

)

.

Posons, pour a ∈ R, N(a) =

(

cha sha

sha cha

)

. On a ainsi ∀x ∈] − 1, 1[, M(x) = N(a) où a est le réel tel que x = tha ou

aussi, ∀a ∈ R, N(a) = M(tha). Par suite, G = {N(a), a ∈ R}.

Soit alors (a, b) ∈ R
2.

N(a)N(b) =

(

cha sha

sha cha

)(

chb shb

shb chb

)

=

(

cha chb+ sha shb sha chb+ shb cha

sha chb+ shb cha cha chb+ sha shb

)

=

(

ch(a+ b) sh(a + b)

sh(a+ b) ch(a + b)

)

= N(a+ b).

Montrons alors que G est un sous-groupe de (GL2(R),×).

• N(0) = I2 ∈ G et donc G est non vide.
• ∀a ∈ R, N(a)×N(−a) = N(−a)×N(a) = N(0) = I2 et donc, pour tout a ∈ R, N(a) ∈ GL2(R). Par suite,
G ⊂ G L 2(R).
• ∀(a, b) ∈ R

2, N(a)N(b) = N(a+ b) ∈ G et ∀a ∈ R, (N(a))−1 = N(−a) ∈ G.

On a montré que G est un sous-groupe de (G L 2(R),×) et donc que (G,×) est un groupe.

Exercice no 5

1) 02 + 0I2 + 0J ∈ E. Ensuite, pour (x, x ′, y, y ′) ∈ R
4, (xI2 + yJ) − (x ′I2 + y ′J) = (x− x ′)I2 + (y− y ′)J ∈ E. Donc, E est

un sous-groupe du groupe (M2(R),+).

2) J2 =

(

1 1

0 1

)(

1 1

0 1

)

=

(

1 2

0 1

)

= 2J− I. Plus généralement, pour (x, y, x ′, y ′) ∈ R
4,

M(x, y)×M(x ′, y ′) = (xI2 + yJ)× (x ′I2 + y ′J) = xx ′I2 + (xy ′ + yx ′)J+ yy ′J2 = (xx ′ − yy ′)I+ (xy ′ + yx ′ + 2yy ′)J (∗).

Montrons alors que (E,+,×) est un sous-anneau de l’anneau (M2(R),+,×).

• On sait déjà que (E,+) est un sous-espace groupe du groupe (M2(R),+).
• D’après (∗), la restriction de × à E est une loi interne dans E.
• L’élément pour × à savoir I2 = 1.I2 + 0.J est dans E.
• D’après (∗), × est commutative dans E.

Donc, (E,+,×) est un sous-anneau commutatif de l’anneau (M2(R),+,×).

3) Soit (x, y, x ′, y ′) ∈ R
4.

M(x, y) = M(x ′, y ′) ⇔ x

(

1 0

0 1

)

+ y

(

1 1

0 1

)

= x ′

(

1 0

0 1

)

+ y ′

(

1 1

0 1

)

⇔
(

x+ y y

0 x+ y

)

=

(

x ′ + y ′ y ′

0 x ′ + y ′

)

⇔ x+ y = x ′ + y ′ et y = y ′ ⇔ x = x ′ et y = y ′.

4) Soit (x, y, x ′, y ′) ∈ R
4. D’après le calcul de la question 2), M(x, y)×M(x ′, y ′) = M(xx ′ − yy ′, xy ′ + yx ′ + 2yy ′) puis

puis

M(x, y)×M(x ′, y ′) = I2 ⇔ M(xx ′ − yy ′, xy ′ + yx ′ + 2yy ′) = M(1, 0)

⇔
{

xx ′ + yy ′ = 1

yx ′ + (x+ 2y)y ′ = 0
(d’après la question 3)).
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Le déterminant de ce dernier système d’inconnues x ′ et y ′ vaut x(x+ 2y) + y2 = x2 + 2xy+ y2 = (x + y)2.

Si y 6= −x, ce système admet un et seule couple solution. Par suite, si y 6= −x, il existe (x ′, y ′) ∈ R
2 tel que

M(x, y)×M(x ′, y ′) = I2. Dans ce cas, la matrice M(x, y) est inversible dans E.

Si y = −x, le système s’écrit

{
x(x ′ + y ′) = 1

−x(x ′ + y ′) = 0
et n’a pas de solution.

Les inversibles de l’anneau (E,+,×) sont les matrices M(x, y) où x et y sont deux réels tels que y 6= −x.

5) a) Soit (x, y) ∈ R
2.

M(x, y)2 = I2 ⇔ M
(

x2 − y2, 2xy+ 2y2
)

= M(1, 0) ⇔
{

x2 − y2 = 1
2y(x + y) = 0

⇔
{

y = 0

x2 = 1
ou

{
x2 − y2 = 1
x+ y = 0

⇔
{

y = 0

x = 1
ou

{
y = 0

x = −1
.

Dans E, l’équation X2 = I2 admet exactement deux solutions à savoir I2 et −I2.

b) Soit (x, y) ∈ R
2.

M(x, y)2 = 0 ⇔
{

x2 − y2 = 0

2y(x + y) = 0
⇔

{
y = 0

x2 = 0
ou

{
y = −x

0 = 0
⇔ y = −x.

Dans E, l’équation X2 = 0 admet pour solutions les matrices de la forme λ(J− I) =

(

0 λ

0 0

)

, λ ∈ R.

c) Soit (x, y) ∈ R
2.

M(x, y)2 = M(x, y) ⇔
{

x2 − y2 = x

2y(x + y) = y
⇔

{
x2 − y2 = x

y(2x + 2y− 1) = 0

⇔
{

y = 0

x2 = x
ou






y = −x+
1

2

x2 −

(

−x+
1

2

)2

= x

⇔
{

y = 0

x = 0
ou

{
y = 0

x = 1
ou






1

4
= 0

y = −x+
1

2

⇔
{

y = 0

x = 0
ou

{
y = 0

x = 1
.

Dans E, l’équation X2 = X admet exactement deux solutions à savoir 0 et I2.

6) Posons N = J− I =

(

0 1

0 0

)

. On a N2 = 0 et plus généralement Nk = 0 pour tout k > 2.

Soient (x, y) ∈ R
2 et n ∈ N

∗.

M(x, y) = xI+ yJ = xI+ y(I +N) = (x + y)I + yN.

Puisque les matrices (x + y)I et yN commutent, la formule du binôme de Newton permet d’écrire

(M(x, y))
n
= ((x + y)I + yN)n =

n∑

k=0

(

n

k

)

(x+ y)n−kIn−kykNk

= (x + y)nI+ ny(x + y)n−1N =

(

(x+ y)n ny(x+ y)n−1

0 (x+ y)n

)

.

Exercice no 6

Soit A = (ak,l)16k,l6n ∈ Mn(K). Si A commute avec toute matrice, en particulier : ∀(i, j) ∈ {1, ..., n}2, AEi,j = Ei,jA.
Maintenant, pour (i, j) ∈ J1, nK2,
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AEi,j =
∑

k,l

ak,lEk,lEi,j =

n∑

k=1

ak,iEk,j =





















0 . . . 0 a1,i 0 . . . 0

a2,i

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 . . . 0 an,i 0 . . . 0





















j

Ei,jA =
∑

k,l

ak,lEi,jEk,l =

n∑

l=1

aj,lEi,l =

























0 . . . . . . . . . 0
...

...
0 . . . . . . . . . 0

aj,1 aj,2 . . . . . . aj,n

0 . . . . . . . . . 0
...

...
0 . . . . . . . . . 0

























. i

Puisque AEi,j = Ei,jA, les coefficients situés ligne i, colonne j de ces deux matrices sont égaux. Donc, ai,i = aj,j. Ceci est
vrai pour tout (i, j) ∈ J1, nK2 et donc les coefficients diagonaux de A sont égaux.
D’autre part, en reprenant l’égalité AEi,j = Ei,j, on obtient le fait que tous les ak,i, k 6= i, et tous les aj,l, l 6= j, sont nuls,
et ceci pour tout (i, j) ∈ J1, nK2. Dit simplement, tous les coefficients non diagonaux de A sont nuls.

En résumé, si A commute avec toute matrice, ses coefficients non diagonaux sont nuls et ses coefficients diagonaux sont
égaux. Par suite, il existe un scalaire λ ∈ K tel que A = λIn. Réciproquement, si A est une matrice scalaire, A commute
avec toute matrice.

Exercice no 7

Soient k et l deux entiers tels que 1 6 k 6 n et 1 6 l 6 n. Le coefficient ligne k, colonne l de AA vaut :

n∑

j=1

ω(k−1)(j−1)ω−(j−1)(l−1) =

n∑

j=1

(

ωk−l
)j−1

.

1er cas. Si k = l, ωk−l = 1, et le coefficient vaut
n∑

j=1

1 = n.

2ème cas. Si k 6= l. On a −(n − 1) 6 k − l 6 n − 1 avec k − l 6= 0 et donc, k − l n’est pas multiple de n. Par suite,
ωk−l 6= 1 et

n∑

j=1

(

ωk−l
)j−1

=
1−

(

ωk−l
)n

1−ω
=

1− 1k−l

1−ω
= 0.

En résumé, AA = nIn. De même, AA = nIn. Donc A est inversible et A−1 =
1

n
A.

Exercice no 8

1) Posons J =

(

1 1

1 1

)

de sorte que A = I + J. On a J2 = 2J et donc, plus généralement : ∀k > 1, Jk = 2k−1J. Mais

alors, puisque I et J commutent, la formule du binôme de Newton fournit pour n entier naturel non nul donné :

An = (I+ J)n = I+

n∑

k=1

(

n

k

)

Jk = I+

(

n∑

k=1

(

n

k

)

2k−1

)

J = I+
1

2

((

n∑

k=0

(

n

k

)

2k

)

− 1

)

J

= I+
1

2
((1+ 2)n − 1) J = I+

1

2
(3n − 1)J =

1

2

(

3n + 1 3n − 1

3n − 1 3n + 1

)

ce qui reste vrai pour n = 0. Donc,

∀n ∈ N, An =
1

2

(

3n + 1 3n − 1
3n − 1 3n + 1

)

.
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Pour n entier naturel donné, posons Xn =

(

un

vn

)

. Pour tout entier naturel n, on a alors Xn+1 = A× Xn et donc,

Xn = An × X0 =
1

2

(

3n + 1 3n − 1

3n − 1 3n + 1

)(

1

0

)

=









3n + 1

2

3n − 1

2









.

Donc,

∀n ∈ N, un =
3n + 1

2
et vn =

3n − 1

2
.

2) Soit n ∈ N. un+1 + vn+1 = 3(un + vn). Donc, la suite u+ v est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme
u0 + v0 = 1. On en déduit que

∀n ∈ N, un + vn = 3n (I).

De même, pour tout entier naturel n un+1 − vn+1 = un − vn. Donc, la suite u + v est une suite constante. Puisque
u0 − v0 = 1, on en déduit que

∀n ∈ N, un − vn = 1 (II).

En additionnant et en retranchant (I) et (II), on obtient

∀n ∈ N, un =
3n + 1

2
et vn =

3n − 1

2
.
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