Chapitre 25. Espaces vectoriels

Plan du chapitre

1 Espaces vectoriels ... ........o. o page 2
1.1 DAANITIONS .« .ottt e e page 2
1.2 Exemples fondamentatix ... ..... ..ottt page 3
1.3 Quelques régles de calcul . ... page 4
1.4 Produits d’espaces vectoriels .. ... ... page b

2 Sous-espaces VeCtOriels .. ... ... ... page 6
2.1 Parties stables pour les deux lois. Lois induites .............ooiii i page 6
2.2 Définition d'un sous-espace vectoriel ... .. ... ... . page 6
2.3 Caractérisation d'un sous-espace vectoriel . .. ... ... . e page 7
2.4 Intersections et SOMMES e SOUS-ESPACES .. . ... v ettt ettt e ettt e et e e e e e page 8

2.4.1 Intersection de SOUS-ESPACES . . ...ttt ittt ettt e et e e et e e e e page 8
2.4.2 SOMIME A€ SOUS-ESPACES - .+« ottt ettt ettt et e e e e et et e e e e page 8
2.5 Quelques sous-espaces de TEIETEIICE . . .. ... ..t page 9

3 Sommes directes. Sous-espaces SUPPIEMENtAITES .. ... ..ottt page 11
3.1 SommMES AITECEES .ottt ettt e e page 11
3.2 Sous-espaces SUPPIEIEITAITES . . . ...t n ittt et e e page 12

4 Sous-espace engendré par une famille de vecteurs. Familles génératrices .......................... page 13
4.1 Combinaisons HNGAITES ... ... ... . e page 13
4.2 Sous-espace engendré par une famille de vecteurs (ou une partie) ............. ..ol page 14
4.3 Propriétés des sous-espaces eNgEndIS ... ... ...ttt page 16

O Familles 1IDres. Bases .. ........iuiiii it e e page 17
5.1 Vecteurs COlINGAITES .. ... .o e e page 17
5.2 Familles libres, familles s ... ... ... o page 17
5.3 Propriétés des familles libres (0U LIEES) ...ttt page 20
5.3 Bases. Coordonnées d'un vecteur dans Une base ..............o.uiuioneitint it page 24

6 Applications HHNGaires .. ............ .ottt page 25
6.1 DEfinitions ... ... page 25
6.2 Détermination des applications linéaires de K™ vers KP ... . page 26
6.3 Images directes ou réciproques de SOUS-ESPACES . ...ttt ittt ettt et et et e et page 27
6.4 Noyau et image d’une application linéaire ......... ... . i page 28
6.5 Images de familles libres ou GENETatriCes ... ... ...ttt e page 29
6.6 Ensembles d’applications HNéaires ... ..... ... . page 30

6.6.1 Llespace (LB, F) by ) ottt e page 30
6.6.2 L’annean (L), 4y 0) o rrnri i page 31
6.6.3 Automorphismes. Le groupe (GL(E),0) .. .utnit i e page 32
6.7 Formes linéaires. Hyperplans .. ....... .. page 32
6.7.1 Formes lINEaIres ... ... ..o page 32
6.7.2 Hyperplams .. ..ot page 33
6.8 Homothéties vectorielles .. ... ... ... page 33
6.9 Projections et symétries vectorielles ...... ... .. page 34
6.9.1 Projections vectorielles .. .. ... . page 34
6.9.2 Symeétries vectorielles .. .. ... page 37

7 Sous-espaces affines d’un espace vectoriel ..................... i page 39
7.1 La notation A 4 W ..o page 39
7.2 Repéres affines. CoordOnnées ... ... ...t e page 40
7.3 Sous-espaces affines d’un espace vectoriel. .. ... ... i page 40

7.3.1 Définition. Direction d’un sous-espace affine ........ ... .. page 40
7.3.2 Intersection de sous-espaces affines .......... .. page 41
7.4 Résolution de I'équation f(x) = a ot f € L(E,F) . oo e page 41

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 1 http ://www.maths-france.fr



Dans tout le chapitre, K désigne R ou C. On rappelle que (K, +, X) est un corps commutatif.

Le chapitre « Espaces vectoriels » est le premier chapitre d’algébre linéaire. Les chapitres d’algébre linéaire de maths
sup sont :

e Espaces vectoriels

e Dimension d’'un espace vectoriel

e Matrices

e Déterminants

e Systémes d’équations linéaires

1 Espaces vectoriels

1.1 Définitions

Dans le chapitre « Structures », on a déja parlé de groupes, d’anneaux et de corps. On veut définir une nouvelle structure,
la structure d’espace vectoriel. Au lycée, vous avez travaillé avec des vecteurs traditionnellement notés U, dans le plan ou
dans l'espace & trois dimensions. Vous vous étes représenté un vecteur par une fléche :

Toujours au lycée, un vecteur est utilisé pour faire de la géométrie. En physique, un vecteur sert dans un premier temps a
représenter une force. On va voir qu’un vecteur est d’abord une notion algébrique (définie par le calcul et non pas par un
dessin) et qu’un vecteur peut étre bien autre chose que cette fleche : une fonction, une suite, un polynome, et bien d’autres
objets encore pourront avoir, le moment venu, un statut de vecteur. Pour cette raison, la fléche au-dessus des vecteurs va

- =
disparaitre a terme (il serait absurde de noter f une fonction ou (un), o une suite ou P un polynéme ...). Néanmoins,
elle réapparaitra dans certains passages du cours pour faciliter la compréhension en permettant de faire plus facilement le
tri dans la nature des différents objets.

Les calculs sur les vecteurs que vous avez effectués au lycée utilisaient deux opérations. La premiére est 'addition des
vecteurs notée + qui est une loi de composition interne sur E l’ensemble des vecteurs : EXE — E . La

(®,7) = T4V
deuxiéme est la « multiplication » d’un vecteur par un nombre : AT Cette multiplication n’est pas une loi de composition
interne puisque les deux objets A et U ne sont pas de méme nature (A est un nombre et U est un vecteur). On a besoin
d’une nouvelle notion, la notion de loi de composition externe :

DEFINITION 1. Une loi de composition externe (1.d.c.e) sur E de domaine K est une application de K x E dans E :

KxE — E
(A,Tﬁ) = AT

Le point entre A et U «est» la loi externe. Ce point va rapidement disparaitre et on écrira 2u (ou méme plutdt 2u) a
la place de 2.1

On peut maintenant définir la notion d’espace vectoriel :

DEFINITION 2. Soit E un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne notée + et d’une loi de composition
externe de domaine K notée .

(E,+,.) est un K-espace vectoriel (ou espace vectoriel sur K) si et seulement si :
1) (E,+) est un groupe commutatif.
2) La loi . vérifie les quatre axiomes :
i. V(x,y) € E2, VA€ K, A.(x +Yy) = Ax+ Ay
ii. Vx € E, YA\, 1n) € K2, (A4 p)x = Ax + px
iii. Vx € E, VA, 1) € K2, A.(pnx) = (A x p).x
iv.Vx € E, T.x=x

Les éléments de E sont les vecteurs et les éléments de K sont les scalaires ou plus simplement les nombres.
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La notion d’espaces vectoriels va permettre d’unifier tous les problémes d’algébre linéaire comme par exemple la ré-
solution des équations linéaires. Depuis le début de I'année, nous avons rencontré deux types d’équations linéaires en
analyse : les équations différentielles linéaires du premier ordre (y’ + a(x)y = 0) ou linéaires du second ordre a coefficients
constants (ay” + by’ + cy = 0) et les récurrences linéaires d’ordre 2 ou d’ordre 1 (Vn € N, auni2 + buny1 +cuny =0 ou
Yn €N, Un41 = auyn). On verra plus loin que les solutions constituent dans tous les cas un sous-espace vectoriel d’un
certain espace vectoriel et que savoir cela apporte de nombreux renseignements supplémentaires.

Quand ’équation a un second membre non nul, on a été amené plusieurs fois & dire : « la solution générale de I’équation
avec second membre est la somme d’une solution particuliére de I’équation avec second membre et de la solution générale
de ’équation sans second membre ». Ce résultat est en fait un résultat général d’algébre linéaire.

1.2 Exemples fondamentaux

Tous les exemples que nous donnons ci-dessous, sont les espaces vectoriels de référence dans lesquels nous travaillerons
pendant les deux années de classe préparatoire. Vous devez considérer le fait que ce sont des espaces vectoriels comme un
résultat acquis. Nous n’effectuerons aucune démonstration car le résultat est a chaque fois immédiat (et les vérifications
a effectuer sont trés longues et fastidieuses).

e Commencons par les espaces vectoriels issus du lycée. On munit R? (resp. R3) des régles de calculs suivantes :
2
V(%) (x5 y) € (R?)7, (4 y) + (¢, y") = (x+ X,y +y7) et VA, (x,y)) € R x R?, A(x,y) = (Ax, Ay)

2
(resp. Y((x,y,2), (X/)UI)ZI” € (R3) ) (Xayaz)+(xlvylazl) = (X+Xlay +y/az+2/) et V(A, (x,y,2)) € RXR?,» Ay, z) =
(o Ay, Az).

Muni de ces deux lois

(Rz, +, ) (resp. (R3,+, )) est un R-espace vectoriel.

H
Un vecteur est ici un couple (resp. un triplet) de réels. L’élément neutre pour l'addition, le vecteur nul, est 0 =
H
(0,0) (resp. 0 = (0,0,0)). L’opposé d'un vecteur T = (x,y) (resp. U = (x,y,2)) est U = (—x, —y) (resp. —U =
(_X) _y)_Z))'

e Plus généralement, pour n > 1, on munit K™ I’ensemble des n-uplets d’éléments de K des lois produit + et . définies
par

Y (X1y ey Xn) s (YTy - ooy Yn)) € (K™, (X1y- ey Xn) + (YTye ooy Yn) = (X1 +YT1yeeeyXn + Yn)
et

V(A (X1yeeeyXn)) EKX K™ A (X1, 000 yXn) = (AX1ye. oy AXp) .

Muni de ces deux lois

(K™ +,.) est un K-espace vectoriel.

_)
Un vecteur est ici un n-uplet de nombres (réels ou complexes). L’élément neutre pour l'addition est 0 = (0,...,0).
L'opposé d'un vecteur W = (X1,...,Xn) €st — U = (—X1,...,—Xn).

e En particulier,

(R, +,.) = (R, +,.) est un R-espace vectoriel.

Un vecteur est alors directement un réel. La loi externe (A, x) — A.x est en fait la multiplication des réels (A, x) — A X x.
Le fait qu'un réel soit a la fois un nombre et un vecteur, ne doit pas choquer car cela fait longtemps que 'on fait des
dessins du genre

¥

De méme,

(C,+,.) est un C-espace vectoriel.
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e (C,+,.) est un R-espace vectoriel. Les vecteurs sont alors les nombres complexes et les scalaires sont les réels. La loi
externe (A,z) — A.z est en fait la multiplication d’un réel par un complexe (A,z) — A X z. Le vecteur nul est le nombre
complexe 0 et I'opposé du vecteur z est —z.

e On rappelle que dans KV, I’addition de deux suites est définie par

v ((un)nGN ) (Vn)neN) € (KN)Z y (W) nen + (Wn)pen = (Un + V) en

et la multiplication d’une suite par un nombre est définie par

V(A (un)nen) € Kx K A (Un) pew = Aun) ey -

Muni de ces deux lois

(KN, +, ) est un K-espace vectoriel.

Les vecteurs sont ici les suites u = (un) Le vecteur nul est la suite nulle 0 = (0 0 0 0...) et 'opposé de la suite

U= (Un), oy est la suite —u = (—uy)

neN-
neN*

e Soit O un ensemble non vide quelconque. Soit K@ = A(Q,K) 'ensemble des applications de Q dans K. L’addition de
deux applications de Q dans K est définie par

V(f,9) € (K2)*, ¥x € Q, (f+g)(x) = f(x) + g(x)

et la multiplication d’une fonction par un nombre est définie par

V(A f) e Kx K2, ¥x e Q, (Af)(x) = Af(x).

Muni de ces deux lois

(KQ, +, ) est un K-espace vectoriel.

Les vecteurs sont ici les fonctions f : Q — K . Le vecteur nul est la fonction nulle (vVx € Q, f(x) =0) et opposé
x = f(x)
de la fonction f est la fonction —f : x — —f(x).

Si Q = N, on retrouve l'espace vectoriel des suites a coefficients dans K. Il ne faut pas croire que Q est nécessairement un
sous-ensemble de R comme un intervalle ou une réunion d’intervalles ou N ... En fin d’année, nous étudions en probabilités
des variables aléatoires qui, & des événements, associent des nombres. Dans ce cas, ’ensemble de départ n’est absolument
pas un ensemble de nombres.

e Si on munit K[X] et K(X) des opérations usuelles

(K[X], +,.) et (K(X),+,.) sont des K-espaces vectoriels.

Les vecteurs sont alors les polynomes (resp. les fractions rationnelles). Le vecteur nul est le polynéme nul et 'opposé du
polynéme P est le polynéme —P.

e Enfin,

(Mn,p(K), +,.) est un K-espace vectoriel.

Dans ce cas, les vecteurs sont les matrices rectangulaires de format (n,p), le vecteur nul est la matrice nulle 0, , =

(O)(i,j)e{[],nx[ﬂ,p]] et 'opposé d’une matrice A = (a; ;) est la matrice —A = (—a ;)

(L) ell,nx[1,p] (Li)ell,nx[1,p]"

1.3 Quelques régles de calcul

Théoréme 1. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.

VX EE 0K =0 ctVACK, A0 = 0.

2) VA, X) EKXE,AX =0 ©A=0ouxX = 0.

DEMONSTRATION .
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1) Soit X € E. D’aprés axiome 2)ii., 0.% = 0+ O).?’ =0.X +0.%. Ensuite, (E,+) est un groupe commutatif et en particulier,
tout élément de E est simplifiable pour 'addition. Aprés simplification par 0.7), on obtient 0.% = 0.

0,

Soit A € K. D’apreés l'axiome 2)i., )\.6) =A (6) + 6)) = 7\.? + 7\.6}. Aprés simplification par A. 0, on obtient 7\.? = ?

2) Soit (A, X) €K x E. 1) montre que si A =0 ou X = 6), alors \.X = 6)

- 1 -
.0 puis (X X 7\> X =0 d’apres l'axiome 2)iii. puis

> =

— 1
Réciproquement, supposons AX = 0.SiA # 0, on en déduit 3 (7\7)) =

1.X = ? puis X = 6) d’aprés 'axiome 2)iv.
K
Théoréme 2. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
1) VA, X) € KX E, (—A).X =A.(=X) = —A.X.
2) VA X, Y) EKXEXEA (X —T) =AY AT et VA, 1, X) e Kx K x E, A — ). X =A% — 1. X
DEMONSTRATION .
1) Soit (A, 7) € K x E. Montrer que (f)\).?) = —7\.7}, c’est montrer que (f)\).?) est 'opposé du vecteur AX. Or,
(CA) X +AT = ((A+A)L X =0.% = 0,
et donc (—A). X = —A.X. De méme,
A(=R) AT =A (-X +X) =A0 = 0,
et donc A. (—7}) =A%,
2) Soit A, X, Y) EKXEXEA (X —T) =AX +A(-7) =AX AT et A —p).X =A% + (—p).X =A% — n.X.
A
Exercice 1. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Montrer que la commutativité de 'addition est une conséquence des
autres axiomes de la structure d’espaces vectoriels.
Solution 1. Soit (x,y) € E2.
x+yY+x)+y=x+y)+x+y)=1lx+y)+l.x+y)=0+1).x+y)=2.(x+y) =2x+2.y
=(T+Dx+04+Ny=00x+1x)+ (Tl.y+1.y)
=x+(x+y)+y
puis, en simplifiant par x a gauche et par y a droite, on obtient y +x =x+y.
1.4 Produit d’espaces vectoriels
Soient (Ei,+1,.1), (E2,+2,-2), .-+, (Eny+n,-n), 1 K-espaces vectoriels (n > 2). On définit sur le produit cartésien
E1 X E2 X ... X Eq, les lois produits :
2
V((Xl)-'-)xﬁﬂ))(m)-'-)y—n))) € (E1 XX En) ) (X],...,X—>n) + (lﬁ))ﬁ) = (X_1>+1 m)"')ﬁ"‘ny—ﬂ}))
et
VA (KT, exm) €K x (B1 X eoe X En)y A (X1, e oy Xm) = (M1XTy ey AnXin) -
(Par souci de précision, on a noté de maniére différente 'addition dans Eq, Ea, ..., En, et de méme pour la loi externe. Si

on trouve les notations trop lourdes, il n’y a qu’a supprimer tous les indices des différentes opérations. C’est d’ailleurs ce
que lon fera dans la démonstration qui suit).

Théoréme 3. (E; X ... X En,+,.) est un K-espace vectoriel.
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DEMONSTRATION .

e On sait déja que (Ey X ... X En,+) est un groupe commutatif (voir la notion de groupe produit dans le chapitre « Structures »).

e Soient A et pu deux nombres et X = (77{,,7?3) et g’ = (m,,ﬁ) deux éléments de E1 X ... X Eq.
AR +Y) =AM K 00X +0n) = (A (3 +57) - A (X +Tm)) = (AXT + ATy, AXn + A
=AY +AY
A+ 1. X = (A )Xoy A+ X)) = (AXT + Xy e, Ay + LX)
:(?\.x_f,..,?\.ﬁ)—i-(u.xh ,uﬁ):?x(x_f, ,ﬁ)—o—u(x_]}, ,x_>n)
:)\.7}+u.7.

=(Axp.x
1% = (1., ..., 1.5) = (X1,...,%)
=X.
On a montré que (Ey X ... X En,+,.) est un K-espace vectoriel.
a
= Commentaire. FEn appliquant au cas particulier ot E1 = B2 = ... = B, = K, on retrouve le fait (K™, +,.) est un K-espace

vectoriel (ou + et . désignent les lois usuelles sur K™ ).

2 Sous-espaces vectoriels

2.1 Partie stable pour les deux lois. Lois induites

On a déja rencontré la notion de sous-structures avec les notions de groupes et sous-groupes. La notion fondamentale est
la notion de stabilité :

DEFINITION 3. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soit F une partie non vide de E.

F est stable pour 1’addition si et seulement si V(x,y) € F?, x +y € F.
F est stable pour la loi externe si et seulement si Vx € F, VA € K; A.x € F.
F est stable par combinaisons linéaires si et seulement si V(x,y) € F2, V(A\,n) € K2, Ax +py € F.

= Commentaire. Les trois stabilités peuvent s’écrire de maniére abrégée :

F est stable pour + si et seulement si F+F C F.
F est stable pour . si et seulement si KF C F.
F est stable par combinaisons linéaires si et seulement si KF 4+ KF C F.

DEFINITION 4. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soit F une partie non vide de E, stable pour + et .

Les applications FxF — F e KxF — F <s’appellent les lois induites sur F par les lois de E.
(xy) — x4y A, x) = Ax

2.2 Définition d’un sous-espace vectoriel

DEFINITION 5. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soit F une partie non vide de E.

F est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel (E,+,.) si et seulement si F est stable pour + et . et de plus F muni
des lois induites est un espace vectoriel.
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= Commentaire.

o Si F est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel (E,+,.), en particulier F est un sous-groupe du groupe (E,+). En tant que
sous-groupe, F doit contenir ’élément neutre du groupe (E,+) ou encore F doit contenir le vecteur nul O .

H
o Un K-espace vectoriel admet toujours deux sous-espaces dits triviauz, le sous-espace nul { 0 } et l’espace E lui-méme.

2.3 Caractérisation d’un sous-espace vectoriel

Dans ce qui suit, on n’écrit plus les fleches de vecteurs.

Théoréme 4 (caractérisation 1). Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soit F une partie de E.
F est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel (E,+,.) si et seulement si F contient O et F est stable pour + et .
Plus explicitement, F est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel (E,+,.) si et seulement si

0OetF

V(x,y) €F%, x+ycF
Vel VAeK, AxeF

DEMONSTRATION . Supposons que F soit un sous-espace vectoriel de I'espace (E,+,.). Alors, F est stable pour + et . D’autre
part, F contient O car F est un sous-groupe du groupe (E,+).

Réciproquement, soit F une partie de E contenant O et stable pour + et .. F est donc non vide et la loi induite sur F par I’addition
dans E est une loi interne sur F.

Soit (x,y) € F>. —y = (—1).y (d’aprés le théoréme 2) est dans F. Mais alors x —y = x + (—y) est dans F.

On en déduit que F est un sous-groupe du groupe (E,+). En particulier, (F, +) est un groupe commutatif. D’autre part, les quatre
axiomes concernant la loi externe restent valables dans F par restriction. Finalement, F muni des lois induites est un K-espace
vectoriel ou encore F est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel E.

a

Théoréme 5 (caractérisation 2). Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soit F une partie de E.

F est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel (E, +,.) si et seulement si F contient O et F est stable par combinaisons
linéaires.

Plus explicitement, F est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel (E,+,.) si et seulement si

0O€eF
V(x,y) € F2, V(A p) e K2, Ax+py € F

DEMONSTRATION .

e Supposons que F vérifie la caractérisation 1. Alors 0 € F.
Soient (x,y) € F? et (A, ) € K2. Alors, A.x € Fet .y € F puis A.x + .y € F. Donc, la caractérisation 1 entraine la caractérisation 2.

e Supposons que F vérifie la caractérisation 2. Alors 0 € F.
Soient (x,y) € P et A€ K. x+y =T.x+ 1.y € Fet Ax =Ax+ 0.y € F. Dong, la caractérisation 2 entraine la caractérisation 1.
a

Exercice 2. On munit R3 des opérations usuelles.

1) Montrer que F = {(x,y,z) ERY/x+y—2z= O} est un sous-espace vectoriel de (R3, +, )

2) Montrer que F = {(x,y,z) ERY/x+y—2z= 1} n’est pas un sous-espace vectoriel de (R3, +, )
3) Montrer que F = {(x,y,z) ER3/xy = 0} n’est pas un sous-espace vectoriel de (R3, -+, )

Solution 2.

1) Puisque 0 +0—2 x 0 =0, le vecteur nul (0,0,0) est dans F.
Soient ((x,y,z), (x’,y’,z')) € Fet (A, n) € R2.
Axy,z) + (x’,y',2") = (A, Ay, Az) + (px/, wy'y wz') = (Ax 4 px’, Ay + py’, Az + pz'). De plus,
Ax+ux )+ Ay +wy’) =20z +pz’) =Alx+y—2z) + pu(x' +y' —22') =Ax 0+ pux0=0.

Done, A(x,y,z) + n(x’,y’,2’") € F. En résumé, F contient le vecteur nul et est stable par combinaisons linéaires. Donc, F
est un sous-espace vectoriel de R3.
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2) Puisque 0+0—2x 0 =0 # 1, le vecteur nul (0,0,0) n’est pas dans F. Donc, F n’est pas un sous-espace vectoriel de R3.

3) Puisque, 1 x 0 = 0, le vecteur u = (1,0,0) est dans F. De méme, le vecteur v = (0,1,0) est dans F. Mais le vecteur
u+v =(1,1,0) n’est pas dans F car 1 x 1 =1 # 0. F n’est pas stable par combinaison linéaire et donc, F n’est pas un
sous-espace vectoriel de R3.

2.4 Intersections et sommes de sous-espaces

2.4.1 Intersections de sous-espaces

Théoréme 6. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

Alors, FN G est un sous-espace vectoriel de E.

DEMONSTRATION . Soient F et G deux sous-espaces d’un K-espace vectoriel E.

0 est dans F et 0 est dans G. Donc, 0 est dans FN G.
Soient (x,y) € (FNG)? et (A, ) € K2. Alors A.x 4 1.y est dans F et A.x + p.y est dans G. Donc, A.x + 1.y est dans FN G.

On a montré que FN G est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel (E,+,.). a

Plus généralement,

Théoréme 7. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soit (F;);c; une famille de sous-espaces vectoriels de E ou I est un
ensemble non vide d’indices.

Alors, m F; est un sous-espace vectoriel de E.
i€l

DEMONSTRATION. e Viel 0€F. Donc, 0 € ﬂ F;i.
i€l

2
e Soient (x,y) € <ﬂ Fi> et (A,u) € K*. Vi € I, Ax + py € Fi. Done, Ax+ py € [ Fe.
i€l iel
On a montré que ﬂ Fi est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel (E,+,.). a

iel

Ainsi, une intersection quelconque de sous-espaces est un sous-espace. Par contre, une réunion de sous-espaces
n’est pas un sous-espace vectoriel en général. L’exercice qui suit analyse ce probléme.

Exercice 3. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de (E, +,.).

Montrer que FU G est un sous-espace de 'espace vectoriel (E,+,.) si et seulement si F C G ou G C F.

Solution 3.
e SiFC G,alors FUG=G et si GCF, alors FUG =F. Dans les deux cas, FU G est un sous-espace de 'espace (E,+,.).

e Réciproquement, supposons que F U G soit un sous-espace et que F ¢ G. Montrons alors que G C F.
Puisque F ¢ G, il existe un vecteur xo de E tel que xo € F et xo ¢ G.

Soit x € G. Puisque x € FUG et xo € FUG et que FU G est un sous-espace de 'espace (E,+,.), on en déduit que
X+ xo € FUG et donc que x +xo9 € Foux+xp € G.

Six+x0 € G, alors xo = (x+x0) —x € G (car G est un sous-espace) ce qui est faux. Donc, x + xo € F puis x =
(x +x0) —xp0 € F.

On a montré que : Vx € E, (x € G = x € F). Done, G C F.

2.4.2 Sommes de sous-espaces

DEFINITION 6. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces.

La somme des sous-espaces F et Gest F+G ={x+vy, (x,y) € F x G}

Exemple. Dans E = R? posonsi = (1,0) etj = (0,1) puis Ri = {x(1,0), x € R} ={(x,0), x € R}et Rj = {y(0,1), y € R} =
{(0,y), x € R}. Alors
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Rl"_RJ = {(X,O) + (O)y)) (X)y) € RZ} = {(X)y)) (X)y) € Rz} :R2~

Théoréme 8. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces.

F+ G est un sous-espace de l’espace (E,+,.).

DEMONSTRATION .

e0ceFet0€e G. Donc, 0=0+0€ F+G.
e Soient (u,v) € (F+G)? et (A, u) € K. Il existe (x,y,x",y’) EFx G xFx Gtel queu=x+yetv=x'+y’.

Aty =Alx +y) + px +y') = A+ ) + Ay + py').
Puisque F et G sont des sous-espaces, Ax + ux’ € F et Ay + py’ € G. On en déduit que Au+ pv € F+ G.

On a montré que F+ G est un sous-espace de ’espace vectoriel (E,+,.).
a

= Commentaire. On a déja vu que si F et G sont deux sous-espaces tels que F ¢ G et G ¢ F, FU G n’est pas un sous-espace.
F+ G est le plus petit sous-espace de E contenant FUG. En effet, F={x+0, x € F} C F+G et de méme G C F+G puis FUG C F+G.
D’autre part, un sous-espace contenant FU G doit encore contenir les sommes d’un élément de F et d’un élément de G et donc doit
contenir F+ G.

2.5 Quelques sous-espaces de référence

On a déja donné une liste d’espaces de référence qui seront utilisés pas la suite en algébre ou en analyse. On compléte
cette liste par certains sous-espaces de ces espaces.

Théoréme 9. Soit P (resp. J) I'ensemble des fonctions définies sur R a valeurs dans K et paires (resp. impaires).

P et J sont des sous-espaces vectoriels de I’espace vectoriel (KR, +, )

DEMONSTRATION .

e La fonction nulle est paire (resp. impaire) ou encore 0 € P (resp. 0 € J).

e Soient f et g deux fonctions paires (resp. impaires) et (A, p) € K2. Pour tout réel x,

(Af + pg)(—x) = Af(—x) + ng(—x) = Af(x) + ug(x) = (Af + ug)(x)
et donc Af 4 pg est paire (resp. pour tout réel x, (AMf 4+ pg)(—x) = —Af(x) — pg(x) = —(Af 4+ png)(x) et donc Af + pg est impaire).

On a montré que P et J sont des sous-espaces vectoriels de ’espace vectoriel (KR, +, )

Théoréme 10. Soit T un réel. Soit Pt ’ensemble des fonctions définies sur R, a valeurs dans K et T-périodiques.

Pt est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel (KR, =+, )

DEMONSTRATION .

e La fonction nulle est T-périodique.

e Soient f et g deux fonctions T-périodiques. Pour tout réel x,

(M +ug)(x+T) =Af(x+T) + ug(x+ T) = Af(x) + ng(x) = (Af + ug)(x)
et donc Af + pg est T-périodique.

On a montré que Pt est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel (KR, =+, )

L’ensemble des fonctions périodiques n’est pas un espace vectoriel. Par exemple, on peut montrer que la fonction
f : x — cos(x) — cos (1mx) n’est pas périodique (bien que f soit la différence des fonctions g : x +— cos(x), qui
est 2m-périodique, et h @ x +— cos (x71), qui est 2-périodique).
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Théoréme 11. Soit B(I,K) I’ensemble des fonctions définies sur I, a valeurs dans K, bornées sur I.

B est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel (KR, +, )

DEMONSTRATION . La fonction nulle est bornée sur I et donc 0 € B. Ensuite, on sait qu'une combinaison linéaire de fonctions

bornées sur [ est bornée sur I. Donc, B est un sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel (KR, +, ) a

Théoréme 12. Soit I un intervalle de R.

vn € N*, D™ (I, K) est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel (KI, =+, )
vn € N, C*(I,K) est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel (KI, =+, )
C*°(I,KK) est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel (KI, +, )

DEMONSTRATION . Soit n € N. La fonction nulle est de classe C™ sur I et une combinaison linéaire de deux fonctions de classe

C™ sur I est une fonction de classe C™ sur I. Donc, C™ (I, K) est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel (KI,—i—, )

La démarche est identique pour D™(I,K), n € N*. Enfin, C*(I,K) = ﬂ C™(I,KK) est un sous-espace vectoriel de (KI,+, ) en tant

neN
qu’intersection de sous-espaces vectoriels de (KI, +, )
a
Théoréme 13.
1) Soit a une fonction continue sur un intervalle I de R & valeurs dans K. Soit €7 I'ensemble des fonctions de I dans
K, dérivables sur I, vérifiant
vx €1, f'(x) = a(x)f(x).
&1 est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel (D] (LK), +, )
2) Soit (a,b,c) € K* x K x K. Soit €, I'ensemble des fonctions de I dans K, deux fois dérivables sur I, vérifiant
vx € 1, af”(x) + bf’(x) + cf(x) = 0.
&, est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel (DZ(I, K), +, )
DEMONSTRATION .
1) & ¢ D'(I,K). La fonction nulle est dans €;. Soient (f, g) € &% et (A, 1) € K*. Alors
(M +ug)’ =AM+ ug’ = Aaf + pag = a x (Af + ug),
et donc Af + g € &;. Ceci montre que & est un sous-espace de D' (I, K).
2) &, ¢ D*(I,K). La fonction nulle est dans &;. Soient (f,g) € &3 et (A, u) € K. Alors
a(Af+ug)” + b(Af+ ug)’ 4+ c(Af + ug) = Aaf” +bf’ +cf) + ulag” +bg’ +cg) =0,
et donc Af + g € &,. Ceci montre que &, est un sous-espace de D*(I, K).
a
Ainsi, ’'ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne est un espace vectoriel.
Théoréme 14. Soit B I'ensemble des suites réelles (resp. complexes) bornées.
B est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel (RN, +, ) (resp. ((CN, +, ))
DEMONSTRATION . La suite nulle est bornée.
Soient u et v deux suites bornées et (A, ) € K2. I existe deux réels M et M’ tels que pour tout n € N, [un] < M et [vn| < M'.
Pour tout entier naturel n, |Aun + pvn| < A Jun| + |1 [va] < AIM + Ju/M’. Donc, la suite Auw + pv est bornée.
On a montré que B est un sous-espace de ’espace (KN, +, )
a

Théoréme 15. L’ensemble des suites réelles (resp. complexes) convergentes est un sous-espace vectoriel de 1’espace
vectoriel (RY,+,.) (resp. (CN,+,.)).
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DEMONSTRATION . La suite nulle est convergente et une combinaison linéaire de suites convergentes est une suite convergente.

Donc, ’ensemble des suites convergentes est un sous-espace de l'espace (KN, =+, )
a

Théoréme 16. Soit (a,b,c) € K* x K x K. Soit € I’ensemble des suites d’éléments de K vérifiant

vn eN, aupiz +bunyg +cu, =0.

€ est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel (KN, =+, )

DEMONSTRATION . La suite nulle est dans €. Soient (u,v) € &% et (A, 1) € K?. Pour tout n € N,

aAuns2 + wni2) + b (AMtng1 + pvne1) + ¢ (Aun + pvn) = A (aUni2 + bUni1 + cun) + p(avniz + bvnit +cva) =0,

et donc Au + pv € &. Ceci montre que € est un sous-espace vectoriel de K.

Ainsi, 'ensemble des solutions d’une récurrence linéaire homogéne d’ordre 2 est un espace vectoriel.

Théoréme 17. Soit n € N. On note K, [X] ’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

Kn[X] est un sous-espace de l’espace vectoriel (K[X],+,.).

DEMONSTRATION . Soit n € N. Le polynéme nul est un polynéme de degré inférieur ou égal & n et une combinaison linéaire de

polyndmes de degré inférieur ou égal a n est un polynéme de degré inférieur ou égal & n. Donc, K, [X] est un sous-espace de Iespace
(KXl +,.).
a

3 Sommes directes. Sous-espaces supplémentaires

3.1 Sommes directes

DEFINITION 7. Soient F et G deux sous-espaces d'un K-espace (E,+,.).

La somme F+ G est directe si et seulement si tout élément u de F+ G s’écrit de maniére unique sous la forme u = x+y
ou x est un élément de F et y est un élément de G. Dans ce cas, la somme F+ G s’écrit F @ G.

Dit autrement, la somme F 4+ G est directe si et seulement si ’application ¢ : Fx G — E  est injective.
(xy) — x+y

= Commentaire. Quand la somme F+ G est directe, si on est présence d’une égalité du type x +y = x' +y’ ou x et x" sont
dans F ety et y’ sont dans G, on peut identifier les termes ou encore, on a x =x" ety =1y’.

Théoréme 18. Soient F et G deux sous-espaces d’un K-espace (E, +,.).

La somme F + G est directe si et seulement si FN G = {0}.

DEMONSTRATION .

e Supposons la somme F + G directe. Soit x € FN G. On a

x=x + 0 = 0 4+ x .
~— M~ M~
cF €G cF €G

Par unicité d’une telle décomposition, on en déduit que x = 0. Ceci montre que FN G C {0}. D’autre part, puisque FN G est un
sous-espace de l'espace (E,+,.) d’aprés le théoréme 6, on a aussi {0} C FN G et finalement FN G = {0}.

e Supposons que FN G = {0}. Soit (x,y,x’,y’) €F X G x Fx G tel que x+y =x"+1y’. Alors, x —x’ =y’ —y. Le vecteur x —x’ est
dans F et le vecteur y’ —y est dans G. Puisque ces deux vecteurs sont égaux, ces deux vecteurs sont dans FN G = {0}. On en déduit
que x —x' =y’ —y =0 puis que x = x’ et y =y’. Ceci montre que la somme F + G est directe.

a
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3.2 Sous-espaces supplémentaires

DEFINITION &. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel (E, +,.).

F et G sont supplémentaires si et seulement si tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme somme d’un
élément de F et d’un élément de G.

Dit autrement, F et G sont supplémentaires si et seulement si 'application ¢ : FxG — E  est bijective.
(xy) = x+y

= Commentaire. La phrase «F et G sont supplémentaires » s’écrit de maniére plus condensée : E = F @ G.

A partir du théoréme 18, on a immédiatement :

Théoréme 19. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel (E,+,.).

F et G sont supplémentaires si et seulement si E =F+ G et FN G = {0}

Exercice 4. On munit E = R3 des opérations usuelles. On considére F = {(x,y,z) ER}/x+y+z= O} et G =
{(A,A\,A), A € R}. On admet que F et G sont des sous-espaces de 1’espace (E,+,.).

Montrer que F et G sont supplémentaires.

Solution 4.

lére solution (trop longue et maladroite).

e Vérifions que FN G = {0}. Soit u = (x,y,z) € FNG. w est dans F et donc x +y +z = 0. u est dans G et donc
A € R/ u= (A/A/A). On en déduit que x = A, y = A, z=A puis A+ A+ A = 0 puis 3A = 0 et donc A = 0. Par suite,
u = (0,0,0) = 0. Ceci montre que FN G C {0} puis que FN G = {0} car F et G sont des sous-espaces de R3.

e Vérifions que R = F 4+ G. Soit u = (x,y,z) € R3. On cherche v = (x/,y’,z’) € R? et w = (x",y",z") € R3 tels que

veF,we Getu=v+w. west dans G si et seulement si il existe A € R tel que x”" =y” =z" = A. L’égalité u =v +w
est alors équivalente & x =x"+ A, y =y’ +A et z=2z"+ A. Enfin,

—_

veEFex +y'+z2/ =08 x—=A)+(y—A)+(z— )—O(:))\— (x+y+2z).

3 ’ 3

),alorsvéF,wGGetqu—l—w.

1
Ainsi, si on pose A = g(x—}—y—l—z) puis w = (A, A A) = <x+y+z Xxtytez x+y+z> puis

3 ’ 3 ’ 3
En résumé, Vu € E, 3(v,w) € F x G/ u=v+w. Ceci montre que R3> = F + G et finalement que R3 =F & G.

X—y—z x+2y—2z —x—y-+2
v:u—w:(x y—z —x+2y—z —x—y+2z

2éme solution (encore perfectible).

e Vérifions que FN G ={0}. Soit u= (A,A,A) € G, A € R.

UEFEAFAFA=0A=05u=0.
Donc, FN G ={0}.
e Vérifions que R® = F + G. Soient u = (x,y,z) € R3 et A € R.

—MMA) eFE(X—ANYy—Az—A)EF

(x+y+z).

Wl =

EX—N+Y—-AN+(z—AN)=0&r=

1
Ainsi, si A = g(x +y +2z), alors u— (A\A,A) € F. Pour tout u de R3, il existe w € G tel que u—w € F. Ceci montre que
R3 = F + G et finalement que R3 =F & G.

3éme solution (la meilleure). Soient u = (x,y,z) € R3 et A € R.

u—AMMN EFS (x—Ay—Az—A)€F
1
Sx—AN+yY—A+z-A)=0&Ar= §(x+y +z).
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Ainsi, pour tout u € R3, A € R/ u— (A, A,A) € F. Ainsi, tout vecteur de R3 est somme d’un vecteur de F et d'un vecteur
de G, de maniére unique. Donc, R® = F® G.

= Commentaire.

o Dans la premiere et la deuziéme solution, nous avons séparé le travail & effectuer en deux parties. Pour un vecteur u de R® donné,
nous avons géré séparément l'existence d’une décomposition de w en somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G (E = F+ G)
et lunicité d’une telle décomposition (FN G = {0} assure l'unicité d’apres le théoréme 21). Dans la troisieme solution, nous avons
démontré en une seule étape [’existence et 'unicité d’une décomposition. En ce sens, la troiséme solution est bien meilleure que les
deux premieéres.

o La différence essentielle entre les deur premiéres solutions consiste dans le nombre d’inconnues que l'on se donne. Pour u =
(x,y,z) donné, dans la premiere solution, on en a sept : x',y', z’', x",y"”, 2" et A. Dans la deuxieme solution, il n’y a plus qu’une
inconnue A. On doit toujours chercher a réduire au strict minimum le nombre d’inconnues.

o Le probléme général « montrer que pour tout w de E, il existe (vyw) € FX G tel que w=v+w » est un probléme & deux inconnues :
les vecteurs v et w. Dans la pratique, on transforme assez souvent ce probléme en un probléme a une seule inconnue de la fagon
swivante :

E=F+G&VYueE IveF/u—veQG.

En pratiquant ainsi, on ne cherche plus qu’un seul vecteur inconnu, le vecteur v. De méme,

E=F@eG&VYuckE dveF/u—-—veaG.

Exercice 5. Soit E = R® muni des opérations usuelles. Soit P (resp. J) le sous-espace des fonctions paires (resp.
impaires).

Montrer que E =P ¢ J.

Solution 5.
e Soit f € PNJ. Alors, pour tout x € R, f(x) = f(—x) = —f(x) puis 2f(x) = 0 puis f(x) = 0. Ainsi, si f € PNJ, alors f = 0.
Donc, PNJ C {0} puis P NI = {0} car P NI est un sous-espace vectoriel de E.

1 1
e Soit f € E. Pour x € R, posons g(x) = Z(f(x) +f(—x)) et h(x) = z(f(x) —f(—x)). g est paire, h est impaire et f = g+ h.

Ainsi, Vf € E, 9(g,h) € P x I/ f=g+h. Donc, E =P+ 7.
Finalement, E =P & J.

4 Sous-espace engendré par une famille de vecteurs. Familles génératrices

4.1 Combinaisons linéaires

On commence par le cas d’une famille finie :

DEFINITION 9. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient n > 1 puis (xi);¢;<, € E™ une famille de n vecteurs de E.

Une combinaison linéaire des vecteurs de la famille (xi)1 <i<n ©st un vecteur de la forme
<N

n
u = Z 7\1Xi
i=1

oit (Ai)1¢icn €K™

Ainsi, une combinaison linéaire de deux vecteurs 1t et v est un vecteur de la forme M+ pv, (A, 1) € K2, et une combinaison
linéaire d’un seul vecteur u est un vecteur de la forme Au, A € K.

On passe maintenant au cas d’une famille quelconque. Il n’est pas question d’envisager des sommes contenant une infinité
de termes.On peut s’y prendre de plusieurs fagons pour définir la notion de combinaison linéaire d’une famille constituée
d’une infinité de vecteurs. La premiére est la définition 10 :
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DEFINITION 10. Soient I un ensemble non vide quelconque d’indices puis (xi);.; une famille d’éléments de E indexée
par L.

Une combinaison linéaire des vecteurs de la famille (xi);.; est une combinaison linéaire d’une sous-famille finie de
cette famille c’est-a-dire un vecteur de la forme E Ajx; ol ] est un sous-ensemble non vide de I ayant un nombre fini

j€J

d’éléments et (Aj);_; est une famille de scalaires indexée par J.

S

Par exemple, tout élément de K[X] est combinaison linéaire des vecteurs de la famille (X™), .y ou encore tout polynome
est combinaison linéaire d’un nombre fini de monoémes X™ ou n € N.

On peut s’y prendre autrement :

DEFINITION 11. Soient I un ensemble non vide d’indices puis (Ai)ic; € K.
Le support de la famille (A;);; est I'ensemble des indices i € I tels que A; # 0.

On dit que la famille (A;);.; est presque nulle ou aussi & support fini si et seulement si I'’ensemble des indices i € I
tels que A # 0 (le support) ne contient qu’un nombre fini (éventuellement nul) d’éléments.

On peut alors reformuler la notion de combinaison linéaire.

DEFINITION 12. Soient I un ensemble non vide quelconque d’indices puis (xi);c; une famille d’éléments de E indexée
par L.

Une des vecteurs de la famille (xi);c; est un vecteur de la forme Z Aixi ol (Ai)ic; est une famille de scalaires &
i€l

support fini.

4.2 Sous-espace engendré par une famille de vecteurs (ou une partie)

Soit u un vecteur non nul. {u} n’est pas un sous-espace vectoriel de (E,+,.). Un sous-espace vectoriel contenant u doit
aussi contenir 2u (avec 2u # u car u # 0) ou —u et plus généralement tous les vecteurs de la forme Au, A € K. Dit
autrement, un sous-espace F contenant u doit obligatoirement contenir Fo = {Au, A € K}. De plus, il est clair que Fy est un
sous-espace de E (car 0 € Fo et une combinaison linéaire de vecteurs de la forme Au, A € K, est encore de cette forme). On
dit alors que le vecteur u engendre le sous-espace Fo. C’est cette notion de sous-espace engendré a laquelle on s’intéresse
maintenant dans le cas général.

Théoréme 20. Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel puis A une partie de E.

Il existe un plus petit (au sens de I'inclusion) sous-espace vectoriel de E contenant A.

DEMONSTRATION . Il existe au moins un sous-espace de E contenant A & savoir E lui-méme. On peut alors considérer Fo

I'intersection de tous les sous-espaces F de E contenant A. Fo est un sous-espace de E en tant qu’intersection de sous-espaces de E
et Fo contient A en tant qu’intersection de partie de E contenant A. En résumé, Fo est un sous-espace de E contenant A.

Si maintenant F est un sous-espace de E contenant A, par définition de Fo, on a Fo C F. Finalement, Fy est le plus petit sous-espace
de E contenant A.
a

DEFINITION 13. Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel puis A une partie de E.

Le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-espace vectoriel de E contenant A s’appelle le sous-espace engendré par
A et se note Vect(A).

Remarque. Vect(2) = {0}.

DEFINITION 14. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient I un ensemble non vide d’indices puis (xi);c; une famille
d’éléments de E indexée par 1.

Le sous-espace engendré par la famille (xi);c; est le sous-espace engendré par la partie {xi, i € I}. Il se note

Vect (xi);¢r-
On dit alors que la famille (x{);.; est une famille génératrice de Vect (xi);1-
Dans le cas particulier ot Vect (xi);c; = E, on dit que la famille (x;);c; est une famille génératrice de E.
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Théoréme 21. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient I un ensemble non vide d’indices puis (xi);.; une famille
d’éléments de E indexée par 1.

Vect (xi);c; est ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de la famille (xi);1-

DEMONSTRATION . Notons Fo ’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de la famille (Xi)iel'
e Le vecteur nul est dans Fy. De plus, une combinaison linéaire de deux combinaisons linéaires de vecteurs de la famille (Xi)iel est
encore une combinaison linéaire de vecteurs de la famille (xi);.;. Donc, Fo est un sous-espace de E. De plus, chaque x;, j € I, est
une combinaison linéaire de vecteurs de la famille (xi);.; (car xj = 1.x;) et donc Fo contient {xj, j € I}. Puisque Vect (xi); est le
plus petit sous-espace contenant {xj, j € I}, on en déduit que Vect (xi);.; C Fo.

e Inversement, puisque Vect (xi);.; est un sous-espace de E contenant chaque xi, Fo contient les combinaisons linéaires de deux de
ces vecteurs puis, par récurrence, d’'un nombre fini de ces vecteurs et donc, Vect (Xi)iel contient toutes les combinaisons linéaires de
ces vecteurs. Ainsi, Fo C Vect (xi);¢; et finalement Vect (xi);.; = Fo.

a

Exemples.

e Vect(0) = {0}.

e Si u est un vecteur de E, Vect(u) = {Au, A € K}. Si u = 0, on retrouve Vect(0) = {0}. Si u # 0, Vect(u) est la droite
vectorielle engendrée par u.

e Siu et v sont deux vecteurs de E, Vect(u,v) = {7\u + v, (A € Kz}. Si u et v ne sont pas colinéaires, ¢’est-a-dire si
u#0,v#0 et il n'existe pas « € K tel que v = o, Vect(u,v) est le plan vectoriel engendré par u et v.

e Puisque tout polynéme est combinaison linéaire de la famille (X™) on a K[X] = Vect (X™)
De méme, K,,[X] = Vect (Xk)0<k<n'

e L’ensemble & des suites réell\es \solutions de la récurrence un —Sun1 + 6U, =0, n € N, sont les suites de la forme
AR ey T B nens A u) € R2. Donc, & = Vect ((Zn)neN , (3“)neN).

neN» neN-

N

Le sous-espace engendré par une famille est en particulier un sous-espace. Ceci fournit une nouvelle méthode pour démon-
trer qu’un sous-ensemble F de 'espace (E, +,.) est un sous-espace de l’espace (E,+,.) : on montre que F est un sous-espace
engendré. C’est ce que 'on met en ceuvre dans l'exercice suivant.

Exercice 6. On munit R3 des opérations usuelles.

Soient F1 ={(A,\,A), AR}, F, = {(?\—3p,2u,?\+u), (A, ) ERZ}, F; = {(x,y,z) ER3/x—y +Z=O} et
Fs={(x,y,2) €ER3/x+2y +3z=0et 2x + 5y +z=0}.

Montrer que F, F2, F3 et F4 sont des sous-espaces de R? et en fournir dans chaque cas une famille génératrice.

Solution 6.

o F1 ={(A\A), Ae R} ={A(1,1,1), A € R} = Vect(u) oit u= (1,1,1). F; est donc un sous-espace vectoriel de R3 et une
famille génératrice de Fy est (u).

e Fo = {(A=3m, 2 A+ ), A\ p) e R?} = {A(1,0,1) + pu(—=3,2,1), (A, ) € R?} = Vect(u,v) od u = (1,0,1) et v =
(—=3,2,1). F2 est donc un sous-espace vectoriel de R3 et une famille génératrice de F, est (u,V).

e Soit (x,y,z) ER3. x—y+z=0&8z=—x+y.

Donc, F3 = {(X)U)—X+U)) (X)U) € RZ} = {X(])O)_]) +U(0»1»U» (X)y) € Rz} = VeCt(u)V) ol u = (])0)_]) et v =
(0,1,1). F3 est donc un sous-espace vectoriel de R3 et une famille génératrice de F3 est (u,V).

. 3 x+2y+3z=0 x=—-2y—3z y=>5z
* Soit (X’y’ZJER'{Zx+5y+Z—O = 2(-2y—3z)+5y+z=0 T x=-13z

Donc, F4 ={(—132,5z,2), z € R} ={z(—13,5,1), z € R} = Vect(u) ou u= (—13,5,1). F4 est donc un sous-espace vectoriel
de R? et une famille génératrice de Fy4 est ().

Exercice 7. On munit R3 des opérations usuelles.

Soient w=(1,1,3), v=(1,0,1) et w = (2,1,1).

Montrer que (u,v,w) est une famille génératrice de R3.

Montrer que (u,v,w) est une famille génératrice de R3, c’est montrer que tout vecteur de R3 peut s’écrire comme une
combinaison linéaire de u, v et w ou encore
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R3 = Vect(u,v,w) & V(x,y,z) € R, 3(a,b,c) € R/ (x,y,2z) = au+ bv + cw.
C’est ce que I'on met en ceuvre dans la solution qui suit.

Solution 7. Soit (x,y,z) € R3. Soit (a,b,c) € R3.

(x,y,z) =au+bv+cw & (x,y,z) = a(1,1,3) +b(1,0,1) +c(2,1,1)
& (%,y,z) = (a+b+2c,a+¢,3a+b+c)

a+b+2c=x c=—-a-+vy
&< ate=y &< a+b+2(—a+y)=x
3a+b+c=z 3a+b+(—a+y)=z
c=—a+y c=—a-+y
S5 —a+b=x—-2y &¢ b=a+x—2y
2a+b=—y+z 2a+ (a+x—2y)=—y+z
1 1
a:§(—x+y+z) a:§(—x+y+z)
1 1
& b:§(—x+y+z)+x—29 & b:§(2x—5y+z)
1 1
c:—g(—x+y+z)+y c:g(x+2y—z)
1
Ainsi, pour tout (x,y,z) € R3, il existe (a,b,c) € R3 tel que (x,y,z) = au+ bv + cw a savoir a = g(—x +y + z),

(x + 2y — z). Ceci montre que la famille (u, v, w) est génératrice de R3.

Wl =

1
b:§(2x—5y +z)etc=

4.3 Propriétés des sous-espaces engendrés

Théoréme 22. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.

1) a) VA € P(E), A C Vect(A) et Vect(A) est un sous-espace de E.
b) VA € P(E), A = Vect(A) & A est un sous-espace de E.

2) VA € P(E), Vect(Vect(A)) = Vect(A).

3) Soit F un sous-espace de E. VA € P(E), A C F & Vect(A) C F.
4) Y(A,B) € (P(E))?, A C B = Vect(A) C Vect(B).

5) V(A,B) € (P(E))?, Vect(A UB) = Vect(A) + Vect(B).

DEMONSTRATION .

1) a) Soit A € P(E). A C Vect(A) et Vect(A) est un sous-espace de E par définition de Vect(A).

b) Soit A € P(E). Si A est un sous-espace de E, A est le plus petit sous espace de E contenant A et donc Vect(A) = A. Si A = Vect(A),
A est un sous-espace de E car Vect(A) lest.

2) Soit A € P(E). Vect(A) est un sous-espace de E et donc Vect(Vect(A)) = Vect(A).

3) Soit A € P(E). Si F contient Vect(A), F contient A. Si F contient A, F est un sous-espace de E contenant A et puisque Vect(A)
est le plus petit sous-espace de E contenant A, F contient Vect(A).

4) Soit (A,B) € (P(E))? tel que A C B. Vect(B) est un sous-espace de E contenant B et donc contenant A. Vect(A) est un le plus
petit (au sens de l'inclusion) sous-espace de E contenant A. Donc, Vect(A) C Vect(B).

5) Soit (A,B) € (P(E))*.

A C AUB et donc Vect(A) C Vect(A UB). De méme, Vect(B) C Vect(A UB). Mais alors, puisque Vect(A UB) est un sous-espace de
E, Vect(A U B) contient les sommes d’un élément de Vect(A) et d’un élément de Vect(B). Donc, Vect(A) + Vect(B) C Vect(A U B).

Inversement, Vect(A) + Vect(B) est un sous-espace de E en tant que somme de deux sous-espaces de E. De plus, Vect(A) + Vect(B)
contient Vect(A) et donc A. De méme, Vect(A) + Vect(B) contient B et finalement Vect(A) + Vect(B) contient A U B. Ainsi,
Vect(A) + Vect(B) est un sous-espace de E contenant A U B. Donc Vect(A U B) C Vect(A) + Vect(B) et finalement Vect(A U B) =
Vect(A) + Vect(B).

a
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5 Familles libres. Bases

5.1 Vecteurs colinéaires

DEFINITION 15. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient u et v deux vecteurs de E.

v est colinéaire & u si et seulement si u =0 ou (u # 0 et IA € K/ v = Au).

Théoréme 23. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient u et v deux vecteurs de E.

v est colinéaire & u si et seulement si u est colinéaire a v.

DEMONSTRATION . Soient u et v deux vecteurs de E. Supposons que v soit colinéaire a u.

e Siu =0, alors u=0.v et donc u est colinéaire a v.
e Siv =0, alors u est colinéaire a v.
e Siu#0etv#0, puisque v est colinéaire a u, il existe A € K tel que v = Au. Puisque u # 0 et v # 0, A est nécessairement

. 1 . s
non nul et on peut donc écrire u = Xv. Encore une fois, u est colinéaire a v.

On a montré dans tous les cas que u est colinéaire a v.

= Commentaire. On peut donc dire dorénavant «u et v sont colinéaires » & la place de «v est colinéaire a u ».

5.2 Familles libres, familles liées

Soient u et v deux vecteurs de E. Quand u et v sont colinéaires, on dit que les vecteurs u et v sont linéairement
dépendants ou aussi que la famille (u,v) est liée. Dans le cas contraire, on dit que les vecteurs u et v sont linéairement
indépendants ou encore que la famille (u,v) est libre.

Famille (u,v) liée Famille (u,v) libre

Passons au cas de trois vecteurs. Par exemple, dans R3, considérons les trois vecteurs uw = (1,0,1), v = (3,1,2) et
w = (4,1,3). On a w =u+v. Cette égalité crée une relation de dépendance linéaire entre ces trois vecteurs : w est
une combinaison linéaire de u et v. Cette relation peut aussi s’écrire v = —u+w ce qui montre que v est une combinaison
linéaire de u et w ou aussi w = —v +w ce qui montre que u est une combinaison linéaire de v et w. Pour ne pas faire
jouer un role particulier & I'un des vecteurs, on peut écrire directement cette relation de dépendance linéaire sous la forme
u—+v—w =0. Avec une telle relation, comme dans le cas d’une famille de deux vecteurs, on dit que la famille (u,v,w)
est liée. Dans le cas contraire ot il n’existe aucune relation de dépendance, on dit que la famille (u, v, w) est libre.

w
T > T >
Famille (u,v,w) liée Famille (u,v,w) libre
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Analysons un autre exemple. Considérons les vecteurs u = (1,1,1), v = (5, —=12,4) et w = (2,2,2). On a (—2).u+0.v+1.w =
0. La famille (u,v,w) est liée car le vecteur w est combinaison linéaire de u et v : w = 2.u + 0.v. Pourtant, en aucun
cas le vecteur v n’est combinaison linéaire de u et w car le vecteur v n’a pas trois composantes égales. Le fait que la
famille (w, v, w) soit liée ne vient pas du fait que chacun des trois vecteurs est combinaison linéaire des deux autres mais
que 'un au moins des trois vecteurs est combinaison linéaire des deux autres. Ceci est encore lisible dans ’égalité
(—2).u 4+ 0.v 4+ T.w = 0 car on a ainsi une combinaison linéaire nulle des trois vecteurs u, v et w, I’un au moins des
trois coefficients n’étant pas nul.

Ces quelques exemples conduisent aux définitions précises suivantes :

DEFINITION 16. (définition d’une famille finie liée et d’une famille finie libre)
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient n un entier naturel non nul puis (Xi)1<icn € E™

La famille (Xi)1<i§n est liée (ou encore les vecteurs xi, 1 <1 < n, sont linéairement dépendants) si et seulement
si

3(Mi)rcicn €K™/ (Z?\ixi=Oet (AlyeneyAn) # (0,...,0)).

i=1

n

Une relation du type Z?\ixi =0 avec (A1,...,An) # (0,...,0) s’appelle une relation de dépendance linéaire
i=1

entre les vecteurs xi.

La famille (Xi)1<i<n est libre (ou encore les vecteurs x;, 1 < i < n, sont linéairement indépendants) si et seulement
si

V(A)1<icn €K/ (Z)\m =0=Vie[l,n], Ai = o) .

i=1

= Commentaire. La définition d’une famille lie peut s’écrire plus simplement :
n
(X1 <icn €5t lice & F(A1,.. . An) #(0,...,0)/ Y Aixi =0,
i=1
et d’ailleurs ce que l’on fera systématiquement dans la pratique. Néanmoins, la phrase « la famille (Xi)1<ign est liée » est le contraire

(la négation) de la phrase « la famille (Xi)1<i<n est libre ». La définition précédente prend ceci en compte. On rappelle que si P et

Q sont deuz propositions la négation de P = Q est P A\ Q. La négation de Z?\ixi =0= A1,...,An) = (0,...,0) est donc

i=1

> Axi=0cet (A1,...,An) # (0,...,0).
i=1

DEFINITION 17. (cas d’une famille quelconque)
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient I un ensemble non vide d’indices puis (xi);c; € EL

La famille (x{);c; est li¢e si et seulement si il existe une sous-famille finie de la famille (xi);c; qui est liée ou encore il

existe une partie finie non vide J de I telle que la famille (x{); j soit liée.

La famille (x;);. est libre si et seulement si toute sous-famille finie de la famille (xi);; est libre ou encore pour toute

partie finie non vide ] de I, la famille (Xi)ie] est libre.

Convention. Dans le cas ot I = &, on dit que la famille (x;);.; est vide. Par convention, la famille vide, notée @, est
libre.

Exercice 8. On munit E = R3 des opérations usuelles.

1) Soient uw=(1,0,1), v=(0,1,1) et w = (3,5,5). Montrer que la famille (u,v,w) est libre.

2) Soient w = (1,—1,1), v = (14,-2,5) et w = (4,0,1). Montrer que la famille (u,v,w) est lice.

Solution 8.

1) Soit (a,b,c) € R3.
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a+3c=0 a=—3c
aut+bv+ew=0= b+5¢c=0 = b=-5¢

a+b+5c=0 —3c—5¢c+5¢c=0
c=0

= a=0
b=0

Ainsi, V(a,b,c) € R3, (au+bv+cw=0= a=>b=c=0). Donc, la famille (u,v,w) est libre.
2) Soit (a,b,c) € R3.

a+14b+4c =0 a=-2b
au+bv+cw=0& —a—2b=0 & —2b+14b+4c =0
a+5b+c=0 —2b+5b+c=0
a=-2b
<:>{ c=-3b

Soient b =1, a = —2 et ¢ = —3. Pour ce choix de a, b et ¢, on a au+bv+cw =0et (a,b,c) # (0,0,0). Donc, la famille
(u,v,w) est liée. On note que l’on obtient explicitement v = 2u+ 3w qui est une relation de dépendance linéaire entre les
vecteurs u, v et w.

= Commentaire.

o En 1), nous aurions trés bien pu résoudre le probléme en écrivant au+bv+cw =0& ... & a=b =c =0 en remplacant les

implications par des équivalences. Mais, on doit noter que si a =b = ¢ = 0, alors au+ bv + cw = 0, que la famille (w,v,w) soit

libre ou liée. Ce qui fait de la famille (u,v,w) une famille libre est l’implication au+bv+cw =0= a=b =c =0 et nous n'avons

donc écrit que cette implication.

o On a le méme probléme en 2). Ce qui fait que la famille (u,v,w) est lie est une implication du genre (a,b,c) = (—2,1,-3) =
=-2

au+bv+cew = 0. On aurait donc di résoudre le probleme en écrivant au+bvt+cw =0 & ... & { 2_ 73;) & (a,byc) = (—2,1,-3).

Nous ne l’avons pas fait pour ne pas nuire & la compréhension.

Exercice 9. On se place dans E = RF muni des opérations usuelles.

1) Soient f1 : x — cos(x), f2 : x — sin(x) et f3 : x — cos(2x). Montrer que (f1,f2,f3) est libre.

2) Soient f1 : x — cos?(x), f2 : x sin?(x) et f3 : x — 1. Montrer que (f1,f2,f3) est liée.

Solution 9.

1) Soit (a,b,c) € R3.

af; +bfa +cf3 =0= Vx € R, acos(x)+ bsin(x) + ccos(2x) =0

a+ ¢ =0 (obtenu pour x = 0)
= < —a+c =0 (obtenu pour x = 7)
b — ¢ =0 (obtenu pour x = 7/2)

=a=0=c=b.

On a montré que V(a,b,c) € R3, (af; +bfy +cf3 =0=a=b =c =0) et donc la famille (f7, f2,f3) est libre.

2) f1 +f, —f3 = 0. Ainsi, il existe une combinaison linéaire nulle & coefficients non tous nuls de fy, f2 et f3. On en déduit
que la famille (f1,f2,f3) est liée.

= Commentaire. Dans la solution précédente, « I’égalité acos(x)+ bsin(x) + ccos(2x) = 0 » ne doit pas étre comprise comme
une équation d’inconnue x. L’égalité acos(x) + bsin(x) + ccos(2x) = 0 est précédée de linformation quantifiée : Vx € R. Cela
signifie Uinformation « Vx € R, acos(x) 4+ bsin(x) + c¢sin(2x) = 0 » doit étre comprise comme un systéme d’une infinité d’équations
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d’inconnues a, b et c. Chaque fois que l’on donne une valeur a x, on obtient une équation précise que doivent vérifier a, b et c.
Nous avons donc donné a x trois valeurs précises bien choisies et cela a suffi pour que a, b et ¢ soient nuls.

Exercice 10. On se place dans E = CN muni des opérations usuelles.

Soient q7 et q2 deux complexes distincts puis w = (q7'), cy et v = (q3), - Montrer que (u,v) est libre.

Solution 10. Soit (a,b) € R?.

au+bv=0=VneN, aqi +bqy =0

a+b =0 (obtenu pour n = 0) N (g2 —q1)a=0(qz2(I) — (1))
aqi + bgqz =0 (obtenu pour n = 1) II

= a=b=0 (car q1 # q2).

Ceci montre que la famille (u,v) est libre.

= Commentaire. On rappelle que dans le cas ou q =0, la suite (@™)en st conventionnellement la suite (1 0 0 ...)

Théoréme 24. Soit E = K[X]. On munit E des opérations usuelles.
1) La famille (X™),, oy est libre.

2) Soit (Pn), ¢y une famille de polynomes non nuls de degrés deux a deux distincts. La famille (Py,),, oy est libre.
En particulier, si (Pn), ¢y est une famille de polynomes telle que pour tout n € N, deg (P,,) =n (famille de
polynomes & degrés échelonnés), alors la famille (P ), o est libre.

DEMONSTRATION .

1) On doit montrer que toute sous-famille finie non vide de la famille (X™), .\ est libre. Soient p € N* puis (i1,...,1p) € NP tel que
<2 <...<ip.

Pour (A1,...,Ap) € KP, MXYT 4+ 7\pXip =0= A =...=Ap, =0 car un polynome est nul si et seulement si ses coefficients sont
nuls.

Ceci montre que la famille (X™), _ est libre.

2) e On doit montrer que toute sous-famille finie non vide de la famille (Pn), .y est libre. Soient p € N* puis (i1,...,1p) € NP
tel que les i; soient deux a deux distincts. On réordonne les polynémes Pi,, ..., Pi, en des polynémes Q1, ..., Qp de sorte que

deg (Q1) <...<deg(Qp).

Supposons par 'absurde qu’il existe (A1,...,Ap) # (0,...,0) tel que AyQ1 + ...+ A, Qp = 0. Soit k = Max{i € [1,p], Ai # 0}. Par
k 3

définition de k, Z AiQi = 0 et Ax # 0. Mais ceci est impossible car le polynéme Z A Qi est de degré deg (Qx) # —oo. Dong, il

i=1

P

i=

1
n’existe pas (M,...,Ap) # (0,...,0) tel que A1 Q1 +...+A,Qp =0.
La famille (Pn),, .y est libre.

e Si pour tout n € N, deg (Prn) = n, en particulier les polynémes Pn, n € N, sont des polynémes non nuls de degrés deux a deux
distincts. On en déduit que la famille (Pn), . est libre.
a

Par exemple, si a € K, la famille ((X — a)™), o est une famille libre de I'espace vectoriel (K[X], +,.).

5.3 Propriétés des familles libres (ou liées)

On commence par le cas ou la famille contient un ou deux vecteurs.

Théoréme 25. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
1) Soit uw € E. (u) est libre si et seulement si u # 0.

2) Soit (u,v) € E2. (u,V) est libre si et seulement si 1 et v ne sont pas colinéaires.
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DEMONSTRATION .

1) Siu=0, T.u= 0. On obtient donc une combinaison linéaire nulle a coefficients non tous nuls du vecteur de la famille (u). Donc,
le famille (u) est liée.
Siu#0, pour A € K, Au=0= A=0 (car u+#0). Donc la famille (u) est libre.

2) Supposons u et v colinéaires. Si u =0, 1.u+ 0.v = 0. On obtient donc une combinaison linéaire nulle & coefficients non tous nuls
des vecteurs de la famille (u,v). Donc, la famille (u,v) est lice. De méme, si v =0 la famille est liée.

Sinon, il existe A € K tel que v =A.a. On a alors 1.v —A.u = 0 et on obtient une combinaison linéaire nulle & coefficients non tous
nuls des vecteurs de la famille (u,v). La famille (u,v) est liée.

On a montré que si les vecteurs u et v sont colinéaires, la famille (u,v) est liée.

A
Réciproquement, si la famille (u,v) est liée, il existe (A, n) # (0,0) tel que Au+ p.v = 0. Si par exemple L # 0, on a v = —:L.u et

donc les vecteurs u et v sont colinéaires.

a
Théoréme 26. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et soit (xi);.; une famille non vide de vecteurs de E.
Si I'un des vecteurs de la famille (x;i);; est nul, alors la famille (x;);.; est liée.
Si la famille (x;);c; est libre, alors tous les vecteurs de cette famille sont non nuls.
DEMONSTRATION . Puisque une famille quelconque non vide est liée si et seulement si il existe une sous-famille finie non vide

qui est liée, il suffit de démontrer le résultat quand la famille de vecteurs est finie. Soient n € N* puis (x;), <<n € E™.

Supposons que I'un des xj, noté xi, soit nul. Alors sin > 2, T.x; + Z 0.x; =0etsin=1, 1.x; =0. On a ainsi fourni une combinaison
j#A
linéaire nulle & coefficients non tous nuls des x;. La famille (x;);;,, est donc lice.

Par contraposition, si la famille (x;) est libre, tous les vecteurs de cette famille sont nécessairement non nuls. a

1<<n

= Commentaire. Dans la démonstration précédente, si on adopte la convention (usuelle) qui dit qu’une somme vide est nulle,

alors il n’y a pas besoin de discuter suivant que n =1 oun > 2. Dans tous les cas, on peut écrire 1.xi + Z 0.x; = 0. On adoptera
j#L
cette convention dans les démonstrations ultérieures.

Théoréme 27. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et soit (xx), .y une famille non vide de vecteurs de E.

Si il existe deux indices i et j tels que i # j et x; et x; soient colinéaires, alors la famille (xy), o est lice.
Si la famille (xi)y; est libre, alors les vecteurs de cette famille sont deux a deux non colinéaires.

DEMONSTRATION . Il suffit de démontrer le résultat quand la famille de vecteurs est finie. Soient n € N* puis (Xk)1<k<n eE™

Supposons qu’il existe i et j tels que i # j et x; et x; colinéaires. Si xi = 0 ou x; = 0, le théoréme précédent montre que la famille
(Xk)1<ren est liée. On suppose maintenant que x; et xj sont non nuls. Il existe A € K tel que x; = Axi. Alors 1.x; + (—A).xq +

E 0.xx = 0. On a ainsi fourni une combinaison linéaire nulle & coefficients non tous nuls des xi. La famille (xi), <k<n ©st donc
<kg
k#1, k#j
lice.
Par contraposition, si la famille (x;);;<,, est libre, les vecteurs de cette famille sont nécessairement deux & deux non colinéaires.
<i<
0

On a vu que pour une famille de deux vecteurs w et v, la famille (u,v) est libre si et seulement si les vecteurs u et v

ne sont pas colinéaires. A partir de trois vecteurs, le théoréme précédent affirme que si la famille de vecteurs est libre,
il est nécessaire que les vecteurs de la famille soient deux a deux non colinéaires mais ce n’est plus suffisant. Il existe
des familles liées (u,v,w) de trois vecteurs telles que les vecteurs u, v et w sont deux a deux non colinéaires. Prenons
par exemple u et v non colinéaires puis w = u 4+ v. u et v ne sont pas colinéaires de méme que u et w et aussi v et w.
Pourtant, la famille (u, v, w) est liée.
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Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille soit libre.

Théoréme 28. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et soit (xi);c; une famille non vide de vecteurs de E constituée
d’au moins deux vecteurs.

La famille (xi);.; est liée si et seulement si il existe un vecteur de cette famille qui est combinaison linéaire des autres
vecteurs de cette famille.
La famille (xi);c; est libre si et seulement si aucun vecteur de cette famille n’est combinaison linéaire des autres
vecteurs de cette famille.

DEMONSTRATION . Il suffit de démontrer le résultat quand la famille de vecteurs est finie. Soient n > 2 puis (Xj)1<i<n IS

n
Supposons la famille (Xj)1gjgn lice. Il existe (A1,...,An) # (0,...,0) tel que Z?\in = 0. Soit i un indice tel que Ay # 0. On peut
=1
écrire xi = Z (—)\—J> Xj. Le vecteur x; est alors combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.
i#i

1

Réciproquement, supposons qu’il existe i € [1,n] tel que x; soit combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille. Il existe

(7\j)#i e K™ tel que xi = Z Ajxj. Mais alors, 1.xi + Z (—Aj)x; = 0 et on obtient une combinaison linéaire nulle & coefficients
j#AL j#AL
non tous nuls des vecteurs de la famille. La famille est donc liée.

Enfin, par contraposition des deux implications, la famille (xi);.; est libre si et seulement si aucun vecteur de cette famille n’est
combinaison linéaire des autres vecteurs de cette famille.
a

= Commentaire. Toujours avec la convention qui dit qu’une somme vide est nulle, le théoréme précédent reste vrai pour une
famille d’un seul vecteur. On aurait donc pu se dispenser de la précision : « ... constituée d’au moins deur vecteurs ».

@ (u, v, w) liée & w est combinaison linéaire de u. Le théoréme précédent dit que si la famille (uw, v, w) est liée, alors
I'un au moins des trois vecteurs u ou v ou w est combinaison linéaire des deux autres. Mais le théoréme précédent
ne dit pas que chacun des trois vecteurs est combinaison linéaire des deux autres.

Considérons par exemple un vecteur 1 non nul donné puis v = 2u puis w non colinéaire a u (et donc non colinéaire a
v). La famille (u,v,w) est liée car les deux vecteurs u et v sont colinéaires. Pourtant w n’est pas combinaison linéaire de
u et v. Par contre v = 2.u + 0.w est combinaison linéaire de u et w. Le théoréme qui suit analyse plus précisément ce
probléme.

Théoréme 29. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient n € N* puis (ug,...,un,u) € EM1.
Si la famille (wy,...,u,) est libre et la famille (uq,...,un,u) est liée, alors u est combinaison linéaire des vecteurs de
la famille (wq,...,un).
DEMONSTRATION . Puisque la famille (1, ..., un, u) est lie, il existe (A1,...,An,A) € K*\{(0,...,0)} tel que ?\LH-Z Aiwg = 0.
i=1
Si A =0, il reste Z?\iui =0et donc Ay = ... =An = 0 car la famille (uy,...,un) est libre. Ainsi, si A = 0, alors (A1,...,An,A) =
i=1
(0,...,0) ce qui est exclu. Donc, A # 0 puis u = Z (—7;\1) ui. u est effectivement combinaison linéaire des vecteurs de la famille
i=1
(Wrye.eyun).

a

Le théoréme 29 se généralise bien str & une famille quelconque L = (u;);; sous la forme : si L est libre et L U {u} est lice,
alors u € Vect (ui);c;. Dans ce dernier intitulé, 'écriture « LU{u} » est mauvaise car elle suppose que L est une partie de
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E et pas une famille de vecteurs de E. Nous nous en contenterons néanmoins en identifiant plus ou moins les deux notions.

Théoréme 30. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et soit (xi);.; une famille non vide de vecteurs de E.

La famille (x;);.; est libre si et seulement si (pour toute partie finie non vide ] de I,

7 (Ajers )iy ) € K, 3 A% = Y wixs = ¥ € J, A = ).
j€] j€]

DEMONSTRATION . Soit (xi);¢; € E! une famille non vide de vecteurs de E.

Supposons la famille (xi);c; libre. Soit ] une partie finie et non vide de I. Alors, la famille (x;);<; est libre. Soit ((?\j)jeI , (H—j)jel) S

()"

iel

DAN=D wx =) M-y =0=Yel,A—w =0V €], A =w.
S j€] j€]
Supposons que pour toute partie finie et non vide J de I, V <0‘i)iel s (”J')iel) € (KI)Z) Z Aixs = WXy = Vj €, Aj = 1.
Soit ] une partie finie et non vide de I. En appliquant ce qui précéde au cas ou tous lesleulj7 j € J, sont nuls, on obtient : V (}‘i)iel S
K/, Z)\ij =0= Z?\jxj = ZO.X]‘ = Vj € ], Aj =0. Par suite, la famille (x;);; est libre.
Puiscﬁl]e toute sous—grlnﬂle ﬁnizeeclle la famille (xi);.; est libre, on en déduit que la famille (xi);.; est libre.
a

= Commentaire. Le théoréeme 30 est un moment important. Quand une famille est libre, on a la possibilité d’identifier les
coefficients. Par exemple,

(Vx € R, (a+b)cos(x)+ (2a—b +c¢)sin(x) + (a + 2c) cos(2x) = 3cos(x) +2cos(2x)) & a+b=3,2a—b+c=0et =a+2c=2

puisque la famille constituée des trois fonctions x +— cos(x), x + sin(x) et x +— cos(2x) est libre d’aprés exercice n° 9.

Théoréme 31. Toute sous-famille d’une famille libre est libre. Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

DEMONSTRATION . Soit (xi);; une famille non vide de vecteurs de E, libre. Soient ] une partie non vide de I puis K une partie

finie non vide de J. K est alors une partie finie non vide de I et donc la famille (Xi)iek est libre.
Puisque toute sous-famille finie de la famille (x;) icy est libre, on en déduit que la famille (xi) icy est libre.

Soit (xi);c; une famille non vide de vecteurs de E, liée. Soit ] un ensemble d’indices tel que I C J. Si (xi);; est libre, alors (x:)

est libre ce qui est faux. Donc, (Xi)ie] est liée.

ieJ iel

a

Le théoréme suivant est a part. Il prépare la définition de la dimension d’un espace vectoriel qui sera exposée au chapitre
suivant.

Théoréme 32. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.

Pour n € N*, n + 1 combinaisons linéaires de n vecteurs constituent une famille liée.

DEMONSTRATION . On montre le résultat par récurrence sur n.

e Montrons que deux combinaisons linéaires d’'un méme vecteur constituent une famille lie. Soit x; € E. Soient yi et yz deux
vecteurs de E, tous deux combinaisons linéaires du vecteur x1. Posons y; = Ax; et y, = ux; ot (A, n) € K2.

Siyr =0 ou vy, =0, la famille (y1,yz) est liée.

Sinon, y1 # 0 et y2 # 0 ce qui impose A # 0 et n # 0. On a alors py; —Ayz = Apux; —Apx; = 0. On a ainsi obtenu une combinaison
linéaire nulle & coefficients non tous nuls des vecteurs y; et y,. La famille (y1,y2) est liée.

e Soit n > 1. Supposons que n + 1 combinaisons linéaires de n vecteurs constituent une famille liée. Soit (x1,...,%ns1) € EMF.
Soient Y1, ..., Yn+1, Ynt+2 N+ 2 vecteurs tous combinaisons linéaires des vecteurs X1, ..., Xn4+1. Posons donc
Y1 = aixq + a2x2 + ...+ a1 nXn + A1, n+1Xn+1
Y2 = az 1x1 + az 2Xx2 + ...+ aznXn + A2, n41Xn41
Yn+1 = Gnt1,1X1 + 0 Gny12X2 + +  AneinXn T Qnilne1Xngd
Yn+2 = Qn+2,1X1  +  Qny22X2  + +  Qni2nXn T+ Qng2m+1Xn+d

otles aij, 1<i<n+2,1<j<n+1, sont des éléments de K.
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Si tous les nombres ainy1, 1 <1< n+2, sont nuls, alors les vecteurs yi, ..., Yns1 sont combinaisons linéaires des vecteurs x1, ...,
Xn. Par hypothése de récurrence, la famille (y1,...,Yyn+1) est liée puis la famille (yi,...,yn+2) est liée en tant que sur-famille d’une
famille liée.

Supposons maintenant que I'un au moins des coefficients ain+1, 1 <1< n+ 2, est non nul. Quite a renuméroter les vecteurs yi, on
supposera dorénavant que an4+2n+1 # 0.

. Ain+1 . . o, .

Pour i € [1,n+1], on pose z; = yi — Lynﬂ. Les vecteurs z1, ..., zn41 sont alors combinaisons linéaires des vecteurs x1, ...,
An42,n+1

xn (et plus du vecteur xn+1). Par hypothése de récurrence, la famille (z1,...,2zn+1) est liée. Par suite, il existe (A1,...,An1) £ 0

n+l n+1
. . Ain+1 .
tel que Aizi = 0. On en déduit que Ai (y- — ’71; 2) =0 puis que

n+1
ZA1y1+ <Z 7\ St )yn+2_0-

An2,n+1

Puisque les A; ne sont pas tous nuls, 'un au moins des coefficients de la combinaison linéaire ci-dessus n’est pas nul et donc encore
une fois, la famille (y1,...,Yyns+2) est liée.

Le résultat est démontré par récurrence.

5.4 Bases. Coordonnées d’un vecteur dans une base

DEFINITION 18. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel non réduit a {0}. Soit (e;);.; une famille non vide de vecteurs de
E.

La famille (ei);.; est une base de E si et seulement si tout vecteur de E est combinaison linéaire, de maniére unique,
des vecteurs de la famille (e;); ;.

Dans le cas out B = (ei);; est une base de E, si x est un vecteur de E, x s’écrit sous la forme Z Xxiei ol les xq sont
iel

des éléments de K, nuls sauf peut-étre pour un nombre fini d’entre eux. La famille de nombres (xi);; est la famille

des coordonnées de x dans la base B.

Convention. @ est une base de ’espace vectoriel ({0}, +,.).

= Commentaire. Dans la définition précédente, rien ne dit que si (E,+,.) est un K-espace vectoriel « pris au hasard », il existe
au moins une base dans E. Le probléme de l’existence d’une base sera en partie réglé au chapitre suivant dans le cas d’un « espace

de dimension finie ».

Exercice 11. On munit E = R3 des opérations usuelles. Soit u = (2,0,—1), v = (2,1,3)et w = (0,1,2).

Montrer que la famille (u, v, w) est une base de E. Préciser les coordonnées d’un vecteur (x,y,z) dans cette base.

Solution 11. Soit (x,y,z) € R3. Soit (a,b,c) € R3.

X
2a+2b=x a:_b""i
(xy,z) =au+bv+cw &S ¢ b+e=y & ¢ c=—-b+y
—a+3b+2c=z —(-b+3) +30+2-bry) =z
1 1
b:Z(x—4y+22) b= Zil(x—4y+22)
1
= a:—Z(x—4y+22)+§ &4 a= Z(x+4y 2z)
1 1
c:—Z(x—4y+Zz)+y c= 4( x + 8y —2z)

On a montré que : V(x,y,z) € R3, 3!(a,b,c) € R3/ (x,y,2z) = au+bv+cw. Donc, la famille (1, v, w) est une base de R3.
1 1 1
De plus, pour (x,y,z) € R3, (x,y,z) = 7 (x+4y—2z)u+ 1 (x—4y+2z)v+ 1 (—x 4+ 8y —2z)w. La famille des coordonnées

1 (—x+ 8y —2z)>.

1 1
de (x,y,z) dans la base (u,v,w) est donc (Z(x+4y —2z), Z(X — 4y + 2z), 7
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Théoréme 33. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel non réduit a {0}. Soit (ei);.; une famille non vide de vecteurs de
E.

La famille (ei);; est une base de E si et seulement si la famille (e;);; est libre et génératrice de E.

DEMONSTRATION . Par définition, tout vecteur de E est combinaison linéaire des vecteurs de la famille (ei); si et seulement si

la famille (ei);.; est génératrice de E. De plus, les coefficients d'une telle combinaison linéaire sont uniquement définis si et seulement
si (ei);c; est libre d’aprés le théoréme 30.
a

Quand on se donne un espace vectoriel (E,+,.), rien ne prouve que 'on puisse trouver dans cet espace au moins une base.
On verra au chapitre suivant que sous certaines conditions, il existe au moins une base de E. On peut néanmoins donner
dés maintenant des situations ou 'espace (E, +,.) admet au moins une base.

e Si E ={0}, une base de E est &. On note que & est libre (par convention) et génératrice de E = {0}.

e Soit E = K™. Pour i € [1,n], on pose e; = (i)
Pour tout x = (Xi)1<i<n €E,ona

1<j<n = (0y...,0,1,0,...,0) ou le 1 est placé en i-éme composante.

n
X =(X1y.eeyXn) =x1(1,0,...,0) + ... +xn(0,...,0,1) :inei.
i=1
La famille (ei)lgign est donc génératrice de K™. De plus, pour (x1,...,xn) € K™,

x1e1 + ...+ xnen =0= (x1,...,xn) = (0,...,0) = Vie [I,n], x; =0.

La famille (e;), <ign ©st donc libre. Finalement, la famille (e;), <ign €St une base de K™ appelée la base canonique de
K™. Dans ce cas, les composantes X1, ..., Xn, d’'un n-uplet (x1,...,Xxn) sont aussi ses coordonnées dans la base canonique.

e Soit E = K[X]. Tout polynéme est combinaison linéaire, de maniére unique, de la famille (X™), .. La famille (X™), oy
est donc une base de K[X], appelée la base canonique de K[X]. Les coordonnées d’un polynéme P dans cette base sont
ses coefficients.

Plus généralement, pour a € K, posons P, = (X — a)¥. La famille (Pi)yen est libre d’aprés le théoréme 24. De plus,
la formule de TAYLOR montre que tout polynéme est combinaison linéaire de la famille (Py), .y (VP € KIX], P =

+oo

p(k) p(k)
Z k'(a) (X — a)¥ ou les (a
k=0 )

génératrice de K[X]. Finalement, la famille (Py), .y est une base de K[X]. La famille des coordonnées d'un polynéme P

sont nuls sauf peut-étre pour un nombre fini d’entre eux) et la famille (Py), oy est

p(k)
dans la base (Py), oy est (¥> :
k! KEN

De méme, si n € N, la base canonique de K, [X] est (Xk) et plus généralement, la famille ((X — aeckK

"
o<k<n a) )ogkgn’

donné, est une base de K, [X].

e La base canonique de My ,(K) est la famille des matrices élémentaires (Ej ;) Toute matrice A =

(L,j)el1,m]x[1,p]"
(al‘])(iy].) e[1,n]x[1,p] S €crit de maniére unique comme combinaison linéaire des matrices élémentaires :

A= > aijEi;.
(i,j)el,nIx[1,p]

Les coefficients d’une matrice sont donc aussi ses coordonnées dans la base canonique de My, p, (K).

6 Applications linéaires

6.1 Définitions

DEFINITION 19. Soient (E,+,.) et (E/,+,.) deux K-espaces vectoriels. Soit f une application de E vers E’.

f est une application linéaire de E vers E’ si et seulement si

V(x,y) € B2, f(x +y) = f(x) + f(y) et V(A,x) € K x E, f(Ax) = Af(x).

L’ensemble des applications linéaires de E vers E’ se note L(E,E’).
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Dans la pratique, on peut résumer les conditions en une seule :

Théoréme 34. Soient (E,+,.) et (E/,+,.) deux K-espaces vectoriels. Soit f une application de E vers E’.

f est une application linéaire de E vers E’ si et seulement si V(x,y) € E2, V(A, 1) € K2, f(Ax + uy) = Af(x) + uf(y).

DEMONSTRATION .

e Supposons f linéaire. Soient (A, u) € K2 et (x,y) € E2. f(Ax + ny) = f(Ax) + f(uy) = Af(x) 4+ uf(y).
e Supposons que Y(x,y) € E2, V(A 1) € K2, f(Ax+ wy) = Af(x)+uf(y). Pour A = p =1, on obtient V(x,y) € E2, f(x+y) = f(x)+f(y)
et pour y =0 et 1 =0, on obtient Vx € E, VA € K, f(Ax) = Af(x). Donc, f est linéaire.

a

Exercice 12. Soit f 'application de R3 dans R? définie par :

V(X,y,l) € R3) f((xayaz)) = (ZX_U +Z,X+ZZ).

Montrer que f € £ (R3,R2).

Solution 12. Soient (w,v) = ((x,,2), (x/,y’,2) € (R3)? et (A, ) € R2,

fAu+ ) = f(Ax + px’, Ay + wy ', Az + uz'))
=2+ ux') — Ay + wy’) + Az + pz’), Ax + ux’) + 2(Az + uz'))
=A2x—y+z)+p2x -y +z")Ax+2z) + u(x’ +22)) = A2x —y + z,x + 2z) + u(2x' —y' +z/,x' +22')
= Af(u) + pf(v).

Donc, f € £ (R?,R?).

DEFINITION 20. Soient (E,+,.) et (E/,+,.) deux K-espaces vectoriels. Soit f une application de E vers E’.

Une application linéaire de E vers E s’appelle un endomorphisme de E. L’ensemble des endomorphismes de E se
note L£(E) (au lieu de L(E, E)).

Une application linéaire bijective de E sur E’ s’appelle un isomorphisme de E sur E’.

Une application linéaire bijective de E sur E s’appelle un automorphisme de E. L’ensemble des automorphismes de
E se note GL(E).

Théoréme 35. Soient (E,+,.) et (E/,+,.) deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E,E’).
— —
On a nécessairement f OE) = Qg
DEMONSTRATION . f (O_g) = f( O_E)) = 0.f (O_E)) = (E ou aussi f (O_g) =f (O_E) +OE) =1 (O_g) + f (O_g) puis de nouveau

0
f (O_E)) = (E aprés simplification par f (O_g) dans le groupe (E',+).

A
6.2 Détermination des applications linéaires de K" vers KP
Déterminons d’abord les applications linéaires de K™ dans K ott n € N*. On note (e;), <ign la base canonique de K™.
Soit f € £ (K™ K). Pour i € [1,n], on pose ai = f(ei) (les a; sont des nombres). Pour (x1,...,xn) € K", on a

nécessairement

n

f((xh-“axn))—f(ZXiei) =) xif(ei)
i=1 i=1
= Z aiXi.
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Ainsi, si f € £ (K", K), f est nécessairement une application de la forme x — aixq +...4+ anxy ot les ai, 1 <1< n, sont
des éléments de K.

Réciproquement, soient (aj,...,an) € K™ puis f : (X1,...,Xn) = a1X1 + ...+ adnXxn. T est bien une application de K™
2
dans K. De plus, pour ((X1,...,%n), (Y1,...,yn)) € (K™ et (A, n) € K?,

f(}\(xhnwxn)+H(y1a~-~ayn)):f((}“ﬂ +Hy1a~-~)7\xn+uyn))
=ar My +uyr)+...+ Axn +wyn) =A(a1x1 + ...+ anxn) + 1 (a1yr + ...+ anyn)
:)\f((xh---)xn))+uf((yl)'-')yn)))

et donc f est une application linéaire de K™ dans K. Donc,

Théoréme 36. Soit n € N*. Les applications linéaires de K™ dans K sont les applications de la forme

(X1y . eyXn) = @1X7 4+ ..o+ AnXn

ou (ay...,an) € K™ Une telle application s’appelle une forme linéaire sur K™.

Ainsi, par exemple, les applications linéaires de R3 dans R (ou encore les formes linéaires sur R3) sont les applications de
la forme (x,y,z) — ax + by +cz ol a, b et ¢ sont trois réels donnés.

Passons au cas général. Soient n et p deux entiers naturels non nuls puis f une application de K™ dans KP. Posons
f=(f1,...,fp) ottles fi, 1 <1< p, sont des applications de K™ dans K. Il est clair que f est linéaire si et seulement si
chaque fi, 1 <1< p, est linéaire et donc, d’aprés le théoréeme 36 :

Théoréme 37. Soit (n,p) € (N*)z. Les applications linéaires de K™ dans KP sont les applications de la forme
(X1 e yXn) = (@111 + oo+ A1 Xy ooy Qp 1 X1 F oo+ QpnXn) O (11,400, A1y ee ey Apity.esy Gpn) € KNP,

Ainsi, par exemple, les applications linéaires de R3 dans R? sont les applications de la forme (x,y,z) — (ax+by+cz,a’x+
b'y+c’z) ot a, b, c, a’, b’ et ¢’ sont six réels donnés.

6.3 Images directes ou réciproques de sous-espaces

Théoréme 38. Soient (E,+,.) et (E/,+,.) deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E,E’).
Pour tout sous-espace F de E, f(F) est un sous-espace de (E’,+,.).

Pour tout sous-espace F/ de E/, f~1(F’) est un sous-espace de (E,+,.).

DEMONSTRATION .

e Soit F un sous-espace vectoriel de E. O_E) € F et donc (E) =f (O_E)) € f(F).
Soient (x’,y’) € (f(F))? et (A,pn) € K2. Il existe (x,y) € F tel que x’ = f(x) et y’ = f(y). Puisque F est un sous-espace de E,
Ax +py € F puis
M 4 uy’ = AM(x) + pf(y) = f(Ax + uy) € f(F).
Ceci montre que f(F) est un sous-espace vectoriel de E’.
e Soit F’ un sous-espace vectoriel de E’. (E) € F'. Puisque f (O_E>) = (E), f (O_E>) € F’ et donc O_E> e f1(F).

Soient (x,y) € (fﬁl(F/))z
A 4y € F1(F).

et (A, 1) € K?. Alors f(x) € F/ et f(y) € F/ puis Af(x) + uf(y) € F’ ou encore f(Ax + wy) € F' ou enfin

Ceci montre que f~'(F’) est un sous-espace vectoriel de E.
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6.4 Noyau et image d’une application linéaire

DEFINITION 21. Soient (E,+,.) et (E/,+,.) deux K-espaces vectoriels. Soit f € £L(E,E’).

Le noyau de f est ensemble des éléments x de E tel que f(x) = 0. Il est noté Ker(f) (en anglais, noyau se dit kernel
et en allemand, noyau se dit kern). Ainsi,

Ker(f) ={x € E/ f(x) =0} = ' ({0}).

L’image de f est 'ensemble des images des éléments de E par f. Elle est notée Im(f). Ainsi,

Im(f) = {f(x), x € E} = f(E).

Théoréme 39. Soient (E,+,.) et (E’,+,.) deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E,E’).

Ker(f) est un sous-espace de E et Im(f) est un sous-espace de E’.

DEMONSTRATION . {0} est un sous-espace de E’ et donc Ker(f) = f~'({0}) est un sous-espace de E d’aprés le théoréme 38.

E est un sous-espace de E et donc Im(f) = f(E) est un sous-espace de E’ d’aprés le théoréme 38.

Théoréme 40. Soient (E,+,.) et (E’,+,.) deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E,E’).

f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.
f est surjective si et seulement si Im(f) = E’.
f est un isomorphisme de E sur E’ si et seulement si Ker(f) ={0} et Im(f) = E’.

DEMONSTRATION .

N

e Supposons f injective. Soit x € E. x € ker(f) & f(x) =0 & f(x) = f(0) & x =0 (car f injective). Donc, Ker(f) = {0}.
Réciproquement, supposons Ker(f) = {0}. Soit (x,y) € E%. f(x) =f(y) = f(x —y) =0 = x —y € Ker(f) = x —y = 0 = x = y. Donc,
f est injective.

e f surjective & f(E) = E' & Im(f) = E'.

!

e f bijective & f injective et surjective & Ker(f) = {0} et Im(f) = E’.

R3 . Déterminer Ker(f) et Im(f). f est-elle injective 7 surjective ?
(X —Yx + 29) _y)

Exercice 13. Soit f : R2
(%, y)

—
—

Solution 13. f est linéaire.

e Soit (x,y) € RZ2.

(x,y) € Ker(f) & f((x,y)) = (0,0,0)
x—y=0
& x+2y=0 &x=y=0¢ (x,y) =(0,0).
Donc, Ker(f) ={(0,0)}. On en déduit que f est injective.
e Soit (x/,y’,z') € R3.

(Xlaylvzl) € Im(f) & (x,y) € Rz/ f((x,y)) = (Xlaylvzl)

x—y=x' y=-—z

S3xy R/ x+2y=y &3xy) R/ ¢ x=x"—2
—y=z (x'—z')+2(-2') =y’
y=—2

& 3(x,y) € R?/ x=x"—z'
x'—y'—=32"=0

Six"—y’—3z" #£0, le systéme précédent, d’inconnue (x,y), n’a pas de solution et donc (x’,y’,z’) & Im(f).

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 28 http ://www.maths-france.fr



Six’—y’ =3z’ =0, le systéme précédent admet un couple solution a savoir (x,y) = (x’ —z’,—z’) ou encore, il existe
(x,y) € R?/ f((x,y)) = (x',y’,2z'). Finalement, Im(f) = {(x,y,z) ERY/x—y—3z= 0}. Le vecteur (1,0,0) n’est pas
dans Im(f) et donc Im(f) # R3. f n’est pas surjective.

6.5 Images de familles libres ou génératrices

Théoréme 41. Soient (E,+,.) et (E',+,.) deux K-espaces vectoriels. Soit f € £(E,E’). Soit (ui);c; une famille non
vide de vecteurs de E.

Si la famille (ui);; est liée, alors la famille (f (u;));; est lice.

Si la famille (f (u;));c; est libre, alors la famille (ui);; est libre.

DEMONSTRATION .  Supposons la famille (u;); ., liée. Il existe une sous-famille finie non vide (u;)..; qui est liée. Il existe donc

i€l je]

une famille (A;);c; de scalaires non tous nuls telle que Z Ajuy = 0. Mais alors
je]
> Afl) =F (> Ay | =F(0)=0.
je] je]
On a obtenu une combinaison linéaire nulle & coefficients non tous nuls des vecteurs f (u;), j € J. La famille (f (u;))
la famille (f (wi));c; est liée en tant que sur-famille d’une famille lice.

jey est liée puis
Par contraposition, si la famille (f (1));., est libre, alors la famille (wi);.; est libre.
a

= Commentaire. Ainsi, une application linéaire préserve les liaisons pouvant exister entre certains vecteurs. En particulier,
limage d’un vecteur colinéaire a w est un vecteur colinéaire & f(u) : f(Au) = Af(u).

Par contre, I'image d’une famille libre n’est pas nécessairement une famille libre. Prenons par exemple pour f
I’application nulle de E vers E’ ou E est un espace contenant au moins un vecteur non nul u. La famille (u) est libre
mais la famille (f(u)) n’est pas libre car contient le vecteur nul. Le théoréme suivant analyse le probléme.

Théoréme 42. Soient (E,+,.) et (E/,+,.) deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E, E’).

f est injective si et seulement si I'image de toute famille libre de E par f est une famille libre de E’.

DEMONSTRATION . On note que f(&) = & est une famille libre, que f soit injective ou pas.

e Supposons f injective. Soit (wi);. une famille non vide de vecteurs de E qui est libre. Soit ] une partie finie non vide de I. Montrons

que la famille (f (u;)); ., est libre. Soit ()\j)je] e K.

j€]

Z?\jf(uj)202>f Z?\juj =0
j€] je]
= Z Ajuy = 0 (car f est injective et donc Ker(f) ={0})
i€

=Vj €], \j =0 (car la famille (uj)je] est libre).

est libre. Puisque toute sous-famille finie de la famille (f (ui));; est libre, la famille (f (ui))

Ceci montre que la famille (f (uj))j il

est libre.

€J

e Supposons que I'image de toute famille libre de E par f soit une famille libre de E’. Si E contient un vecteur non nul u, la famille
(u) est libre. Il en est de méme de la famille (f(u)) et en particulier f(u) # 0. Ceci montre que Ker(f) = {0} et donc que f est injective.

a
Théoréme 43. Soient (E,+,.) et (E/,+,.) deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E, E’).
L’image d’une famille génératrice de E par f est une famille génératrice de f(E) = Im(f).
DEMONSTRATION . Si E = {0}, @ est une famille génératrice de E. f(@) = & est effectivement une famille génératrice de

f(E) ={0}.
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Soit (1i);c; une famille non vide de vecteurs de E, génératrice de E. Tout vecteur de E est donc combinaison linéaire des vecteurs
ui, i € L. Par linéarité, tout vecteur de f(E) est combinaison linéaire des vecteurs f (ui), i € I, et donc la famille (f (ui));.; est
génératrice de f(E).

a

RS
(X—H»X+2U)—1J)

Exercice 14. Soit f : R?
(%, y)

Déterminer une base de Im(f).

—
—

Solution 14.

lére solution. Im(f) = {(x —y,x +2y,—y), (x,y) € R?} = {x(1,1,0) +y(—1,2,-1), (x,y) € R?} = Vect (u1,uz) o
u; = (1,1,0) et uy = (—1,2,—1). De plus, les vecteurs u; et u, n’étant clairement pas colinéaires, la famille (uy,u,) est
libre. Finalement, (11, u,) est une base de Im(f).

2éme solution. Notons (e, e;) la base canonique de R?. (e7,e,) est une famille génératrice de R2. Donc, (ug,13) =
(f(e1),f(ez2)) est une famille génératrice de Im(f) avec w; = (1,1,0) et up = (—1,2,—1) ...

Théoréme 44. Soient (E,+,.) et (E/,+,.) deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E, E’).

f est surjective si et seulement si 'image de toute famille génératrice de E par f est une famille génératrice de E’.

DEMONSTRATION . Supposons f surjective. Donc, Im(f) = E’. Soit F une famille génératrice de E. D’aprés le théoréme précédent,
f(F) est génératrice de Im(f) = E'.

Supposons que 'image de toute famille génératrice de E par f soit une famille génératrice de E’. Soit F une famille génératrice de
E. f(JF) est une famille génératrice de E’. D’aprés le théoréme précédent, f(F) est aussi une famille génératrice de Im(f) ou encore
Im(f) = Vect(f(F)) = E’. On en déduit que f est surjective.

a

En combinant les théorémes 42 et 44, on obtient immédiatement :

Théoréme 45. Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel admettant au moins une base et (E’, +,.) un K-espace vectoriel.
Soit f € L(E,E’).

f est un isomorphisme de E sur E’ si et seulement si I'image de toute base de E par f est une base de E’.

6.6 Ensembles d’applications linéaires
6.6.1 L’espace (L(E,F),+,.)

Soient (E,+,.) et (F+,.) deux K-espaces vectoriels. On rappelle que ’ensemble des applications linéaires de E vers F se
note L(E,F). L(E, F) est une partie de FE I’ensemble des applications de E vers F. On vérifie aisément que (FE, +, ) est un
K-espace vectoriel, les opérations + et . étant définies par :

Y(f,g) € (FE), ¥x € E, (f+ g)(x) = f(x) + g(x) et ¥f € FE, YA € K, (\.F)(x) = Af(x).

Vérifions alors que L£(E, F) est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel (FE, +, )

e L(E,F) C FE.
e 0 € L(E,F) (Papplication nulle est linéaire).
e Soient (f, g) € (L(E,F))? et (a,b) € K2. Vérifions que af + bg est linéaire. Soient (A, u) € K? et (x,y) € E2.

(af +bg)(Ax + ny) = af(Ax + py) + bg(Ax + ny) = a(Af(x) + uf(y)) +b(Ag(x) + ng(y))
= Alaf +bg)(x) + plaf +bg)(y).

Ainsi, V(f, g) € (L(E,F))?, V(a,b) € K?, af + bg € L(E,F) (une combinaison linéaire d’applications linéaires est
linéaire).

Ceci montre que £(E,F) est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel (FE, =+, ) On peut énoncer :

Théoréme 46. Soient (E,+,.) et (F,+,.) deux K-espaces vectoriels.

(L(E,F),+,.) est un K-espace vectoriel. En particulier, (£(E),+,.) est un K-espace vectoriel.
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6.6.2 L’anneau (L(E),+,0)

On étudie maintenant le cas particulier ot F = E. Dans ce cas, o est une loi interne dans EF et £(E) est une partie de
EE. On va vérifier que (£(E),+,0) est un anneau (la notion de sous-anneau n’est pas au programme de maths sup). On
commence par un résultat qui montre que o est une loi interne dans E.

Théoréme 47.
1) Soient (E,+,.), (F,+,.) et (G, +,.) trois K-espaces vectoriels.
V(f,g) € L(E,F) x L(F,G), gof € L(E,G) (une composée d’applications linéaires est linéaire).

2) En particulier, si (E,+,.) est un K-espace vectoriel.

)
Y(f,g) € (L(E))?, gof € L(E) (une composée d’endomorphismes est un endomorphisme).

DEMONSTRATION . Soit (f, g) € L(E,F) x L(F, G). Soient (x,y) € E? et (A, u) € K2,

g o f(Ax + py) = g(f(Ax + ny)) = gAf(x) + uf(y)) = Ag(f(x)) + ng(f(y)) = Ag o f(x) + ng o fy).
Donc, go f € L(E, G).

a

On établit maintenant la distributivité de o sur + :
Théoréme 48.
1) Soient (E,+,.), (F,+,.) et (G, +,.) trois K-espaces vectoriels.

W(f,g,h) € L(F,G) x L(F,G) x L(E,F), (f+g)oh=foh+goh

et

V(f,g,h) € L(F,G) x L(E,F) x L(E,F), fo(g+h)=fog+foh.
2) En particulier, si (E,+,.) un K-espace vectoriel, dans £(E), o est distributive sur +.
DEMONSTRATION . La premiére formule est immédiate par définition de la somme. La deuxiéme formule n’est vraie qu’a cause
de la linéarité de f. Enfin, 2) est une conséquence immédiate de 1). a

On peut maintenant énoncer :

Théoréme 49. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.

(L(E), 4, 0) est un anneau.

DEMONSTRATION . e On sait que (L(E), +,.) est un K-espace vectoriel. En particulier, (£(E),+) est un groupe commutatif.

e D’aprés le théoréme 47, on sait que o est une loi interne dans £(E). On sait que o est associative. o posséde un élément neutre
dans L(E), a savoir Ide (Ide est bien sir linéaire). Enfin, o est distributive sur 4+ d’aprés le théoréme 48.

Ceci montre que (£(E), +,0) est un anneau.
a

= Commentaire. On verra plus loin que dés que E contient au moins deuzx vecteurs non colinéaires (on dira dans le chapitre
suwivant que E est de dimension au moins 2), l’anneau (L(E),+,0) n’est pas commutatif.

On définit maintenant dans £(E) la notation f™.

DEFINITION 22. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.

Pour f € £L(E) et n € N*, on pose f* =fo...of. Pour f € £L(E), on pose aussi par convention f© = Idg.
—_—

n facteurs

= Commentaire. La convention f© = Idg est dangereuse méme si elle fonctionne souwvent dans la pratique. Cette convention
n’est fondamentalement « vraie » que dans le cas ot f est de plus bijectif c’est-a-dire le cas ou f est un automorphisme, ce qui est
l’objet du paragraphe suivant. Dans le cas général, il se peut que cette convention fasse commettre des erreurs inattendues et on
évitera si possible de lutiliser.

On donne maintenant des régles usuelles de calculs avec des exposants. Quand un seul endomorphisme f est utilisé dans
la formule, on retrouve une formule classique. Dés que deux endomorphismes f et g sont utilisés, on est siir que la formule
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est vraie quand f et g commutent. Nous avons donc séparés les résultats en deux théorémes (méme si cette classification
est critiquable) en raison de ce probléme.

Dans les théorémes qui suivent, la composée f o g est notée plus simplement fg.

Théoréme 50. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soit f € L(E).

o V(n,p) € N2, fifP = fnip,
o V(n,p) € N2, (f1)P = P,

Théoréme 51. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soit (f,g) € (L(E))? tel que f et g commutent (c’est-a-dire
fg = gf).
evVneN, (fg)" = f"g™.

n
eVneN, (f+g)" = Z <E) g™ * (avec la convention f© = g° = Idg) (formule du binéme de NEWTON).
k=0
n—1
evVne N f —g" = (f—g) Z 17k g¥ (avec la convention f© = g° = Idg).
k=0

Ainsi, si f et g commutent, (f + g)? = 2 + 2fg + g?. Si f et g ne commutent pas, tout ce que l'on peut écrire est
(f+9)?>=(f+9g)(f+g) =f*+fg+gf+g*

A toutes les régles de calcul qui ont précédé et qui concernent les opérations + et o, on doit en rajouter une qui concerne .
et o: VA €K, Vf e L(E,F), Vg € L(F,G), (Ag)of = go (Af) =Agof (pour tout x de E, g(Af(x)) = Ag(f(x)) = (Ag)(f(x)).)

6.6.3 Automorphismes. Le groupe (GL(E), o)

On rappelle qu’un automorphisme de E est une application linéaire bijective de E sur E et que ’ensemble des automor-
phismes de E se note GL(E).

On a montré dans le chapitre « Ensembles » que ’ensemble des applications de E vers E, inversibles pour la loi o sont
exactement les bijections de E sur E et on a montré dans le chapitre « Structures » que ’ensemble des éléments inversibles
d’un anneau (A, +, ), muni de la loi (induite) *, est un groupe. GL(E) est ’ensemble des inversibles de anneau (£(E), +, o)
et donc

Théoréme 52. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.

(GL(E), o) est un groupe.

Réénongons explicitement quelques résultats :

e Idg € GL(E).

e Si fe GL(E), alors ! € GL(E) et (f*])i1 =f.

e Si (f,g) € (GL(E))?, alors gof € GL(E) et (gof)™ " =f"og™ .

e tout élément symeétrisable est simplifiable et donc tout automorphisme est simplifiable pour la loi o :

Y(f,g,h) € GL(E) x L(E) x L(E), fog=foh=g=hetgof=hof= g=h.

Quand f n’est pas un automorphisme, il est possible d’avoir fog="foh (ou gof =hof) et pourtant g # h.

En particulier, il est possible d’avoir f o g = 0 et pourtant f # 0 et g # 0 ou encore, dans £(E), la phrase « un
produit de facteurs est nul si et seulement si I'un de ses facteurs est nul » est fausse. Il faudra néanmoins attendre un peu
pour avoir des exemples concrets de telles situations car a ce moment du cours, nous ne possédons pas encore d’exemples
d’endomorphismes classiques.

6.7 Formes linéaires. Hyperplans

6.7.1 Formes linéaires

DEFINITION 23. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.

Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K.

L’ensemble des formes linéaires sur E est £(E,K). D’aprés le théoréme 46, (£(E,K), +,.) est un K-espace vectoriel. Ainsi,
I’application nulle de E dans K est une forme linéaire et une combinaison linéaire de formes linéaires est une forme linéaire.
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Exemples.

e D’aprés le théoréme 36, les formes linéaires sur K™ sont les applications de la forme (x1,...,Xn) — ai1X7 + ...+ anXn
ol (ay...,an) est un n-uplet de nombres (indépendant de (x1,...,%n)). Plus généralement, d’aprés le théoréme 37, les
applications linéaires de K™ vers KP sont les applications de la forme (x1,...,%xn) = (f1 (X1,...y%n) .00y fp (X1, .00y X))

ot les fi, 1 <1< p, sont des formes linéaires sur K™.

b

e Sur E = C° ([a, b], K) I'espace des fonctions continues sur le segment [a, b] & valeurs dans K, I'application f — J f(x) dx
est une forme linéaire. ¢

e Si E est I'espace des suites convergentes d’éléments de K, I'application (un), oy = lim u, est une forme linéaire sur

p—+oo
E.
PI(0
e Les application P +— P(a), a € K donné, (évaluation en a) ou P — o (application qui & un polyndme associe son
k-éme coefficient) sont des formes linéaires sur K[X]. . a

6.7.2 Hyperplans

DEFINITION 24. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.

Un hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E.

Puisque le noyau d’une application linéaire d’un espace E vers un espace F est un sous-espace de E et que K est un K-espace
vectoriel, on a immédiatement

Théoréme 53. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.

Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple. Les formes linéaires non nulles sur K™ sont les applications de la formes @ : (X1,...,%Xn) — ai1x7 + ...+
GnXn O0 (a1,...,an) # (0,...,0) (en effet, si (ar,...,an) = (0,...,0), @ = 0 et s'il existe iy tel que a;, # 0, alors
¢ (0,...,0,1,0,...,0) = ai, #0 (le 1 étant placé en ip-éme position) et donc ¢ # 0).

Les hyperplans de K™ sont donc les ensembles de la forme H = {(x1,...,xn) € K™, a;x7 + ...+ anx, =0}ou (ag,...,an) €

(K™ \{(0,...,0)}). Une égalité du type a;xj + ...+ anxn = 0 est une équation de I'hyperplan H.

En particulier, les hyperplans de R? (resp. R?) sont les ensembles ayant une équation de la forme ax + by 4+ cz = 0 ou
(a,b,c) # (0,0,0) (resp. ax + by = 0 ot (a,b # (0,0)). Les hyperplans de R3 sont les plans vectoriels de R3 et les
hyperplans de R? sont les droites vectorielles de R?.

6.8 Homothéties vectorielles

DEFINITION 25. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soit A € K.

L’homothétie vectorielle de rapport A est ’application AIdg ou encore I'application x — Ax. L’homothétie vectorielle
de rapport A se note hy.

Enoncons quelques propriétés des homothéties.
e Si E n’est pas réduit a 0, le rapport A d’'une homothétie est uniquement défini. En effet, il existe dans E un vecteur x¢
non nul. On a alors
hyh=hy =2 EE, Ax=Ax=>Mo=Ax0=> A=A )xo=0=>A=A7A".
e Puisque Idg € L(E) et que (L(E),+,.) est un K-espace vectoriel, toute homothétie est un endomorphisme de E.
e Pour tout (A\A’) € K2, hy ohy, = hy o hy = hax-.
e En particulier, hy € GL(E) & A # 0 et dans ce cas, (ha) ' = hi.

e Les homothéties commutent avec tout endomorphisme de E : Vf € L(E), VA € K, foh) = hyof = Af. On peut démontrer
que les endomorphismes de E qui commutent avec tous les endomorphismes de E sont les homothéties, par exemple grace
a l'exercice qui suit.

Exercice 15. Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel puis f un endomorphisme de E.

Montrer que si pour tout x de E, f(x) est colinéaire a x, alors f est une homothétie.
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Solution 15. Soit f € £L(E) tel que pour tout x de E, f(x) est colinéaire & x. Donc, Vx € E, I\, € K/ f(x) = Axx. Il s’agit
de démontrer que A, ne varie pas quand x varie.

Si E = {0}, alors f est 'application nulle et en particulier, f est une homothétie. On suppose dorénavant que E # {0}. On
fixe xp un vecteur non nul de E. Par hypothése, il existe A € K tel que f (xp) = Axo. A est uniquement défini car xo # 0
Mo =Ax0=>A=AN)xo=0=A—A"=0).

Soit x € E. On doit montrer que f(x) = Ax.

ler cas. Supposons la famille (x,xq) libre. On a

f(x+x0) = )\x+xo (x+x0) = )\x+xox + }\X—FXQXO)

et d’autre part,

f(x+x0) =f(x)+ f(x0) = AxXx + Axo.

Puisque la famille (x,x0) est libre, on peut identifier les coefficients et on obtient Ay = Ay, = A. Ainsi, si la famille
(x,%x0) est libre, on a f(x) = Ax.

2éme cas. Supposons la famille (x,xo) lice. Puisque xo # 0, il existe pu € K tel que x = puxp. On a alors
f(x) = pf (x0) = pAxo = A (Uxo) = Ax.
Ainsi, si la famille (x,xo) est liée, on a aussi f(x) = Ax.

On a montré que : IA € K/ f(x) = Ax ou encore I\ € K/ f = Aldg. Donc, f est une homothétie.

6.9 Projections et symétries vectorielles

6.9.1 Projections vectorielles

DEFINITION 26. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces de E, supplémentaires (E = F®G).

On rappelle que

Vx € E, dl(y,z) e Fx G/ x=y+z.

Pour tout x € E, le projeté de x sur F parallélement a G est y et le projeté de x sur G parallélement a F est
Z.

L’application p, qui & x associe y est la projection sur F parallélement a G et 'application g, qui & x associe z
est la projection sur G parallélement a F. p et g sont des projections associées.

On donne maintenant quelques propriétés des projections.

Théoréme 54. Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel puis F et G deux sous-espaces de E tels que E = F@® G. Soit p la
projection sur F parallélement a G.

p est un endomorphisme de E.
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DEMONSTRATION . p est effectivement une application de E vers E. Soient (x1,%2) € E? et (A JA2) € K?2. 11 existe (Y1,z1,Y2,22) €

FxGxFxGtelquex; =yi1+2z1 et x2 =y2 + 2.

Mxi4+Ax2 =N (Y1 +21) + A2 (Y2 +22) = Myr +A2y2) + (AMz1 + Aaza) .
Puisque F et G sont des sous-espaces de E, A1y1 +A2y2 € F et A1z1 + A2z2 € G. Mais alors

P (Ax1 +A2x2) = Myr +A2y2 = Aip (x1) + Aap (x2) .

Ceci montre que p est linéaire.

Théoréme 55. Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel puis F et G deux sous-espaces de E tels que E = F@ G. Soient p
la projection sur F parallélement & G et q la projection sur G parallélement a F.

1) p> =p,p+q=Ide et pqg=qp =0.
2) F=Im(p) ={x € E/ p(x) = x} = Ker (Idg —p) = Ker(q) et G = Ker(p) = Im (Idg — p) = Im(q).
3) SiF#£E, alors p ¢ GL(E) et si F=E, alors p = Idg € GL(E).

DEMONSTRATION .

1) e Pour tout x de E, on a p(x) =p(x) + 0 ot p(x) € Fet 0 € G et donc p(p(x)) = p(x). Ceci montre que P2 =p.
e Par définition des projections p et ¢, pour tout x de E, on a x = p(x) + q(x) et donc p + q = Ide.
epq=p(Idg —p) =p —p> =0 et de méme qp = 0.

2) Soit x € E. Si x € F, alors x = x+ 0 avec x € Fet 0 € G et donc p(x) = x. Inversement, si x = p(x), alors x € F. Donc,
F={x€eE/px)=x}

Ensuite, pour x € E, p(x) =x & x—p(x) =0 & (Ide —p) (x) =0 & x € Ker (Ide — p). Ainsi, F = Ker (Ide —p) ={x € E/ p(x) = x}.
En appliquant ce résultat a la projection g, on a obtenu G = Ker (Ide — q) = Ker(p).

Soit x € E. Six = p(x), alors x € Im(p). Inversement, si x € Im(p), il existe y € E tel que x = p(y) et donc p(x) = p(p(y)) =ply) = x.
On a montré que F = Im(p) = Ker (Ide —p) = Ker(q). En appliquant a la projection ¢, on a aussi G = Im(q) = Ker (Idge — q) =
Ker(p).

3) Si F #E, alors Im(p) # E d’aprés 2) et donc p n’est pas surjectif. Dans ce cas, p ¢ GL(E).
Si F=E, alors {x € E/ p(x) =x} =E et donc p = Ide. Dans ce cas, p € GL(E).

= Commentaire.

o Les égalités pq = qp = 0 peuvent se montrer directement. Soit x € E. q(x) =04 q(x) ou 0 € F et q(x) € G. Donc, p(q(x)) = 0.
De méme, q(p(x)) =0.

o Si F=E, puisque FN G = {0}, on a nécessairement G = {0} et réciproquement, si F =E et G = {0}, alors E =F@® G. Dans ce cas,
p = Ide et donc 1de est la projection sur E parallélement a {0}.

Si G =E et donc F={0} = Im(p), p est Uapplication nulle. L’application nulle est la projection sur {0} parallélement a E.

Les cas p = Ide et p =0 sont deux cas trés particuliers de projections.

o On a déja expliqué, sans fournir d’exemple, que dans L(E), il est possible de trouver deux endomorphismes f et g vérifiant f # 0,
g #0 et fg =0. On peut démontrer que si E contient au moins deuzx vecteurs non colinéaires, il est possible de trouver deux sous-
espaces supplémentaires F et G tels que F # {0} et G #{0}. Les projections p et q associées a la décomposition E =F @ G constituent
alors un premier exemple explicite d’endomorphismes non nuls dont le produit est nul.

D’aprés les théorémes 54 et 55, une projection p est un endomorphisme vérifiant p? = p. Une conséquence de cette égalité
est que Yk € N*, p* = p, ce qui est immédiat par récurrence. Ainsi, toutes les puissances de p sont les mémes. On dit
alors que p est un idempotent de 'anneau (£(E),+, o). De maniére générale,

DEFINITION 27. Soient (A, +,*) un anneau puis a un élément de A.

a est idempotent si et seulement si a? = a.

Il y a deux éléments de A qui sont obligatoirement idempotents : 0 ’élément neutre pour ’addition et e ’élément neutre
pour *. Ainsi, dans C, 02 =0 et 12 = 1. 0 et 1 sont d’ailleurs les seules solutions de I’équation z? = z.

Dans £(E), 02 = 0 et Id% = Idg. Mais Péquation f2 = f admet en général (si E contient au moins deux vecteurs non
colinéaires) d’autres solutions que ces deux endomorphismes a savoir toutes les projections. Ainsi, dans un anneau, il
est possible qu'une équation de degré 2 admette strictement plus que deux solutions. Ici, le probléme vient du fait que
fP=fef(f-Idg) =04 f=0o0uf—Idg =0 car dans £(E), on n’a plus la phrase « un produit de facteurs est nul si
et seulement si 'un de ses facteurs est nul ».
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Les théorémes 54 et 55 affirment qu’une projection est un endomorphisme idempotent. Le théoréme suivant établit la
réciproque de ce résultat : un endomorphisme idempotent est une projection (on dit aussi un projecteur).

Théoréme 56. Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel puis f un endomorphisme de E vérifiant 2 = f.
1) E = Im(f) & Ker(f).
2) f est la projection sur F = Im(f) parallelement & G = Ker(f).

DEMONSTRATION .
1) Soit x € Ker(f) N Im(f). Alors, f(x) =0 et il existe y € E tel que x = f(y). Puisque f = 2, on en déduit
x = f(y) = f(f(y)) = f(x) = 0.

Par suite, Ker(f) N Im(f) C {0} puis Ker(f) N Im(f) = {0}.

Soit x € E. On a x = f(x) + (x — f(x)). f(x) est dans Im(f) et d’autre part, x — f(x) est dans Ker(f) car f(x — f(x)) = f(x) — f(f(x)) =
f(x) — f2(x) = 0. Donc, tout élément de E est somme d’un élément de Im(f) et d’un élément de Ker(f) ou encore E = Im(f) + Ker(f).

En résumé, Ker(f) N Im(f) = {0} et E = Im(f) + Ker(f). Finalement, E = Im(f) & Ker(f).

2) Posons F = Im(f) et G = Ker(f) de sorte que E = F&® G. Soit x € E. On a déja écrit : x = f(x) + (x — f(x)) ou f(x) est dans F et
x—f(x) est dans G. Donc, f(x) est le projeté de x sur F parallélement & G. Ceci montre que f est la projection sur F parallélement G.
a

Exercice 16. E = R3 est muni des opérations usuelles.
Soient F = {(x,y,z) ER3/x—dy+z= 0} et G ={(—A\,AA), A € R}

1) Montrer que F et G sont des sous-espaces de E.
2) Montrer que E =F @ G.

3) On note p la projection sur F parallélement & G et q la projection sur G parallélement & F. Pour u = (x,y,z) € R3,
préciser p(u) et q(u).

Solution 16.

1) F est le noyau d’une forme linéaire sur R3. En particulier, F est un sous-espace vectoriel de R3.
G = Vect(e) ot e = (—1,1,1). Donc, G est un sous-espace vectoriel de R3.

2) Soit u = (x,y,z) € R3. Soit A € R.

u— (AN EFES (Xx+AYy—Az—A)eFE (x+A)—4y—A)+(z—A)=0

1
S A= Z(—x+4y—z).

Ainsi, Vu € E, 3lw € G/ u—w € F. Ceci montre que E = F® G.

1
3) Le projeté de u = (x,y,z) sur G parallelement a F, a savoir q(u), est (—A,A\;A) ou A = Z(—x+4y —z). Donc,

1 o (x—4y+z x+4y—z x+4y—z
alu) = gy —2)(-1,1,1) = (SR DM XS,

Le projeté de u = (x,y,z) sur F parallélement & G, & savoir p(u) est

x—4dy+z x+4y—z —x+4y—z
plu) =u—qu) = (x,y,z) — ( f ) 4y ) 4y )

(X +dy—z x+z x—4y+5z
N 4 40 4 '

Exercice 17. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient p et q deux projections (pas nécessairement associées).
1) Montrer que : V(f,g) € (L(E))?, fog =0 & Im(g) C Ker(f).

2) a) Montrer que p + ¢ est une projection si et seulement si pq = qp = 0.
b) En déduire que p + q est une projection si et seulement si Im(q) C Ker(p) et Im(p) C Ker(q).
¢) On suppose que p+ q est une projection. Déterminer les éléments caractéristiques de cette projection (son noyau
et son image) en fonction des éléments caractéristiques des projections p et q.
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Solution 17.
1) Soit (f,g) € (L(E))2.

fog=0&Vx ek, f(g(x)) =0& Vx €E, g(x) € Ker(f) & Im(g) C Ker(f).

2) a) Soient p et q deux projections. p + ¢ est en particulier un endomorphisme de E.

P+ q projection & (p+q)* =p+q4Ep°+pqd+adp+9°=p+qESp+pa+ap+q=p+q S pq+qp =0.

Sipq=qp =0, alors pq+ qp =0. Si pq + qp =0, en composant les deux membres de cette égalité par p a gauche ou a
droite et en tenant compte de p? = p, on obtient pq +pqp = 0 et pqp + qp = 0. On en déduit pq = —pqp = qp. Mais
alors, pq+ qp =0 = 2pq =0 = pq = 0. Finalement, pq = qp =0.

On a montré que p + q est une projection si et seulement si pq = qp = 0.
b) D’aprés 1), on en déduit que p + q est une projection si et seulement si Im(q) C Ker(p) et Im(p) C Ker(q).
¢) On suppose que p + ¢ est une projection et on a donc pq = qp =0.

e Soit x € Ker(p)NKer(q). On a donc p(x) = q(x) = 0 puis (p+q)(x) =0 et donc x € Ker(p+q). Ainsi, Ker(p)NKer(q) C
Ker(p + q).

Inversement, soit x € Ker(p + q). Alors, p(x) + q(x) = 0 puis p(p(x) + q(x)) = 0 puis p?(x) +pq(x) = 0 et donc p(x) =0
car p%(x) = p(x) et pq(x) = 0. De méme, q(x) =0 et donc x € Ker(p) N Ker(q). Ainsi, Ker(p + q) C Ker(p) N Ker(q).

Finalement, Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q).
e Pour tout x de E, p(x) + q(x) € Im(p) + Im(q). Donc, Im(p + q) C Im(p) + Im(q).
Inversement, soit (y,z) € E? puis x = p(y) + q(z). Alors,

(p+a)(x) =p(p(y)) +rla(z)) +qlp(y)) +dlq(z)) =p(y) +q(z) =x
car p> =p, > = q et pq = qp = 0. Donc, Im(p) + Im(q) C Im(p + q).
Finalement, Im(p + q) = Im(p) 4+ Im(q).

6.9.2 Symétries vectorielles

DEFINITION 28. Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces de E, supplémentaires (E = F&G).

On rappelle que

vx € E, l(y,z) eFxXG/x=y+z

Pour tout x =y +z € E, avec (y,z) € F X G, le symétrique de x par rapport a F parallélement & G est y — z.
L’application s, qui a x = y+z € E, avec (y,z) € Fx G, associe y—z est la symétrie par rapport a F parallélement
a G.
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On note p (resp. q) la projection sur F (resp. G) parallélement & G (resp. F). Pour tout x € E, on a s(x) = p(x) — q(x) =
p(x) — (x—p(x)) = 2p(x) —x. Donc, s = 2p — Ide. En particulier, s est un endomorphisme de E en tant que combinaison
linéaire d’endomorphismes de E. On peut donc énoncer

Théoréme 57. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces de E tels que E = F & G. Soient

p (resp. q) la projection sur F (resp. G) parallelement & G (resp. F). Soit s la symétrie par rapport a F parallélement
aG.

1
1)s=p—q=2p—1Ide etp:z(ldg—l—s).
2) s € L(E).

3) s = Idg et en particulier s € GL(E).

DEMONSTRATION . Il reste & démontrer 3). On peut proposer deux démonstrations.

Pour la premiére, on revient a la définition du symétrique. Soit x € E. Soit (y,z) € F X G tel que x =y +z. Alors, s(x) =y —z puis,
puisque y € Fet —z € G, s(s(x)) =y—(—z)=y+z=x.

Pour la deuxiéme, on peut utiliser la projection p. s* = (2p — Ide)* = 4p? —4p + Ide (car 2p et Ide commutent). Donc, s* =
4p —4p + Ide = Ide.

Ainsi, une symétrie vectorielle est involutive. On sait alors que s est une bijection de E sur E et donc s € GL(E) puisque d’autre
part, s est linéaire.

a

Théoréme 58. Soient (E, +,.) un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces de E tels que E = F® G. Soit s
la symétrie par rapport a F parallélement a G.

F={xeE/s(x)=x}=Ker(s—Idg) et G ={x € E/ s(x) = —x} = Ker (s + Idg).

DEMONSTRATION. On note p la projection sur F parallelement & G.

lére démonstration. Soit x € E. Posons x =y +zouy € Fetze G.
es(x)=x&y—z=y+z8522=0&8z=0&5x¢€cF.
es(x)=—x&Ey—z=—(y+z2) £ 2y=0y=0&£x<cG.

Donc, F={x € E/ s(x) =x} et G={x € E/ s(x) = —x}.

De plus, pour x € E, s(x) = x & (s—1Ide)(x) = 0 & x € Ker(s—1Idg). Donc F = Ker (s —Idg). De méme, pour x € E,
s(x) = —x& (s+1de) (x) =0 & x € Ker (s + Idg). Donc G = Ker (s + Idg).
2éme démonstration. Soit x € E. s(x) = x & 2p(x) —x = x & p(x) = x & x € F (d’aprés le théoréme 55). Donc, F = {x €
E/ s(x) =x}.
Soit x € E. s(x) = —x & 2p(x) —x =—x & p(x) =0 & x € G (d’aprés le théoréme 55). Donc, G ={x € E/ s(x) = —x}.

]

Le théoréme 58 dit entre autres que les symétries sont des involutions linéaires de E. Comme pour les projections, la
réciproque est vraie ou encore un endomorphisme f de E vérifiant 2 = Idg est une symétrie :

Théoréme 59. Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soit f un endomorphisme de E tel que f> = Idg.

1) E =Ker (f — Idg) @ Ker (f + Idg).

2) f est la symétrie par rapport a Ker (f — Idg) parallelement Ker (f 4+ Idg).

DEMONSTRATION .  Soit f un endomorphisme de E tel que f* = Ide.
1) e Montrons que Ker (f — Ide) N Ker (f + Ide) = {0}. Soit x € E.

x €Ker(f—Idg)NKer(f+Ide) = f(x) =xetf(x) =—x=2x=—x=2x=0=x=0.
Donc, Ker (f — Ide) N Ker (f 4+ Idg) C {0} puis Ker (f — Ide) N Ker (f + Idg) = {0}.

e Montrons que E = Ker (f — Ide) + Ker (f + Idg). Soit x € E. On cherche y € Ker (f — Ide) et z € Ker (f 4+ Ide) tel que x =y + z.
ytz=x

y—z=f(x) En additionnant ou en retranchant membre & membre,

Nécessairement, on doit avoir f(y) =y et f(z) = —z puis {
1 1

on obtient y = E(XJrf(X)) et z = 7

(x —f(x)).
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1
2

—_

Réciproquement, posons y = = (x + f(x)) et z = = (x — f(x)). Déja, y + z = x. Ensuite,

2
fly) = 3 (706 + £ (x)) = 3 (10 +x) =y
et donc y € Ker (f — Idg) puis

f(2) = 5 (10 = () = %

et donc z € Ker (f + Idg). On a montré que tout x de E s’écrit sous la forme y +z ou y € Ker (f — Ide) et z € Ker (f 4+ Ide). Donc,
E = Ker (f — Ide) + Ker (f + Idg).

Finalement, E = Ker (f — Ide) @ Ker (f + Idg).

(f(x) —x) = —z

2) Soit x € E. Posons x =y +zouy € F=Ker (f —Ide) et z€ G = Ker (f + Idg). Alors, f(x) = f(y) + f(z) =y — z et donc f(x) est
le symétrique de x par rapport a F parallélement a G.

On a montré que f est la symétrie par rapport a F parallélement a G.

7 Sous-espaces affines d’un espace vectoriel

7.1 La notation A +u

Dans cette section, les éléments d’un espace vectoriel E auront deux statuts : ils pourront étre considéré bien stir comme
des vecteurs mais aussi comme des points. Ceci ne doit pas choquer. Par exemple, E = R? (ou aussi E = C) est souvent
représenté comme ceci :

Un couple (x,y) de réels (ou un nombre complexe z = x + iy) peut étre pensé

comme un point ... : ou comme un vecteur.
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Puisqu’on sait additionner des éléments d’un espace vectoriel, on sait additionner un point A et un vecteur ﬂ), ce qui
s'écrit A + . Le résultat est un point B de E :

A+ U =B.

On dit dans ce cas que B est le translaté de A par la translation de vecteur U:B= t(A) ou aussi A—B> = U. Le vecteur
/ﬁ est donc défini par ’égalité :

AB =B —A.

7.2 Repére affine. Coordonnées

DEFINITION 29. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.

Un repére R de E est un couple (O, B) ot O est un point de E et B = (e;i);; est une base de E.

Théoréme 60 (et définition). Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soit R = (O, B) un repére de E ot B = (ei);;.
Pour tout point M de E, il existe une unique famille de scalaires (x;) ou les x; sont nuls sauf peut-étre pour un

nombre fini d’entre eux telle que

icD

M=0+ inei.
icl

La famille de nombres (xi);; est la famille des coordonnées du point M dans le repére R.

DEMONSTRATION . Il existe une unique famille de scalaires (xi);c, ot les x; sont nuls sauf peut-étre pour un nombre fini

d’entre eux telle que (ﬂ = Z xiei (existence et unicité des coordonnées d’un vecteur dans une base).
il
a
Par exemple, si A, B et C sont trois points non alignés du plan, R = (A, A—B>, A?) est un repére du plan. Dans ce repére,
le point A a pour coordonnées (0,0), le point B a pour coordonnées (1,0), le point C a pour coordonnées (0, 1) et le point
D tel que ABDC soit un parallélogramme a pour coordonnées (1,1) car AD = 1.AB + 1.AC.

7.3 Sous-espaces affines d’un espace vectoriel

7.3.1 Définition. Direction d’un sous-espace affine

DEFINITION 30. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soit F une partie de E.

F est un sous-espace affine de E si et seulement si il existe un point A et un sous-espace vectoriel F tel que F = A+F
ou encore

F={A+, WeF}.

On établit maintenant 'unicité de F :

Théoréme 61. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient A et B deux points de E et F et G deux sous-espaces
vectoriels de E.

A+F=B+G=F=0G.
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DEMONSTRATION . Soient A et B deux points de E et F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que A+ F =B + G.

. ? — . — . . s
Vérifions que le vecteur AB = B — A est dans F. 0 est dans G puis B=B+ 0 € B+ G = A + F. Dongc, il existe ug € F tel que
B=A+ 1To> ou encore }ﬁ = 1T0). Ceci montre que }ﬁ est dans F. Par symétrie des roles, }ﬁ est aussi dans G.

Montrons alors que F C G. Soit U eF. Hlexiste V € G tel que A + U =B+ 7Vouencore * =B—A+ 7V = }ﬁ + V. Ainsi, T est
somme de deux éléments de G et est donc un élément de G. Ceci montre que F C G. Par symétrie des roles, G C F et finalement,
F=G.

a

On peut donc donner la définition suivante :

DEFINITION 31. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient A un point de E et F un sous-espace vectoriel de E. Soit
enfin ¥ = A + F.

F s’appelle la direction du sous-espace affine F. On dit alors que F est le sous-espace affine de direction F passant
par le point A.

Remarques.

e On doit noter qu'un sous-espace vectoriel F de E est en particulier un sous-espace affine de E : F est le sous-espace affine
de direction F passant pas 0.

e 5i F = A +F ou A est un point et F un sous-espace vectoriel de E, alors pour tout point M de E,

MeFoIWecF/ M—A=T & AMeF

e SiF=A-+TFou A est un point de E et F un sous-espace de E, F est uniquement défini mais ce n’est bien siir pas le cas
du point A. Le théoréme suivant analyse ce probléme.

Théoréme 62. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Soient A un point de E, F un sous-espace de E puis F = A + F.

VB € E, (5"=B+F<:>Beff<:>/ﬁeF).

—
DEMONSTRATION . D’aprés la remarque précédant ce théoréme, B € F & AB € F.

Si?:B—i-EalorsB:B—i—?estdans?.

— —
Réciproquement, soit B un point de F. Alors }ﬁ cFpuisB+F=A+ }ﬁ + F. Puisque }ﬁ ek, AB+F= {AB =+ ﬂ}, e F} CFet
donc

B+F=A+AB+FCA+F=1.
Par symétrie des roles, A+ F C B+ F et finalement B+ F=A+F=J.

7.3.2 Intersection de sous-espaces affines

Théoréme 63. Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces affines de E de directions respectives
Fet G.

F NG est soit vide, soit un sous-espace affine de E de direction FN G.

DEMONSTRATION . Supposons F NG # &, soit A un point de FNG. D’aprés le théoréme 61, ona F=A+Fet § = A+ G. Mais

alors, tout point M de E,

MeFNGEMeTFetMeGoAMeFet AMEe G &AM eFNG & M e A +FNG.
Ainsi, FNG=A+FNG et donc FN G est un sous-espace affine de E de direction FN G.

7.4 Résolution de I’équation f(x) = a ou f € L(E,F)

On se donne deux K-espaces vectoriels (E,+,.) et (F,+,.) puis f une application linéaire de E vers F. On se donne ensuite
un élément a de F et on veut résoudre dans E I’équation (d’inconnue x € E)
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flx)=a (&).
L’équation (&) est une équation linéaire. Si de plus a = 0, I’équation (&) est une équation linéaire homogéne.

Commengons par rappeler que, quand a = 0 ((&) s’écrit alors f(x) = 0), I'ensemble des solutions de (&) n’est jamais vide :
I’ensemble des solutions de (&) est par définition le noyau de f, noyau qui contient au moins le vecteur nul.

Passons au cas général ou a est quelconque.
e Si a ¢ Im(f), alors 'ensemble des solutions 8 de (€) est vide et il n’y a plus rien a dire.
e Si a € Im(f), alors il existe xo € E tel que f(xp) = a (xo est une solution particuliére de I’équation). Mais alors, pour
x € E,
fx) =a& f(x)=TF(xo) & f(x)—f(x0) =0& f(x—%x0) =0& x—xp € Ker(f) & x € xo + Ker(f).

Dans ce cas, § = xo+Ker(f). Cette égalité peut se réénoncer sous une forme déja rencontrée de multiples fois : si ’ensemble
) p ) p
des solutions n’est pas vide, la solution générale de I’équation « avec second membre » est la somme d’une solution
p ) q
particuliére de I’équation « avec second membre » et de la solution générale de I’équation « sans second membre » (plus
correctement appelée équation homogéne associée). On peut énoncer :

Théoréme 64. Soient (E,+,.) et (F +,.) deux K-espaces vectoriels. Soient f € L(E,F) et a € F.

L’ensemble des solutions de I’équation f(x) = a (d’inconnue x € E) est soit vide, soit un sous-espace affine de E de
direction Ker(f).

Appliquons ce résultat a un certain nombre de situations rencontrées au premier semestre.

e (Systéme d’équations linéaires.) Soient A € My (K) et B € My, 1 (K). On s’intéresse au (S), d’inconnue X € M, 1 (K) :

AX=B (S).

Soit @ : Mp1(K) — Mu1(K) . @ est linéaire et le sytéme (S) est encore I'équation linéaire : ¢(X) =B (E).
X — AX

Le systéme (S) est compatible si et seulement si le vecteur colonne B est dans Im(¢). Dans ce cas, il existe un vecteur
colonne Xg € My, 1(K) tel que ¢ (Xo) = B. Xo est une solution particuliére du systéme (S). Le noyau de ¢ est ’ensemble
des vecteurs colonnes X € M, 1(K) tels que AX = 0 c’est-a-dire ’ensemble 8y, des solutions du systéme homogéne (Sy)
associé au systéme (S). D’aprés le théoréme 64, (quand le systéme (S) est compatible), la solution générale de (S) (ou
encore I’ensemble des solutions 8 de (S)) est la somme d’une solution particuliére Xy de (S) et de la solution générale de
(Sn) (c’est-a-dire le noyau de @).

Ainsi, 8 est soit vide (quand B ¢ Im(@)), soit un sous-espace affine de My, 1(K) de direction 8y = Ker(¢).

e (Suites arithmético-géométriques.) Soit (a,b) € K? tel que a ¢ {0,1}. On s’intéresse aux suites vérifiant la relation de
récurrence :

vneN u,.1 =au,+b (E).

Soit @ : KN — KN . @ est un endomorphisme de K",
(un)neN = (Ungr — aun)neN

Le noyau de @ est ’ensemble des suites u vérifiant Vn € N, u,, 1 — au, = 0 ou encore Vn € N, up 1 = auy. Clest
un sous-espace vectoriel de K. Il est constitué des suites géométriques de raison a c’est-a-dire des suites de la forme

Alan) e A € K.

Les suites u vérifiant la relation (E) sont alors les suites u vérifiant @(u) = v ot v est la suite constante v = (v, oy =

b
(b)nen. La suite constante (Wn), oy = (]—) est une solution particuliére de I’équation (E) car pour tout n € N,
— a4/ nen
b b b(l—a)
Wpi1 — QW = —a = =b.
1—a 1—a 1—a

D’aprés le théoréme 64, les suites solutions de 1’équation (E) sont les suites de la forme

b
Wi )pen + A (@M )y = <m + 7‘““) :
neN
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o (Récurrences linéaires d’ordre 2 & coefficients constants). Soit (a,b,c) € K3 tel que a # 0.

Soit @ : KN — KN . @ est un endomorphisme de K.
(un)neN = (QUni2 +bungr + Cun)neN

L’ensemble des suites u vérifiant ¥n € N, au, 2 + bun 1 + cu, = 0 est le noyau de . C’est un sous-espace vectoriel de
KN,

Plus généralement, siv = (v ), oy est une suite donnée, 'ensemble des suites u vérifiant Vn € N, awn 2 +bun1+cun = vn
est I’ensemble des solutions I’équation @(u) = v. D’apreés le théoréme 64, cet ensemble est soit vide, soit un sous-espace
affine de K, de direction Ker(@) l'espace des solutions de I’équation homogéne associée.

Notons que il est aisé¢ de démontrer que I’équation @(u) = v admet au moins une solution : si w est la suite définie par

c .
Uy =Vo, U1 =viet " eN,| upi2 = ——Upi1 — —Un + —Vn, alors u convient.
a

En résumé, si a # 0, la solution générale de ’équation

neN, auni2 +bupi +cuy =vn

est la somme d’une solution particuliére de cette équation et de la solution générale de I’équation homogéne associée

vneN, aunio +bupyg +cuy =0.

e (Equations différentielles linéaires du premier ordre.) Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R &
valeurs dans K. Soit (E) ’équation différentielle y’ + ay = b.

Soit ¢ : D'(I,K) — K! . @ est une application linéaire de D' (I, K) dans K!.

f — '+ af
L’ensemble des fonctions f vérifiant ¥x € I, f/(x) 4+ af(x) = 0 est le noyau de ¢. C’est un sous-espace vectoriel de D' (I, K).
Plus généralement, ’ensemble des fonctions f € D' (I, K) vérifiant Vx € I, f/(x) 4+ af(x) = b(x) est ensemble des solutions
I’équation @(f) = b. Cet ensemble est soit vide, soit un sous-espace affine de D'(I,K), de direction Ker(¢) I'espace des
solutions de I’équation homogéne associée.

Rappelons que puisque a et b sont continues sur I, équation y’ + ay = b admet au moins une solution a savoir la
X

Al(x)

fonction x +— e~ eMYb(t) dt oi xo est un réel donné de I et A une primitive donnée de la fonction a sur I et donc

X0
I’ensemble des solutions n’est pas vide.

e (Equations différentielles linéaires du second ordre & coefficients constants.) Soit (a,b,c) € K3, a # 0. On s’intéresse a
léquation différentielle (E) : ay” + by’ + cy = g ou g est une fonction continue sur un intervalle I & valeurs dans K.

Soit ¢ : D?*(I,K) — K! . @ est une application linéaire de D?(I,K) dans K!. L’ensemble des fonctions
f — af” +bf’ +cf

f vérifiant Vx € I, af”(x) 4+ bf’(x) + cf(x) = 0 est le noyau de ¢. C’est un sous-espace vectoriel de D?(I, K).

Plus généralement, I’ensemble des fonctions f € D?(I,K) vérifiant Vx € I, af”(x) +bf’(x) +cf(x) = g(x) est 'ensemble des

solutions de I’équation @(f) = g. Cet ensemble est soit vide, soit un sous-espace affine de D?(I,K), de direction Ker (o)

I’espace des solutions de I’équation homogéne associée.

Rappelons que si g est continue sur I, le théoréme de CAUCHY affirme entre autres que 1’équation ay” + by’ +cy = g
admet au moins une solution sur I.

e Soient agp, ..., an N+ 1 nombres complexes deux a deux distincts puis by, ..., by n+ 1 nombres complexes. On sait
qu’il existe un polynome L de degré inférieur ou égal & n. et un seul tel que Vi € [0,n], L(ai) = by :

b X—Clj
L:ZbiHai_aj.

i=0  j#i

Déterminons alors tous les polynomes P vérifiant Vi € [O,n], P (ai) = b;.

Soit ¢ : K[X] — Kn+1 . @ est une application linéaire de K[X] dans K™+,
P = (P(ao),...,P(an))

En posant b = (bg,...,bn), Vi € [O,n], P(ai) = by & @(P) = b. L’ensemble des solutions de cette équation est
L + Ker(@).

n
De plus, P € Ker(¢) & Vi € [0,n], P(ai) =0 & P est divisible par H (X — ai) (car les a; sont deux a deux distincts).
i=0

Donc, Ker(¢p) = {Qﬁ (X—ai), Qe K[X]}.

i=0
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n
Les polynomes P vérifiant Vi € [0,n], P (a;) = b; sont les polynomes de la forme L + Q H (X —ai) ou Q € KIX].
i=0
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