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1 Les différentes relations de comparaison

Dans tout ce qui suit, a désigne un réel ou +oo ou —oo. D désigne un ensemble de la forme [a, bl ou ]a, b[, ou [a,+oo[
..oulb,al, oulb,al, ...oulb,alUla,cl, oulb,clavec b < a < c ...En résumé, D est un intervalle de longueur non nulle

ou un intervalle de longueur non nulle privé d’un réel a et a est ou n’est pas dans D.

Enfin, f, g sont des fonctions définies sur ’ensemble D a valeurs dans R ou C

Comme dans les chapitres précédents, I'expression « au voisinage de a » signifie :
e sur un intervalle de la forme [A, +oo[ si a = +o0,
e sur un intervalle de la forme | — co, A] si a = —o0,
e sur un ensemble de la forme [a —h,a+h]ND, ou h > 0, si a est réel.

1.1 Définition des relations de comparaison

1.1.1 Relation de domination

DEFINITION 1. Dire que la fonction f est dominée par la fonction g en a (ou que la fonction g domine la fonction f
en a) équivaut a dire qu’il existe une fonction h, bornée sur un voisinage de a, telle que f = gh.

Si la fonction g ne s’annule pas sur un voisinage de a sauf peut-étre en a, la fonction f est dominée par la fonction

g en a si et seulement si la fonction — est bornée sur un voisinage de a privé de a.

Notations. Quand la fonction f est dominée par la fonction g en a, on écrit

f = O (g) ou f(x) = O(g(x)) (notation de LANDAU)

Xx—a

ou

f<gouf(x) < g(x) (notation de HARDY).
a

X—a

La notation la plus fréquemment utilisée est la notation de LANDAU f = O (g) mais la notation de HARDY f < g est
parfois utilisée, cette notation ayant entre autre le mérite de pouvoir etre renversée : si la fonction g domine la fonctlon f
au voisinage de a, on écrit g = f.

a

On peut expliciter la définition suivant que a soit réel ou infini :

esiacR,

f=0(g) & 3MER, Ja>0/Vx €D, (k—al < &= [f(x)| < MIg(x)]).
e sia=+oo,
f=0(geIMeR, JAcR/VxeD, (x=A = I[f(x)] < Mlg(x]]).

+oo

e si a=—o0,

f=0(g)eIMeR, AR/ vxeD, (x<A=[f(x)] < Mlg(x)]).

= Commentaire. Dire que f = O(g) signifie que l'ordre de grandeur de la fonction f en a est inférieur ou égal & l’ordre de
a

grandeur de la fonction g en a. Par exemple, 2x = O (x) ou x? 5 O(x) ou2x—2=2(x—1) = O(x—1)

On a immeédiatement

Théoréme 1. f est bornée au voisinage de a si et seulement si f = O (1).
a

Exemples.

1
e — = O(1) (car par exemple pour x > 1,
X x~>+oo

2x—|—3 — o).

X —5 x—too

1

<1).
< <1
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2x+3 1
= — — >
° 7T e O (x) car pour x > 3,
(2x4+3)/(x2—=5)|  2x2+3x _ 2x% 4 3x? 1 1 45
1/x x2 =5 x2—=5 1 1 =1 1 4
5 x2 5 9

(2x +3)/(x* = 5)

et donc la fonction x — est bornée au voisinage de +o00.

1/x
o§ = O<l>etl = O<§>
X.X‘} %) X X Xx—+oo . X )
A O(l)ouaussi— = O(1) car pour x >0, |—| = —
X XxX—4o0 X X xX—+o0
ex? = O(x)carx? =xxx = xx O(1).
x—0 x—0
1 1
— 2 f— —_— =
° (=1 x Ol 1)etx—]x~>1 <(x—1)2>
ex?sinx = O (xz) et xZ sin <l> =0 (xz)
x—+00 x—0

1.1.2 Relation de prépondérance

DEFINITION 2. On suppose que la fonction g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a. On dit que la
fonction f est négligeable devant la fonction g en a (ou que la fonction g est prépondérante devant la fonction

f en a) si et seulement si la fonction — a pour limite 0 en a.

Dit autrement, si la fonction g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a, la fonction f est négligeable
devant la fonction g si et seulement si il existe une fonction ¢ telle que f = ge et lim e(x) = 0.
X—a

Notations. Quand la fonction f est négligeable devant la fonction g en a, on écrit

f=o0(g)ouf(x) = o(g(x)) (notation de LANDAU)

a X—a

ou

f< gouf(x) < g(x)(notation de HARDY).
a X—a

La notation la plus fréquemment utilisée est la notation de LANDAU f =0 (g) mais la notation de HARDY f < g est
a

parfois utilisée, cette notation ayant entre autre le mérite de pouvoir étre renversée : si la fonction g est prépondérante
devant la fonction f, on écrit g > f. (]
a

On peut expliciter la définition suivant que a soit réel ou infini :

esiacR,

f=o0(g)&Ve>0, Ja>0/¥xeD, (Ix—al <a=[f(x)] <elg(x)]).

a
e sia=+o0,

f+: o(g)&Ve>0,dJAeR/¥xeD, (x> A=|f(x)| <elgx)]).
e si a=—oo,

f =o0(g)&Ve>0, JAcR/Vx €D, (x <A = [f(x) <elg(x)]).

—00

= Commentaire. Dire que f = o0(g) signifie que l’ordre de grandeur de la fonction f en a est strictement inférieur & l'ordre de
a

grandeur de la fonction g en a. Par exemple, x = o0 (XZ) oux? = o(x) ou(x—172 = o(x—1)
X—+o00 x—0 x—1

On a immeédiatement :

Théoréme 2. f converge vers 0 en a si et seulement si f = o (1).
a

Plus généralement, f(x) — £ & C si et seulement si f(x) = £+ o(1).
X—a xXxX—a
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Théoréme 3. f =0 (g) = f=0(g).
a a

p . f ... f , ..
DEMONSTRATION . Si — tend vers 0 en a, en particulier — est bornée sur un voisinage de a.
g

K
1.1.3 Relation d’équivalence des fonctions
DEFINITION 3. Soient f et g deux fonctions ne s’annulant pas au voisinage de a sauf peut-étre en a.
f
On dit que la fonction f est équivalente a la fonction g en a si et seulement si — tend vers 1 quand x tend vers a.
Notation. Quand la fonction f est équivalente a la fonction g en a, on écrit f ~ g ou f(x) ~ g(x). a
a X—a
22 —3x+5 3 5
Exemple. 2x? —3x +5 ~ 2x> car —————— =1 — —+ = — 1 ouaussi 3x — x> +x* ~ 3x car
x—+00 2x2 2x  2x%2 x—+oo x—0
3x —x% +x* 1 x+x3 o
3x n 3 3 x—0
Théoréme 4.
f~g&f=g+ol(g).
a a
DEMONSTRATION .
f f
fzg<:>§:>1<:>§f1+o(1)(:>f?g+g><o(1)
&f=g+olg) (car %"“) = o(1) = 0).
.

Par exemple, dire que x> —3x + 5 ~ x? équivaut a dire que —3x + 5 est négligeable devant x* en 400 et donc que
X—+00

x?—=3x+5 = x?+o(x?).
X—+00
@ On met tout de suite en garde contre une erreur classique.

Les phrases « f~g» et «f—g — 0» n’ont aucun rapport.
a X—a

1 1 . I/x 1T 1 .
En effet, ) XH—J:OO 0. Mais T2 X Xﬂ—jroo 400 et donc < + o Ainsi,

f—g—0#4&f~g.
a a

De méme, x> +x ~ x2. Mais (xz + x) —x?=x — +o0. Donc,
X—+00 X—+00

f~g#%f—g—0.
a a

On donne maintenant un formulaire d’équivalents usuels. Ce formulaire sera largement complété plus loin par un formulaire
de développements limités.
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Théoréme 5. Formulaire d’équivalents usuels.

e Vo e R*, (T+%x)"—1 ~ oax ou encore (1+x)* zol+ocx+o(x).

x—0 x—
1
—1 ~ x ou encore = T+x+o0(x).
1T—x x—0 — X x—0

[ ]
— —1 ~ —x ou encore =
1+x x—0 T+ x x—0

1 1
e\1+x—1 ~ =xouencore1+x = 14+ =x+o0(x).
x—0 2 x—0 2

1—x+o0(x).

ee*—1 ~ xouencoree* = T+x+o0(x).
0

x—0 xX—
eln(T+x) ~ xouencoreln(l1+x) = x+o(x)ouaussiln(x) ~ x—1.
x—0 x—0 x—1
e sin(x) ~ xouencoresin(x) = x+o0(x).
x—0 x—0
e tan (x) ~ x ou encore tan(x) = x4+ o (x).
x—0 x—0
e Arcsin (x) ~ x ou encore Arcsin (x) = x+ o (x).
x—0 x—0
e Arctan (x) ~ x ou encore Arctan(x) = x4+ o (x).
x—0 x—0
esh(x) ~ xouencoresh(x) = x+o(x).
x—0 x—0
x? ] x? 5
1— ~ = = 1——= .
° cos (x) o 7 Ou encore cos (x) o 2 +o0 (x )
X x?
ech(x)—1 o 3 ou encore ch (x) o 1+ > +o0 (xz).

e In(x) -, x—1.
X—

eX
ech(x) ~ sh(x) ~ —.
X—+00 X—+00 2

DEMONSTRATION . Pour toutes les formules ou x tend vers 0, on renvoie a la démonstration du théoréme correspondant dans
le chapitre « Comparaison des suites en 400 ».

En posant x = 1+ h ou encore h = x— 1 de sorte que x tend vers 1 si et seulement si h tend vers 0, on obtient In(x) = In(1+h) o h
—

ou encore In(x) ~ x—1.
x—1

X X

Enfin, ch(x) = % (e+e™) = L o(1) et en particulier, ch(x) ~ % (car % —  400).

x—+o00 2 x—+o00 xX—+o00

1.2 Propriétés des relations de comparaison

1.2.1 Propriétés de o et O

Théoréme 6.

e Sif=0(g) et g=0 (h), alors f = O (h). Dit autrement

O(O(f))=0(f).

a

e Sif=o0/(g) et g=o(h),alors f =0 (h). Dit autrement
a a a

o(o(f)) =o(f).

a

eSif=0(g)et g=o(h)ousi f=o0(g)et g=0 (h), alors f =0 (h). Dit autrement
a a a a a

O(o(f))=o(f) eto(O(f)) =o0(f).

a a

) .. o f
DEMONSTRATION . Au voisinage de a sauf peut-étre en a, on peut écrire — = — X

Q|-+

9
o
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e Sif=0/(g) et g= 0 (h), alors les fonctions 5 et % sont bornées au voisinage de a. Il en est de méme de la fonction }ix =

Q|-
X
3‘.ILD

e Sif=o0(g) etg:o(h)7alorsg—>0et%—>0. Maisalors,%—)OXO:Oetdoncf:o(h).

eSif=0(h)et g=o(h)ousif=o0(h)et g=0(h),la fonction % = g X % est le produit d’une fonction bornée au voisinage de

. f
a par une fonction tendant vers 0 en a. Donc, h — 0.
a

Théoréme 7.

e Sig=0(f) et h=0(f), alors g+ h = O (f). Dit autrement
a a a

Of)+0(f=0(f).

a

e Sig=o(f) et h=o0(f), alors g+ h = o (f). Dit autrement
a a a

o(f)+o(f)=o0(f).

a

) .. . L. +h
DEMONSTRATION . Au voisinage de a sauf peut-étre en a, on peut écrire 9 =

Ly (e}
+
-

e Sig=0(f) et h=0(f), alors les fonctions % et }% sont bornées au voisinage de a. Il en est de méme de la fonction g+h

est une somme de fonctions bornées au voisinage de a et donc g+ h = O (f).
a

g g+h

e Sig=o(f) et h=o0(f), alors r — 0 et }% — 0. Mais alors,

a a

— 04+ 0=0et donc g+h =o (f).

Ainsi, par exemple, x + 0 (x) + 2x + o(x) = 3x + 0 (x).

X—

Théoréme 8. Soit A un complexe non nul.
e O(A)=0(f).

a
e 0 (Af) =0 (f).

a

DEMONSTRATION .

O (Af) O (M) Af)

e Pour x au voisinage de a sauf peut-étre en a, r = AT. La fonction est bornée au voisinage de a et donc la
fonction © (f)\f) est bornée au voisinage de a ou encore O (Af) = O (f).
e Pour x au voisinage de a sauf peut-étre en a, ° (]Z\f) -2 %ﬂ 2 %ﬂ — 0 et donc o(?f) — A x 0 =0 ou encore o(Af) = o (f).

a

2 2
Ainsi, par exemple, o <—)
xX

Théoréme 9.

e f x O(g) =0 (fg). Plus généralement, O (f) O (g) = O (fg).

a

e fxo(g) =0 (fg). Plus généralement, o (f) o (g) = 8 (fg).

DEMONSTRATION .

e Au voisinage de a sauf peut-étre en a, fOfég) = % La fonction % est bornée au voisinage de a et il en de méme de la
fonction %ég) Donc f O (g) = O (fg).
Plus généralement, au voisinage de a sauf peut-étre en a, © (flgO (9) = O]Ef) X ° 9). Les fonctions O]Ef) et O(9) sont bornées
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au voisinage de a et il en de méme de la fonction

%90(9)‘ Donc O (f) O (g) = O (fg).

e Au voisinage de a sauf peut-étre en a, fof;g) =2 ég). ° ég) — 0 et donc fof;g) — 0 ou encore fo (g) = o (fg).
Plus généralement, au voisinage de a sauf peut-étre en a, %{j(g) = # x 2 ;9). # S0et 2 ;9) — 0.
Par suite, O]Ef) X % — 0x 0=0 et donc o (f)o(g) =o(fg).
a
Ainsi 1 2 4 — 6 — 6 1).
insi, par exemple, x?o (x*) =0 (x°) =X o(1)
Théoréme 10.
e Si f~ g, alors O (f) = O (g). Dit autrement O (f + o (f)) = O (f).
a a a
e Si f~ g, alors o (f) = o0 (g). Dit autrement o (f + o (f)) = o (f).
a a a
DEMONSTRATION .
ef+o(f)=fT+0(f)=0(f)+0O(f) =0(f) puis O (f+ o0 (f)) =0 (0 (f)) = O ().
ef+o0(f)=0(f) puiso(f+o0o(f)) =0(0(f)) =o(f).
a
Ainsi, par exemple, o (ZXZ —3x+ 5) = o0 (ZXZ) = o0 (xz).

X—+00

Théoréme 11. Soit & un réel strictement positif.

e Si f=0/(g), alors [f|* =0 (Ig\“). Dit autrement
a a
0(f)1* = 0 (1.
e Si f=0/(g), alors [f|* =0 (Iﬂ“). Dit autrement
a a

o (7% =0 (1f1%).

o

x
. . . f , ..
i . Puisque o > 0, si la fonction — est bornée au voisinage
9

. . R f]
DEMONSTRATION . Au voisinage de a sauf peut-étre en a, " = |-

IfI* Ll

. .. f
de a, alors la fonction W est bornée au voisinage de a, et si — — 0, alors W — 0.
g g a a

1.2.2 Propriétés de ~

Commengons par rappeler que

Théoréme 12. Si f ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a, f+ o (f) ~ f.
a

Théoréme 13. La relation f ~ g est une relation d’équivalence sur I'ensemble des fonctions ne s’annulant pas au
a

voisinage de a sauf peut-étre en a ou encore, si f, g et h sont trois fonctions ne s’annulant pas au voisinage de a sauf
peut-étre en a :

o f~f;
a
ef~g=g~T;
a a
o(f~getg~h):>f~h.
a a a
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DEMONSTRATION .

o%:]—)]etdonchf.

—] =

of~g:>5—>]:>%% =1=g~f.

f g f f g
ef~getgrh=—-——let=—2T=5-—-=—-x=—=Ixl=1=f~h
a 9 9 a g a h «a g g h a a
K
Théoréme 14. Soient f, g, h et k quatre fonctions ne s’annulant pas au voisinage de a sauf peut-étre en a.
. (fwhetgwk) = fg ~ hk.
a a a
f h
. (fwhetgwk) LS
a a ga k
DEMONSTRATION . Supposons (f ~hetg~ k).
fg _f. g _
kTR Sk e T
et donc fg ~ hk. De méme,
f/g f k 1
9D ks =1
Wk hige (T
et donc f ~ E
gak
a
Théoréme 15. Soient f et g deux fonctions réelles, strictement positives au voisinage de a sauf peut-étre en a et soit
« un réel.
Sif~ g alors f* ~ g%,
a a
) . f NS S B D "
DEMONSTRATION. Sif ~ g alors 5 — 1 puis — = <§> — 19 =1 et donc f* ~ g“.
A

Exemple. Ainsi, dans un produit ou un quotient, si on remplace chaque facteur par un facteur équivalent, on obtient
une fonction équivalente. Par exemple, déterminons un équivalent simple en 400 de

sin (f—( + X]—z) X COS (J—() X (e% — 1)
f(x) = .

In? (1 + 2]?) x \/Ax + 3

. 3 1 (3 1 3 1 3 R 1 1 1
Puisque — 4+ < = 0, sin{ -+ = ~ -+ = _ ~ =.De méme, cos| - ~ 1, ex —1 ~ =,
X X X—+00 X X X—+oo X X X—+oo X X X—+00 X—+oo X
1 1 1 1
_ ~ — D N — P 7 _
In <1 + 2X2> oo T D’autre part, 4x + 3 T 4x et donc v4x + 3 = (4x + 3) T (4x) 2y/x. Donc,
3 1
- x1x =

x) ~ X—2X:6x\/§.
X—+o0 1 )
(72) 2

Théoréme 16.

1) Un polynéme non nul est équivalent en +o0o & son mondme de plus haut degré.
Une fraction rationnelle non nulle est équivalente en +o00 au quotient de ses monémes de plus haut degré.

2) Un polynéme non nul est équivalent en 0 & son monoéme de plus bas degré.
Une fraction rationnelle non nulle est équivalente en 0 au quotient de ses monémes de plus bas degré.
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DEMONSTRATION .

1) e Pour x € R, posons P(x) = Z ax® ou peN, (ag,...,an) € C" " et an # 0. Pour x > 0,

k=0
P(x an_ a
(l:1+—“‘+...+ .
anX anX anXx
P(x) : n n n
Donc, ——= = 1+0(1) puis P(x) = anx"™+o0(anx™) ou encore P(x) ~ anx".
An X" x—+o00 Xx—+00 Xx—+00

n
5 ot

. P(x —
e Pour x au voisinage de +o00, posons R(x) = () = kpoi
3 b

k=0

Qx)

ott (n,p) €N, (ag,...,an,bo,...,bp) € C™PT2 et an # 0 et by # 0.

D’apreés ce qui précéde et le théoréeme 15,

anX™  Qn_n-p
~ = x"P,
X—+00 prp bp

R(x)

2) Se montre de maniére analogue.
0

Passons maintenant aux principaux problémes que 'on rencontre avec des équivalents. Il y a cing piéges quand on les
manipule :

on n’écrit pas qu’une fonction est équivalente & 0

on ne passe pas aux exponentielles dans des équivalents;

on n’additionne pas membre & membre des équivalents;

[ ]

[ ]

e on ne passe pas aux logarithmes dans des équivalents;

[ ]

e on ne passe pas de 'autre cé6té d’un équivalent pour I’addition.
Reprenons ces problémes dans l'ordre.

Probléme n° 1.
On n’écrit jamais qu’'une fonction est équivalente a 0.

La premieére raison est que ’on a défini la relation f ~ g quand f et g sont deux fonctions ne s’annulant pas au voisinage
a
de a sauf peut-étre en a. Méme la définition n’utilisant pas de fractions (f ~ g & f = g+0(g)) ne peut pas fonctionner
a

si g est la fonction nulle car aucune fonction n’est négligeable devant la fonction nulle.
On peut aller plus loin. Si on se permettait d’écrire que x et x? sont équivalents & 0 en 0, alors x et x? serait équivalents
en 0, ce qui n’est pas.

Probléme n° 2.

On ne passe pas aux exponentielles dans des équivalents.

e(x2+x)

2 2
mais ——— =e¥ — 400 et donc e ) 5 o) ot en tout cas,
e(x?) x—+00 x—+00

Par exemple, X2 +x ~ x?
X—+00

) (6,

X—+00

La régle est permettant de gérer les exponentielles est la suivante :

Théoréme 17. Soient f et g deux fonctions ne s’annulant pas au voisinage de a sauf peut-étre en a.
ef~ed e f—g—0.
a a
Dit autrement,

eero(]) - ef.

a

f
DEMONSTRATION . ef ~e? & :—g —-18e" 9516 f-g—o0(carf—g=In(e"9).)
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Ainsi, on obtient un équivalent d'une fonction du type e’ en effacant tous les termes tendant vers 0 dans I’exposant. Par
exemple,

2 1,1 2 1
X =x+5+5 - e —x+7.
X—r+00

e

1
Par contre, on ne peut pas simplifier davantage. Si par exemple, on supprime le terme 7 la fonction obtenue n’est plus

équivalente.

Probléme n° 3.

On ne passe pas aux logarithmes dans des équivalents.

Dit autrement :

f~g# Inof ~Inog.
a a

Le principal probléme pour donner un équivalent de Inof est quand f tend vers 1. On rappelle d’abord la bonne fagon
d’obtenir un équivalent : si f — 1, alors In (f(x)) ~ f(x)— 1. Par exemple,
a XxX—a

| 1 1 _] 1
n | cos | — oo CO8 L e

1
Si par contre, on cherche & donner d’abord un équivalent de cos (—) (par exemple,
X

1 17
cos | — ~ 1 ~ 14—
X X—+00 X—+00 X

1
et les équivalents écrits sont tout a fait justes), puis qu’on passe aux logarithmes, on obtient In (cos (—)) ~
X X—+00

In (1 + ]—7) ~ ]—7 ou encore pire In (cos (l>) ~ In(1) =0 ce qui est totalement faux.

X X—+oo X X xX—400
Il existe néanmoins des situations ol on peut passer aux logarithmes dans les équivalents. La situation la plus simple est

quand f(x) tend vers un réel strictement positif £ différent de 1. Dans ce cas, on a immédiatement In (f(x)) ~ In({). Par
xX—a

2x+3
x—5

exemple, In ( ) ~ In(2). Sinon, on a le théoréme suivant :
X—+00

Théoréme 18. Soient f et g deux fonctions réelles, strictement positives au voisinage de a sauf peut-étre en a.

e Si f(x) g 0 et si f(x) e g(x), alors In (f(x)) e In (g(x)).

e Sif(x) —
x—

400 et si f(x) e g(x), alors In (f(x)) e In (g(x)).

a

= Commentaire. On peut résumer le théoréme précédent en disant que si f et g sont soit des infiniment petits équivalents en
a, soit des infiniment grands équivalents en a, alors In (f(x)) ~ In(g(x)).
X—a

DEMONSTRATION .

Supposons que f(x) — 400 et que f(x) ~ g(x). Puisque g = 9« f, on a aussi g(x) — +oo puis, pour x au voisinage de a sauf
XxX—a X—a f XxX—a

peut-étre en a,

f(x) f(x) (x)
In(fx)) In (g(x) X m) - In(g(x)) +In <W> L In (W)
In(g(x)) In (g(x)) B In (g(x)) B In (g(x))
= _ol) (car )
x—=a  In(g(x)) g(x) x—a

= T+4o0(1) (car g(x) — +o0).

Ceci montre que In (f(x)) ~ In(g(x)).

Xx—a

xXx—a Xx—a

Sif(x) — Oet que f(x) ~ g(x), il suffit d’appliquer ce qui précéde aux fonctions ]? et ]a
a
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eX+e ™ e~

Par exemple, ch(x) = T e T = +oo et donc
X—+00 X—+00
X
In(ch(x)) ~ In (e—> —In(x)—I(2) ~ In(x)
X—+00 2 x—+00

ou aussi, sin(x) ~ x — 0 et donc
x—0 x—0

In (sin (x)) o In (x).

Probléme n° 4.

On n’additionne pas membre & membre des équivalents.

Par exemple, si f(x) = x2 +x+ 3 et g(x) = —x? + /X + 1, on a par exemple, f(x) ~ x? et g(x) ~ —x? 4 VX.
X—+00 X—+00
Pourtant, f(x) +g(x) # x*+ (—x?+/x) =/x. Eneffet, f(x) + g(x) =x+/x+4 ~ x.

X—+400 x—+oo

Le plus simple pour étre siir de ne pas faire d’erreurs de raisonnement avec les équivalents et les sommes, est de revenir
systématiquement au théoréme

fx) ~ g(x) & glx) = f(x)+o(f(x)).

X—a XxX—a

Déterminons par exemple un équivalent simple de v/x# + 3x3 — 1—x? (une catastrophe serait par exemple vx* +2x3 —1 ~

X—+00
Vxt =x% et donc Vx* +2x3 —T—x* ~ 0).
X—+00
301\
VX433 1 X2 =Vxd (142 — — ) —%?
x x4
1
3 1 z
= X2 <1+—+0 (—)) —x?
X—+00 X X
3 1
= 2<1+—+0(—>)—x2
x—+00 2x X
_ 2 2
oL X + > X +o(x)
3x
i 2 TN
3x
x—too 2
Probléme n° 5.
On ne passe pas de 'autre coté d’'un équivalent pour I'addition.
2
X
Par exemple, cos(x) ~ 1 ~ T+4+xmaiscos(x)—1 + x (carcos(x)—1 ~ —=). L’action de passer le 1 de l'autre
x—0 x—0 x—0 x—0 2

co6té n’est donc pas correcte.

2 Les théorémes de croissances comparées

On rappelle ici les différents théorémes de croissances comparées, déja énoncés et démontrés dans le chapitre « Fonctions
de référence » :

Théoréme 19 (les théorémes de croissances comparées).
1) V(e ') € R?, o < o/ = x& < x* et V(a, o) € R, o0 < o’ = x& <o<x°‘.
2) a) VY(a,a’) €]0,+c0[?, a < a’ = a* +<§o a’.

c) V(a, a) € Rx]1, 4+o0[, x* +<§o a* et V(a, a) € Rx]0,1[, a* +<§o x*.

d) Va €1, +ool, Vo > 0, VB € R, (log, (x))? <X

1
2) Va € R, Va>1, a* < —— (ouencore lim [x|*a* =0).
—00 X——00

x|

3) Vo> 0, VP € R, InP(x) < 1 (ou encore lim x* InP(x) = 0).

0 x% x—0
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Ainsi, par exemple,

1 < In(lnx) < Inx < In?x < Vx < x < xInx < x2 < x* < (1,01)" < e~
—+oo —+o00 +oo +oo

+oo 400 +o0 +00 +oo too
et aussi
1 1 1 1 1 1
e (1 01)™™ = < = K < < < — K < < 1.
+ ooX +o00 xz +oo X Inx +ooX+c>o \/_—0—00 111 X +oo lnx +o0 ln(l )+oo
De méme,
5 1 1 1
T<hx <’ x <€ — < - < =
0 0 0 /X 0 x 0 X
et aussi
2 3 !
X <X K x < VX< — <1,
0 0 0 0 Inx o
De méme,
P 1 1 1
lT<hhix—1T)<h"(x—1) < < < 5
1 1 T v/x—11x—=11 (x—1)
et aussi

1

(x —1)? <<(x—1)% Cx =1 €V T < s
In(x—1) 1

< 1,

3 Développements limités

3.1 Définition

DEFINITION 4.

1) Soit f définie au voisinage de 0 sauf peut-étre en 0 & valeurs dans K =R ou C. Soit n € N.
f admet un développement limité d’ordre n en 0 si et seulement si il existe (ag,...,an) € K™ tel que

f(x) = ap+arx+...+anx™+o0(x").

x—0

2) Plus généralement, soit f définie au voisinage de xo € R sauf peut-étre en xo a valeurs dans K = R ou C. Soit
n e N.
f admet un développement limité d’ordre n en x, si et seulement si il existe (ao,...,an) € K™ tel que

f(x) T, G0t (x—%x0)+...+an(x—%x0)" +0 ((x—%x0)").

Dire que f admet un développement limité d’ordre n en xo équivaut a dire que la fonction h — f (xp + h) admet un
développement limité d’ordre n en 0.

= Commentaire.
1

o Une fonction donnée n’admet pas nécessairement un développement limité a un ordre donné. Pour x € R*, posons f(x) = H

e

Si f admet en 0 un développement limité d’ordre 0, il existe ap € R tel que f(x) = ao + o(1). Ceci impose liII(l) f(x) = ao. Mais
X—

lim f(x) = lim l = +400. Donc, f n‘admet de développement limité d’ordre O en 0.
x—0 x—0 ‘X|

o Une fonction donnée peut admettre un développement limité d’ordre 1 et pas un développement limité d’ordre 2. Considérons par
exemple la fonction f : x — Ix\%. f admet en 0 un développement limité d’ordre 1 : f(x) = o(x) ou encore, plus explicitement,
X—

f(x) = 04+ 0x+ o(x).
x—0
Supposons qu’il existe (ao,ar,az) € R3 tel que f(x) = ao + a1x + axx’ + o (XZ). Nécessairement, ap = ling)f(x) = 0 et donc
X— X—
|x\% = ax + axx’> + o (xz). Apres simplification par |x|, on obtient \xl% = +a7 + azlx| + o (x). Quand x tend vers 0, on obtient
X—

encore ay = 0. Il reste ‘X|% = az|x|+ o (x) puis 1 =, @ x|+ o (\/|x\). Quand x tend vers 0, on obtient 1 =0 ce qui est absurde.
X— xX—

Donc, f admet en 0 un développement limité d’ordre 1 mais pas un développement limité d’ordre 2.
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o Un développement limité d’ordre 0 en xo s’écrit : f(x) o o +0(1). Si f n'est pas définie en xo, l’existence d’un développement
limité d’ordre 0 équivaut au fait que lim f(x) existe et est ﬁ;z)ie. Si f est définie en xo, l'existence d’un développement limité d’ordre
0 équivaut & la continuité de f en Xofﬂxo

o On rappelle que existence d’un développement limité d’ordre 1 en xo €équivaut o la dérivabilité de f en xo.

o Signalons immédiatement (mais nous y reviendrons plus loin) que si f(x) T (x—x0)P +...+an(x—x0)" +o((x—x0)")
avec ap # 0, alors en particulier f(x) = ap (x —x0)" +0 ((x —x0)") ou encore fE)x) ~ ap (x —x0)P. Ainsi, le premier terme non

X—X( X=X
nul d’un développement limité en xo fournit un équivalent simple de f(x) en Xo.

Exemples. Pour x € R, posons f(x) = (x — 1)3.

flx) =—=T4+3x—3x>+x> = —1+3x+o0(x).

—0
Ainsi, f admet un développement limité d’ordre 1 en 0.
Pour x € R, posons f(x) = x>. En posant x = 1 + h ou encore h = x — 1 de sorte que x tend vers 1 si et seulement si h

tend vers 0,

f(x) =f(1+h)=(14+h)>=1+3h+3hn%+h? =

—

. 1+ 3h+ o(h).
Ceci s’écrit encore
flx) = T4+3(x—1)+o0(x—1).
x—1

Ainsi, f admet un développement limité d’ordre 1 en 1.

3.2 Unicité d’un développement limité

Théoréme 20. Si f admet en xo € R un développement limité d’ordre n € N, ce développement est unique (c’est-a-dire
les coefficients ao, ..., an, de ce développement sont uniquement définis).

DEMONSTRATION . Il suffit de démontrer le résultat quand xo = 0.

Supposons qu'il existe (ao, ..., dn, bo,...,bn) € K22 tel que

f(x) :an+a1x+...+anx“+o(x“) et f(x) :Obo+b1x+...+bnxn+o(x“).

X— X—
On en déduit que (ap —bo) + (a1 —b1)x+ ... + (an —bn)x™ =, ° (x™). Supposons par Pabsurde qu’il existe k € [0,n] tel que
ax — by # 0. Soit alors p = Min{k € [0,n]/ ax — bk # 0}. Par définition de p, p € [0,n] puis

(ap —=bp)x" + ...+ (an —ba)x" = o(x")
puis, aprés division des deux membres par xP,

(ap —bp)+...+(an—bn)x" 7 = o(x" 7).

x—0

Mais alors, quand x tend vers 0, on obtient ap, —bp = 0 ce qui contredit la définition de p. Ceci montre 'unicité de (ao, ..., an).
a

L’unicité d’'un développement limité justifie la définition suivante :

DEFINITION 5. Soit f une fonction admettant un développement limité d’ordre n € N en xg :
f(x) = ao+ai(x—xo)+...+an(x—x0)" +0((x—x0)").
X—Xo

Le polynéme x — ag+aj (x —xo)+...+an (x —xo)" s’appelle la partie réguliére du développement limité a I’ordre
n de f en xo.

Un corollaire a 'unicité d’un développement limité est :
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Théoréme 21. On suppose que f admet en 0 un développement limité d’ordre n € N* :
f(x) = ap+arx+...+anx™+o0(x").
x—0

Si f est paire, alors pour tout entier naturel k tel que 0 < 2k+ 1 < n, azxsq1 =0.
Si f est impaire, alors pour tout entier naturel k tel que 0 < 2k < n, axkx =0.

DEMONSTRATION .  Supposons f(x) =, % +aix+...+anx™ + o (x").
X—

Supposons de plus f paire. Puisque o ((—x)") = o ((—1)"x™) = o(x™), on a aussi
x—0 x—0

f(x) = f(—x) =, Q0@+ (=)™ anx™ + 0 (x™).

X—
Par unicité d’un développement limité, on en déduit que pour tout p € [0,n], ap = (—1)Pap. En particulier, pour k € N tel que
0<2k+1<m, onaane =(—1)""ax1 = —az1 et done azeq = 0.

De méme, si f est impaire,

f(x) = —f(—x) =, G taxt...+ (D" M anx™ 4+ 0 (x).
X—
Par unicité d’'un développement limité, on en déduit que pour tout p € [0,n], ap, = (=1)PH! ap. En particulier, pour k € N tel que
0<2k<n, ona axy = (—1)*"ay = —az et donc az = 0.
a
X3 X2‘n+1 I X2
Par exemple, on démontrera plus loin que sin(x) = x— —+...+ (=1)" o (x°" et cos(x) = 1T——
pie; P 4 ()XHO 6+ +( ) (2T1+])!+ ( ) ()X‘? 2+
XZn 5
A4 (=N +o (x°™).
(=1 (2n)! ( )
3.3 Formule de TAYLOR-YOUNG
Théoréme 22 (formule de TAYLOR-YOUNG).
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert non vide I de R & valeurs dans R ou C. Soit n € N. Soit xo € I.
Si f est de classe C™ sur I, alors f admet en xp un développement limité d’ordre n, son développement de TAYLOR-
YOUNG :
f/ X0 f(n) X0
fix) = f(xo)+ fxo) (x —x0) 4+ ...+ 7 (o) (x—x0)" 40 ((x—x0)").
X—Xo 1! n!
DEMONSTRATION. Sin =0, f est continue sur I et en particulier en xo. Mais alors, f admet un développement limité d’ordre

0 en xo a savoir f(x) = f(xo)+ o(1). La formule est donc vraie quand n = 0.
X—X

Sin=1, f est de classe C' sur I et est en particulier dérivable en xo. Mais alors, f admet en xo un développement limité d’ordre 1
& savoir
f(x) =f(x0) +f' (x0) (x —x0) + 0 (x —x0) .
La formule est également vraie quand n = 1.
Montrons par récurrence que pour tout n > 0, si f est de classe C™ sur I, alors f admet en xo un développement limité d’ordre n &

/ (n)
savoir f(x) = f(xo0) + f ETO) (x—x0)+ ...+ fi(xo) +o((x—x0)™).

n!

e [affirmation est vraie quand n = 0.

e Soit 1 > 0. Supposons le résultat pour n. Soit f une fonction de classe C™! sur I. Alors, f’ est de classe C™ sur I.
Par hypothése de récurrence, f' admet un développement limité d’ordre n en xo, son développement de TAYLOR-Young. Donc,
il existe une fonction ¢ définie sur un voisinage V C I de xo, de limite nulle en xo, telle que pour tout réel t de V,

n t— " n
F1(0) = £ (x0) 4+ £ (x0) (t— X0) 4+ ... 4 FTF1) (o) LX) n"“’) + (t—x0)™ e(t).
Soit x € V C I. La fonction f’ est de classe C™ sur I avec n. > 0. En particulier, la fonction f’ est continue sur I. D’autre
1 t—x0)"
part, pour tout t € V\ {xo}, e(t) = T (f(t) —f"(x0) — " (x0) (t — x0) — ... — f" "1 (xo) % et donc la fonction ¢
“x0 !

est continue sur V' \ {xo} et se prolonge en une fonction continue sur V en posant de plus € (xo) = 0. En intégrant
de xo & x, on obtient
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xo k=1 X0 X0

et donc

n+1 (X— Xo)k x

f(x) —f (xo0) :Zf(k’ (xo0) TJrJ (t—x0)™ (t) dt.

k=1 X0

Il reste & vérifier que lim —————- J (t—x0)™ (t) dt = 0. Pour x € V\{xo}, on pose g(x) = - — J (t—x0)™ e(t) dt
x=%0 (X —Xo) X0 (x —xo0) %o

et d’autre part, on pose g (xo) = 0.

Soit B > 0. 1l existe & > 0 tel que, pour tout t € [xo — a,x0 + & NI, |e(t)] < B. Soit x € [xo — x,x0 + ] N L.

Six > xo,
1 x . S
90 = j (t—xo)" e(t) dt‘g — j (t— xo)" e(t)] dt
[3 x n _ B (X—Xo)n+] [3
S (x —xo)™ ! LO (t=x0)"dt = (x —xo)™"! n+1 Cn+1 < B
Six < xo,
o 1 1\l o _am o 1 o _an 1 b _an
lg(x)| = o (-1 L (xo —t)™ e(t) dt‘ T L (xo —t)™e(t) dt‘ < o L (xo — )™ |e(t)] dt
B o na_ B (xo—x)"" B
g(XO*X)nH L o=t dti(xofx)“H AT R < B

Enfin, |g (xo)| =0 < B. On a montré que : VB > 0, Joe > 0/ Vx € [xo — &, x0 + o N1, |g(x)| < B. Donc, lim g(x) = 0 puis
X—X(

n+1 e
(x) (x—x0)" _ nil
f(x)fo (XO)Tx:xo O((X*Xo) )
Le résultat est démontré par récurrence.
a
Exemple. Pour x € R, posons f(x) = sin(x). Pour tout réel x, f’(x) = cos(x), f”(x) = —sin(x) et f(3)(x) = — cos(x) puis

f/(0) =1, f(0) = 0 et f3)(0) = —1. D’apreés la formule de TAYLOR-YOUNG,

3

x—x—+o(x3).

SIH(X) xjo 6

= Commentaire.

o On peut montrer que la formule de TAYLOR-YOUNG reste valable sous une hypothése plus générale que d’étre de classe C™ sur I
a savoir sous ’hypothése «f est n fois dérivable en xo » ou encore, plus explicitement, « f est n —1 fois dérivable sur un voisinage
de xo et £V est dérivable en xo » (avec n > 1.

o Donc, pour tout 1 > 1, si f est n fois dérivable en xo, alors f admet un développement limité a ’ordre n en xo, son développement
de TAYLOR-YOUNG. On sait que pour 1 = 1, cette implication est en fait une équivalence. On va voir que la réciproque de ce
théoréeme est fausse pour n > 2. C’est ce qu’analyse l’exercice suivant ot on fournit une fonction définie sur R et admettant en 0
un développement limité d’ordre 2 mais qui n’est pas deuz fois dérivable en 0.

x3 si LR X #0
Exercice 1. Pour x € R, on pose f(x) = sy )
Osix=0

1) Montrer que f admet en 0 un développement limité d’ordre 2.
2) Montrer que f est continue et dérivable en 0.

3) Montrer que f n’est pas deux fois dérivable en 0.
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Solution 1.

1
3 . _ . 3 .
1) Soit x € R. Si [f(x)| = X[ |sin <x) six #0 < { |(;(|s1 ili?)é 0 = [x|? = x?%|x|. Puisque [x| —>0 0, on en déduit en
Osix=0 - 7
particulier que f(x) = o (xz).

x—0

Ainsi, f admet en 0 un développement limité d’ordre 2 : f(x) = o (x?) = 0+ 0x + 0x? + o (x?).
X—

x—0

2) Pour tout réel x, |f(x) < [x[3. On en déduit que lig%) f(x) = 0 = f(0). f est donc continue en 0.
x#0
f(x) —(0)
x—0

3) D’autre part, f est dérivable sur R* et pour tout réel x non nul,

f/(x) = 3x% sin <l> — X COS <l> .
X X

/ Y
Pour x # 0, on a alors M = 3xsin (l) — cos (l> Pour tout x # 0,
x—0 X X

Pour x # 0,

f(x) —f(OJ‘ _ ]

< x2. On en déduit que lim
x—0 x—0

™ = 0 puis que f est dérivable en 0 avec f'(0) = 0.

3x sin (l)‘ < 3|x| et donc 3xsin (l)
X X

tend vers 0 quand x tend vers 0. D’autre part, la fonction x — —cos [ — | n’a pas de limite quand x tend vers 0 (par
X

1

et (vn) = ]
nm nen Vn neN —

exemple en considérant les deux suites (un), ey = ( T
= +2nm
2

).
neN
f'(x) —£'(0)

Dong, le taux
x—0

n’a pas de limite quand x tend vers 0 ou encore f n’est pas deux fois dérivable en 0.

3.4 Formulaire de développements limités en 0

On donne maintenant un formulaire de développements limités usuels en O (n est un entier naturel donné) :

X x™ Loxk
X - o ny _— - n
e X:01+”+...+n!+0(x)—];) P o).
2 \2n L no 2k .
ch(x)X:o1+2—!+...+m+o(x )_1;(2k)!+0(x ).
3 \2n+ ) : N2kt o
h(X) = X+ o o o [Sa A [ nt1y,
sh(x) = xt3p+et gy to () ];(Zkﬂ)!“(x )
2 2n , n L X2k )
_ _ n ny _ o n
cos(x) x:O1 3 +...+(-1) (Zn)!+ (x2™) ];)( 1) (2k)'+0(x )
. 3 X2 2n+; n 2Kt i
sm(x)X: —3rt +(=1) (2n+])'+o(x )_1;)(_) (2k+])!+o(x ).
3
_ x” 3
tan(x) Xt 3 + 0 (x%)
] n
_ n n _ k n
1—xx:o1+x+"'+x +0(X)x:01;)x + o0 (x™)
] _ nyn n _ = k k n
o X + (=)™ + o0 (x )X:OZ(—U X+ 0 (x™)
k=0
x? n—1 " n - k—1 n
ln(1+x)xiox—7+...+( 12— 4o (x )xiO;( 1) - +o(x")
X2 n n X]:
— = —x— = _ ny _— _ r n
In(1-x) = —x—>+ +o(x") = ];k+o(x)
A ’ n XA 21:+1 - o X2 2n+1
rctan(x)xiox—?—# =1 2T1—|—1+ (X )xioé(_) 2k—|—1+0(X )

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 16 http ://www.maths-france.fr



—1 1. (a—(n—1
Pour « réel donné, (1 + x)* :01—|—cxx—|— %xz—k...—}— dla—1) T(Jx (n nx“—}—o(x“).
X— .
—1)..(a—(n—1
Pour « réel, on pose <g) =1 puis pour n € N*| <_:> = oo~ 1) T(Jx (n )). Avec cette généralisation des

coeflicients binomiaux, on peut écrire de maniére plus condensée

(1T+x)* o (g) + <(]X)x+...+ (:i)x“—ko(x“) o ];) <§)xk+o (x™).

On va maintenant démontrer chacune de ces formules. Soit n € N.

e Pour x € R, posons f(x) = e*. f est de classe C™ sur R. f admet donc un développement limité d’ordre n en 0, son
développement de TAYLOR-YOUNG. De plus, pour tout réel x et tout entier k, f(¥)(x) = e*. En particulier, pour tout

f0) 1
= —. La formule de TAYLOR-YOUNG fournit alors

KK
nX
iz:?

entier naturel k,

f90) _ (=1)*

R et La formule de TAYLOR-YOUNG fournit

e Pour x € R, posons f(x) = e *. Pour tout entier naturel k,

alors

(On peut aussi considérer ce développement comme immédiat & partir du développement de e* puisque o ((—x)") =

x—0
o ((—=1)™x™) =0 (x™)). Mais alors

2 x—0 2 k! k!
= k=0
2n
T4 (—1)kxk 2
xiO > F + o0 (X n)
k=0
n 2k
_ X 2n
= 2k O ()
k=0

(On peut aussi appliquer directement la formule de TAYLOR-YOUNG & la fonction x — ch(x) en constatant que pour
k €N, (ch)2%)(0) = ch(0) =1 et (ch)Z**1(0) = sh(0) = 0). De méme,

1 1 2n+1 Xk 2n+1 Xk
sh(x) = 7 (ex —€ X) x:>0 7 < 4 X +o0 (XZTH]) l;) (—”kﬁ +o (X2n+])>
2n+1 n
1 —(=1)kxk K 2k+1
50 7 W ) = > k1 T° ().

e Pour x € R, posons f(x) = e'*. f est de classe C™ sur R et admet donc un développement limité d’ordre n en 0, son
développement de TAYLOR-YOUNG. De plus, pour tout réel x et tout entier k, f(¥)(x) = i*e**. En particulier, pour tout

, fR0) ik
entier naturel k, TR La formule de TAYLOR-YOUNG fournit alors
n
= Z i — + o(x™").
S
k=0

Mais alors
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] X —1X ] zn lkx n zn n
cos(X):z(e +e )xio 3 < 74—0(7(2 )+Z()(—l)kk' +0(x2 ))
- k—

- ik g (—q)k xk my o X n

o 7 o) 5y ) _cos| T ) g o ()
k=0 k=0
n L x2K ,

X0 Z (=D (2k)! * ( )
k=0

(On peut aussi appliquer directement la formule de TAYLOR-YOUNG & la fonction x +— cos(x) en constatant que pour
k €N, (cos)?¥)(0) = (=1)*cos(0) = (—1)¥ et (cos)Z*F1)(0) = (—=1)**+1sin(0) = 0). De méme,

1 ) ) 1 2n+1 .‘kak 2n+1 Xk
sin(x) = _ (elx _ e—lX) - _ Z -~ 4o (X2n+1) _ Z (—l)k— +o (X2n+1)
k=0

2n+1 -k Sk Lk 2n+1 k
B i —(—1)*x 1y . [k x I
So X T w“’("“)xzoZm(?)ﬁ*"("“)

k=
_ - 1k X2kt 2n+1
o 2 mm e ).

e Pour x € }—g, ; [, posons f(x) = tan(x). f est de classe C3 sur }—;, g [ et donc f admet en 0 un développement limité
d’ordre 3. f(0) = 0 puis pour tout réel x de }—g, g [, f/(x) = 14 tan?(x) et donc f/(0) = 1.

Pour tout réel x de —E, T , f7(x) = 2tan(x) (1 +tan?(x)) = 2 (tan(x) + tan3(x)) et donc f”/(0) = 0. Enfin, pour tout
272
réel x de }—g, ; [, f3)(0)=2 (1 + tanz(x)) +6 (1 + tanz(x)) tan?(x) et donc f(3)(0) = 2. Par suite,
/(0 3)(0 ?
tan(x) =, £(0) + f'(0)x + 2( )xz + 6( )x3 +0 (x%) ST % +0 (x%).

(Le développement de x — tan(x) a 'ordre 2n + 1 est nettement plus compliqué a obtenir que les autres développements
limités du formulaire et peut faire 'objet de tout un probléme de concours de deuxiéme année. Nous verrons plus loin des
méthodes plus efficaces que celle mise en ceuvre ici pour obtenir des développements d’ordre 5 ou 7 ...)

1 _Xn—H n

oPourx;éLﬁ:Zxketdonc
k=0
1 n N i n N
— — n
1—X_];)X +1—x_];)x T
Quand x tend vers 0, on obtient
] n n
— k n _ k n
1—XXZOZX +x o(])x_) Zx +o(x")

En remplagant x par —x, on obtient

14+ x x—0 =
e Pour x €] — 1, 4+0c0l, posons F(x) = In(1+x). Posons encore F' = f ou encore, pour x > —1, posons f(x) = Tox D’aprés
le développement précédent, f(x) o i (—1)*x* 4 o (x™). Puisque f est k fois dérivable en 0 pour tout k € N, on peut
k=0
identifier les coefficients de ce développement au développement de TAYLOR-YOUNG et on obtient Vk € N, w =(=1)k

ou encore :

vk e N, £f9(0) = (=1)kk!.
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Soit alors n > 1. F est n fois dérivable en 0 et admet donc un développement limité d’ordre n en 0, son développement de
TAYLOR-YOUNG. On obtient

n (k=1 (0 n k 1 1!
F(O)—i—Zi()x +o(x XjOZ—)xk—i—o(x“)

(Nous réobtiendrons plus rapidement ce développement plus loin aprés avoir appris a intégrer les développements limités).
En remplagant x par —x, on obtient

1) =, 3 T ot 5 ) vl

k=1
1
e Pour x € R, posons F(x) = Arctan(x). Posons encore F/ = f ou encore, pour x € R, posons f(x) = T
n
flx) = Z(—nkak +0 (x™™) ce qui fournit : Vk € N, f(2K)(0) = (—1)*(2k)! et Vk € N, f(Zk+1)(0) =
X—
k=0

Soit alors n € N. F est 2n + 1 fois dérivable en 0 et admet donc un développement limité d’ordre 2n + 1 en 0, son
développement de TAYLOR-YOUNG. On obtient

2n+1 F(k) (0) .

= X +o0
x—0 k!
k=0

= i wxzw + 0 2n+1 — i x2k+1 4 o (X2n+1)
x—0 = 2k +1)! X‘}O = 2k—|— 1
n

(=1 2 4o (X2n+1) .

Arctan(x) = F(x) (XZ“H )

e Soit o« € R. Pour x > —1, posons f(x) = (1 + x)%. Soit n € N*. f est n fois dérivable en 0 et donc f admet en 0 un
développement d’ordre n.

Pour tout x > —1 et tout k € N*, f(*)(x) = a(ax—1) ... (x— (k—1))(1+%)*¥ et en particulier f{*)(0) = x(x—1)...(x—
(k—1)). On obtient

x k!
k=0
Xi0]+z (X(CX—]) k("CX—(k— ))Xk+0( )
k=1 ’

Le formulaire est maintenant établi.

3.5 Opérations sur les développements limités

A partir de maintenant, on apprend a calculer avec les développements limités. On a vu que pour effectuer un dévelop-
pement limité en xp une technique consiste & poser x = xp + h ou encore h = x — x¢ de sorte que x tend vers x¢ si et
seulement si h tend vers 0. Développer & 'ordre n une fonction f en xg, c’est encore développer a 'ordre n la fonction
g : h—f(xo+h)enO.

Dans ce qui suit, on peut donc, si cela simplifie vraiment, n’énoncer que des résultats en 0.
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3.5.1 Troncature

Théoréme 23. Soient n et p deux entiers naturels tels que p < n. Si f admet un développement limité d’ordre n
en Xo, alors f admet un développement limité d’ordre p en Xxo dont la partie réguliére est obtenue en tronquant a
l’ordre p la partie réguliére du développement a ’ordre n,

c’est-a-dire, si

flx) = ao+...+ap(x—x0)" +...4+an(x—x0)" +0((x—x0)"),
0
alors
f(x) = ao+...+ap(x—x0)" +o0((x—x0)").
X—Xo
DEMONSTRATION . Il s’agit de vérifier que Z ax (x—x0) +o((x—x0)") = o((x—x0)") ce qui est immédiat car
X—X(
k=p+1
1 = k n = k— n—
e ( D ar(x—x0) +0((x—xo) )) = ) alx—x)" " +o((x—x)"") O
k=p+1 k=p+1
a
Par exemple, le développement & 'ordre 4,
2 4
X X
= 1-_ 4+ 4
cos(x) = 1=5 +3+0()
fournit le développement a l'ordre 3
2
X
= 1-= 3
cos(x) o 5 +o (x?)
et ce dernier développement fournit le développement & ’ordre 2
x? )
= 1——= .
cos(x) e 3 + 0 (x?)
3.5.2 Combinaisons linéaires de développements limités
Théoréme 24. Soit n € N. Si f et g admettent un développement limité d’ordre n en xo, alors, pour tout (A, pu) € K2
(ot K =R ou C), Af + pg admet un développement limité d’ordre n en xo dont la partie réguliére est la combinaison
linéaires des parties réguliéres des développements a ’ordre n de f et g.
Ainsi, si
f(x) = ap+...+an(x—x0)" +o((x—x0)") et g(x) = bo+...4+bn(x—x0)"+0((x—x0)")
X—Xo X—Xo
alors
M) +1g(x) = (Ao +ubo) + ...+ (Aan + 1bn) (x — xo)" +o ((x—x0)").
DEMONSTRATION . Il s’agit de vérifier que A (0 (x —x0)™) + n(o(x —x0)™) = o(x—x0)™ ce qui est connu.
X—X 0
A

On doit retenir que si on veut Af + pug a ordre n, on doit développer chacune des deux fonctions a 1’ordre n.

Par exemple, a l'ordre 4,

2cos(x) + 3sin(x) = 2 1—ﬁ+ﬁ+o(x4) +3 x—ﬁﬁ—o(x“) = 2+3x—x2—ﬁ+ﬁ+o(x4)
Xx—0 2 24 6 x—0 2 12 '
x3 x3
On a bien écrit sin(x) = x—— 4o (x4) et passin(x) = x——+o0 (x3), ce qui ne nous aurait pas permis d’avoir un
x—0 6 x—0 6
développement a 'ordre 4.
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3.5.3 Produits de développements limités

Théoréme 25. Soit n € N. Si f et g admettent un développement limité d’ordre n en xo, alors f x g admet un
développement limité d’ordre n en xg. Si x — P (x — x¢) et x — Q (x — x¢) sont les parties réguliéres du développement
de f et g a ordre n, alors la partie réguliére du développement a l'ordre n de f x g est le polynéme x — P (x — x¢) X
Q (x —xp) tronqué a 'ordre n.

DEMONSTRATION . Il suffit de démontrer le résultat quand xo = 0.

Posons f(x) = ap+aix+...+anx™+o0 (x") = P(x)+ o0 (x™) et g(x) = bo+bix+...+bux™ +0(x") = Q(x)+ o (x™). Alors,

xX— xX— xX— xX—

flx)g(x) = P(x)Q(x) +P(xJo (x") + Q(x)o (x") + 0 (x™) o (x").

x—0

P(x) et Q(x) et o (x™) ont une limite réelle en 0. En particulier, P(x) = O(1), Q(x) = O(1) et o (x™) = O(1). On en déduit que

x—0 x—0 X—

fx)g(x) = PBJQ()+O0(Mo (x") = P(JQ(x)+o(x").

X— x—0

D’autre part, en développant le produit P(x)Q(x), on obtient des termes de degré inférieur ou égal & n et des termes de degré
strictement supérieur a n. Tout terme de degré strictement supérieur a n est négligeable devant x™ en 0 et il reste que

f(x)g(x) = aobo + (apb1 +atbg)x + ...+ (anbo + an_1b1 + ...+ apbn)x" +o0 (x"),
ce qui démontre le résultat.

a

On doit retenir que si on veut développer un produit f x g & ordre n, on doit développer chacune des deux
fonctions a ’ordre n. Mais ce n’est pas aussi simple comme on va le voir.

Exemple 1. Pour x < 1, posons f(x) = ] et g(x) = €*. On veut un développement limité a lordre 3 en 0 de

X
fxg : xm—

1
] . La premiére erreur & éviter est par exemple d’écrire e* a 'ordre 1 et T~ a Pordre 2 (dans le
—X —X

développement de (1 + x + o(x)) (1 +x+x*+o (xz)) des termes en x? et x> sont contenus dans le o(x) de la premiére
parenthése et donc des termes du type x? x 1 ou x> x 1 par exemple, manqueront & I’appel). Encore une fois, pour obtenir
f x g al’ordre 3, on écrit f et g a 'ordre 3 :

2 X3

er xT X7 3 2 3 3
o (1+x—|— 3 + z +o(x )) (T+x+x>+x>+0(x%)).

X

e
On obtiendra ainsi un développement limité de ]

en 0 & I'ordre 3 sans oublier un seul terme. Plus précisément, une

application méticuleuse du théoréme doit méme nous faire écrire directement

¢ 1+x+ﬁ+£ (1+x+x*+x*) +0 (x)
1—x x—=0 2 6 ’

ou on a écrit d'une part le produit des parties réguliéres et d’autre part o (x3 ) une seule fois, a la fin. Il ne reste plus
qu’a développer le produit des parties réguliéres. On commence par le coefficient constant puis le coefficient de x puis le

coefficient de x? puis celui de x> et les termes de degré 4, 5, ..., sont tous regroupés dans l’expression o (x3). Cela donne
ex X2 x3
= (T+x+=+= )T +x+x2+x3)+0 (x>
1—xHo(+ +2+6>(+ ) o ()

_ 1Y .2 T T\ 3 3

X:01+(1+1)x+<1+1+§)x +<1+1+§+g>x +0 (x%)
5x2 83 3

x:0]+X+T+T+O(X )

Exemple 2. Posons maintenant pour tout réel x, f(x) = e*—1 et g(x) = In(1 + x) —x. On veut un développement limité

a lordre 5 du produit f x g en 0. Normalement, on doit écrire
2 3 4 5 2 3 4 5
X X X X X X X X
X 1) (In(1 —x) = ST A N (- 2 2 5) ).
(e*—1) (In(1 +x) x)x_m(x—I—z—l—6+24+]20+0(x)>< + + = +o0(x)
Nous avons écrit tous les termes de chaque parenthése jusqu’a I'ordre 5. Maintenant, on va voir que le calcul ci-dessus est

: . - . . x?! o
maladroit car nous avons écrit des termes inutiles. Prenons le premier des termes écrit en rouge 7 Il se distribue sur
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2
X
5 qui est le premier terme de la deuxiéme parenthése pour donner un terme en x° qui est négligeable devant x>. Et

4 3 4 4 4 %2
c’est encore pire avec les produits — X —, — X —— ...qui sont négligeables devant — x —— et donc négligeables
24 7 37 24 424 5 24 2
Xt x
devant x°. Il suffit en fait de savoir que les termes 24’ 120 et o (x5) sont négligeables devant x3 et donc d’écrire

2 3 2 3 4 5
X X X X X X
*—1) (In(1 —x) = -+ —= N[+ -—=—+— .
(e ) (In(1 +x) x)xﬁo(x+2+6+o(x)>< 2+3 4+5+o(x))
Pour obtenir tous les termes de degré inférieur ou égal a 5, on a écrit la premiére parenthése a l'ordre 3 car le terme de
plus bas degré de la deuxiéme parenthése est de degré 2. De méme, puisque le terme de plus bas degré de la premiére
parenthése est de degré 1, il suffit de savoir que les termes écrits en bleu sont négligeables devant x* ou encore il suffit
d’écrire la deuxiéme parenthése a 'ordre 4 :
(e —1)(In(1+x)—x) = x—i—ﬁ—i—ﬁ—i—o()@) ——+——X—+o(x4)
x—0 2 6 ’

On peut terminer le développement

N X2 x3 ; x2 x3 Xt 4
(e —1)(ln(1+x)—x)X:0 (X+7+Z+O(X )) (—74—?—?4-0(7( ))
x? %3 X2 X3 X! 5
Xio(x+7+z>(‘7+?‘7>+°(")
X311, T 1 1)\ . 5
o 2 " 5—1)" +<_Z+€_Tz)" o)
3 oxt X 5
So Tzt e te )

Exemple 3. On veut développer sin® x a 'ordre 5 en 0. On doit normalement écrire

3 5 3 5
.2 X X 5 X X 5
sin“(x) = (x——+—=<+o0(x X——+ —=<+o0(x .
(U%( 6+UN_(»( 6+M“_(»

Mais puisque le terme de plus bas degré de la deuxiéme parenthése est de degré 1, il est inutile d’écrire explicitement les
termes de degré supérieur ou égal a 5. Il y a simplement besoin de savoir que ces termes sont négligeables devant x* ou
encore on écrit la premiére parenthése a 'ordre 4 (et bien sir la deuxiéme aussi) :

.2 X3 4 X3 4 X3 2 5
sin (X)xio x—f—f—o(x) x—f—f—o(x) o\ X +0(x%)
= xz—ﬁ—l-o(xs)
x—0 3 )

Cela dit, ce qui précéde est en fait maladroit. Une bien meilleure solution est

sin?(x) = %(1 — cos(2x)) = % (1 — (1 — (2)2()2 + (22)(4)4 +o0 (x5)>) = x? — )(3—4 +o(x°).

Les calculs de développements limités obéissent aux mémes techniques que les calculs de dérivées ou de primitives : moins
il y a de produits, mieux c’est. Donc, linéarisons ...

Exemple 4. Nous donnons maintenant un exemple caricatural qui, nous l'espérons, fera définitivement comprendre
la détermination de l'ordre auquel on effectue chaque facteur. On veut développer sin® xIn® (1 +x) a l'ordre 8 en 0.
Normalement, on doit écrire

3 5 7 4 2 3 4 5 6 7 3 3
4 In3 _ L x X 8 XX X X X X X 8
sin? x In (1+X)X:0 (x TR +0(x )) (x Tt T ts e tT 3 +o0(x )) )

Mais il est clair que beaucoup de termes sont superflus, sans que l'on sache vraiment lesquels. Déterminons 'ordre auquel
on développe sin(x). On doit penser 'expression sous la forme
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sinx x (sin3xln3(1 +x)) =, (x+...+0(x7)) (x"+...).

L’idée est simple. Le terme de plus bas degré de la deuxiéme parenthése est fourni par un équivalent simple de cette

deuxiéme parentheése : sin® x In®(1 + x) o x3 x x> = x® ou encore sin® xIn?(1 + x) = x® + 0 (XG). Pour obtenir un
xX—

X—
développement & l'ordre 8, il suffit d’écrire sinx a l'ordre 2.

De meéme, sin* xIn® (1 +x) = In(1 +x) x (sin4xln2 (1+ x)) avec sin® xIn? (1 +x) o x®. On développe donc In(1+x) &
x—

I'ordre 2. Finalement, les ordres étant maintenant correctement déterminés, on peut écrire

2 3 2\ 3
sin® xIn® (1 + x) = (x+o (xz))4 (x— % +0 (xz)) = (x)* (x— %) +o0 (x%).

X—

On peut maintenant achever le développement :

253 2
sin*xIn® (1+x) = x* (x—%) +0 (x%) :0x4 <x3+3x2 <—%)+...)+0(x8)

x—0 X—

8

_ 7 8
=X 5 +0 (x%).

3.5.4 Composition de développements limités

Théoréme 26. On suppose que T admet en 0 un développement limité d’ordre n et que f(x) —>O 0:
x—

flx) = ax+...+ax"+o0(x") = P(x)+o(x").

x—0 x—0
On suppose ensuite que g admet en f (0) = 0 un développement limité d’ordre n :
9(y) = bo+biy+...+bay" +o(y") = Qy)+o(y").
y—0 y—0

Alors, g o f admet en 0 un développement limité d’ordre n dont la partie réguliére est le polynéme Q o P tronqué a
l’ordre n.

DEMONSTRATION . Puisque y = f(x) tend vers 0 quand x tend vers 0, on a déja

g(f(x) = bo+Dbif(x) +...+oaf(x)" +0(f(x)") = Q(f(x)) + o (f(x)").

X— x—0

Ensuite, f(x) = O(x) puis f(x)™ = O (x™) puis o (f(x)™) = 0o(O(x™)) = o(x™) et donc

x—0 xX— x—0 x—0

g(f(x)) = bo+b1 (P(x) +0(x") +...4+bn (P(x) +0(x"))" +o0(x") o Q(P(x)+o(x"))+o(x").

X—

Ensuite, pour tout k € [1,n], (P(x) + o (x™)* = P(x)*+ o0 (x™) et finalement,

x—0

g(f(x)) = bo+DbiP(x)+...+ baP(x)" + 0 (x™) =, QP(K)) +o (x").

X—

a

sin x

Exemplel. On veut faire un développement limité de la fonction x +— e en 0 a l'ordre 3. On commence par développer

sinx & l'ordre 3 en O :

3

X
La deuxiéme égalité n’est autre que I'application méticuleuse du théoréme 26. Ensuite, en tenant compte de x — < —)0 0,
X—

on développe l'exponentielle a 'ordre 3 :

3 3\ 2 373
; X 1 X 1 X
esmx =1 X — — S |lx=— — | x—— o(x%).
S0 +< 6>+2( 6> +6< 6>+ ()
De nouveau, le théoréme 26 nous a permis d’écrire o (x3 ) une seule fois a la fin. Ce faisant, nous avons été maladroit car un

3\ 2 3 3
certain nombre de terme explicitement écrit ne servent a rien. Considérons ’expression (x — —) = (x — —) (x — —) .

6 6 6
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3 3
X .. X . . .
Le terme s va se distribuer sur x et sur —— pour fournir deux termes de degré au moins 4 et donc deux termes

3 3\ 2
X
négligeables devant x3. Il était donc inutile d’écrire explicitement le terme —Z dans (x — Z) .

De maniére générale, on écrit explicitement un terme s’il fournit au moins un terme de degré inférieur ou égal & 3 et on
n’écrit pas explicitement un terme s’il ne fournit que des termes de degré supérieur ou égal a 4. La version définitive du

développement est

sin x x—ﬁ 3

e one 3 +O(X)
_ X3 1 2 1 3 3
X301+(X—Z>+Z(x) +g(x) + 0 (x%)
= 1 Xz 3
e +x+7+0(x).

On note que 'on a développé dans 'ordre des opérations effectuées : sinx d’abord puis l’exponentielle ensuite. Cette
maniére de faire évite des erreurs de raisonnement. On aurait pu aussi commencer en sens inverse : puisque sinx — 0 et
x—0
2 3
uw uw
que e* — 1+u+—+—+0(u3),ona
u—0 2 6

sin?x  sin®x

sinx __ : .3
e X:()]—i—smx—f——z +—3 —|—0(s1n )

Ce qui vient d’étre écrit est exact mais est souvent mal compris, en particulier le terme o (sin3 ) Nous ne pratiquerons
jamais ainsi.

Exemple 2. Développons In(cosx) a l'ordre 6 en 0.

x2 xt X6 p 2 XA x6 )
ln(cosx)xzoln(‘—7+ﬂ‘m+°(">)x:oln(‘—7+ﬂ—ﬁo)+ ()
3

- _x2+x4_x6 ] _x2+x4 2+1 RS o (xf)
o\ 27224 720) 2\ 2 " s 3\ 2 ©

X2 (11N 11 1 11N . .
X:O——+(ﬂ—§)"+<—m—z“x(—z)xﬁ—ﬁ)" +o (%)

2

x2 x4 1 T 1Y\ ¢ P
X:OT‘ﬁ*(‘m*@—ﬁ)x +o(x)

X 4

(]+X)x:exln(l+x) _ eX(X*%JF%JFO(XB)) _ exz—%+%+o(x4)
x—0 x—0
3 4
_ 2 X Xy T a2 a
X:1+<x 2+3>+2(x)+0(x)
3 4
_ 2 X, %7 4
x~>01+x 2 * 6 +O(X)

Exemple 4. Développons e°°** & I'ordre 4 en 0.
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2 4
X% X
Dans ce dernier exemple, il fallait prendre garde au fait que ’exposant 1— > + 7 +o0 (x4) ne tend pas vers 0 quand x tend

1 x2 x4 ( 4) Xz X4
vers 0 mais tend vers 1 quand x tend vers 0. Une grosse erreur aurait été e’z 27 70X = T+ (1—- 5 + P +...,
x—

2 4

X X
ceci est complétement faux. Par contre I'exposant 5 + P tend vers 0 quand x tend vers O et on peut donc enchainer
avec un développement limité de 'exponentielle en 0.

3.5.5 Quotients de développements limités

f
Théoréme 27. Si f et g admettent un développement limité d’ordre n en x¢ et si g (xp) # 0, alors — admet en xo un

développement limité d’ordre n.

DEMONSTRATION . Il suffit de démontrer le résultat quand xo = 0. Pour x au voisinage de xo,

f(x) _ f(x)/g(0) f(x)/g (0

_ _ v(x)

)
9 9/g(0) | (1 7@) T u)

g9(0)
en posant v(x) = M et u(x) =1— M Maintenant, la fonction x +— u(x) admet un développement limité d’ordre n en 0 et

g(0) g (0)

tend vers 0 quand x tend vers 0 et la fonction u +—

admet un développement limité d’ordre n en 0. D’aprés le théoréme 26,

1
T—u

1—

la fonction x +— ﬁ admet un développement limité d’ordre n en 0. Enfin, d’aprés le théoréeme 25, la fonction i =V X
—u(x g

admet un développement limité d’ordre n en 0.

a

Ainsi, pour faire un développement limité de quotient, on écrit le dénominateur sous la forme 1 —u(x) ou u(x) tend vers
0 quand x tend vers xg. Ce sera la seule technique a disposition pendant les deux années de classes préparatoires (& part
l'utilisation directe de la formule de TAYLOR-Y OUNG).

o : x+1 :
Exemple 1. On veut un développement limité en 0 & 'ordre 3 de la fonction x — L On note que le dénominateur

x—2 tend vers —2 quand x tend vers 0 et que I'on a donc aucune chance en 1’état de pouvoir ’écrire sous la forme 1—u(x)
avec u(x) —>O 0. Par contre, en mettant le prépondérant —2 en facteur, le nouveau dénominateur tend vers 1 :
X—

x+1 1 x4+ 1

x—2 2 ]_f
2
1 x  x2 %3 5 1 x x> %3 5
=, 3 (1+%) (1+§+I+§+o(x )) =, 5301+ (1+§+7+§)+o(x)
1 3 3x? 33 5
o2 <]+7+T+T>+°(X)
1T 3x 3x* 33 ;
o277 s e te()
Exemple 2. On veut obtenir un développement limité & l'ordre 4 de ] en 0.
cos
1 1 1 4
cos(x) x:()] x2 x4 4 x:>o1 x2 x4 +o (x)
B R O N7

x2 X X2\ 4 x?  5x* 4
X:o”<7—ﬂ)+<7) o) ST+t o).

Exemple 3. On sait déja que tan(x) =* + o(x). On veut poursuivre et obtenir un développement limité a l’ordre 3 de
xX—

tan(x) en 0.
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X
ange _ 000 X7 g ol
anx ~ cos(x) x—0 x2
1—= +o0(x?)
2
3 R 2 )
X:()(x—z—ko(x )) (1+7+0(x ))
3
_ x~ 3
X:0X+3+0(X)-

Ce résultat faisait partie du formulaire de développements limités usuels :

3
tan(x) = x+—=—+o0 (x3).

x—0 3

Déterminons maintenant un développement limité de tan(x) & l'ordre 5 en 0.

x3 x5 5
an(ey = 5009 _ ¥ g tipg ol
cos(x) x—0 x? x4
(X - ) vom
2 24
3 X 5 x2 x4 X2\’ 4
X:O(X—E‘Fm“‘ (X)) <]+<?_ﬂ>+(7> +O(X>
x> X 5 x?  5x* 4
X:}Q(X—z‘Fmﬁ-O(X)) <1+7+ﬁ+o(x))
x> 5 1 1Y 5 5 x> 20 5
o ?+<ﬁ_ﬁ+ﬁ>x o () Zyxt 3y o)

— l a ordre 3 en 0.

Exercice 2. Déterminer un développement limité de —
S

in(x)

Solution 2. Contrairement aux exemples qui ont précédé cet exercice, rien ne dit que la fonction proposée admette un
développement limité & l'ordre 3 en O car les dénominateurs s’annulent en O.

Découvrons 'ordre n auquel on va développer sin x pour obtenir ’ordre 3 en fin de calcul. Le calcul aura ’allure suivante

1 1 1 ] L
sinx X x=0X—...4+0(x") xx—=0x \1—...40(x"1)
1 T+...—1

Xi0;(1+...+o(x“*1)—1) Xiof—ko(xnd).

On veut n — 2 = 3 et on développe donc sinx & I'ordre 5.

1 1 1 1 1 1

- —_—_ = e —]
sinx X x—0 x3+x5+ (x3) Xm0 x| x2+x4+ (x4
T T O 6 1200
— ! | 4 o 1 X2 X4 xz 2 4
Sox | ey ol x:o;<”<f—m>+<3> el
6 120
1 /x*>  7x* 4 x 7% 3
x:o;<€+%+°(">>xzoa+%+°(">~

On a établi au passage le fait que la fonction de ’énoncé admet un développement limité d’ordre 3.
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xchx —shx

Exercice 3. Déterminer un développement limité de =1 a lordre 3 en 0.
chx —

Solution 3. Comme dans ’exercice précédent, on ne sait pas a 'avance si la fonction proposée admet un développement
limité d’ordre 3 car le dénominateur s’annule en 0.

Xz X4 4 X3 XS 5
e shx <1+7+—+0(x)> <x+z+m+o(x)>

chx—1 x50 ﬁ—&—ﬁ—&—o(x“)
2 24
) ’;—3+3Z+o(x5) B ’3‘3 o) 2§+§—Z+o(x3)
H°§+§+o(x4) "*0%+£+o(x2) . 1+]—;+0(x2)
=2 §+g+o(x3)> (1—%—&-0()(2))
SF TRl

De nouveau, on a établi au passage le fait que la fonction proposée admet un développement limité d’ordre 3.

3.5.6 Intégration des développements limités

Théoréme 28. On suppose que f admet en xo un développement limité d’ordre n en x¢ :

f(x) T, Gt (x—x0)+...+an (x—x0)" +0 ((x—%x0)") e Z ax (x —x0) + 0 ((x—x0)").
k=0

On suppose de plus que f est continue sur un voisinage de xo et admet donc une primitive F sur un voisinage de xg.
Alors, F admet en x¢ un développement limité d’ordre n 4+ 1 « obtenu par intégration » :

= e x0) 1
F(x) = F(x a o(x—xn )
() = Flo)l+} a5 +o((x—xo)
k=0
n
DEMONSTRATION . Pour x au voisinage de xo, posons g(x) = f(x) — Z ax (x —xo)~. g est continue sur un voisinage I de xo et
k=0
X X —x k+1
une primitive de g sur ce voisinage est la fonction G : x — J g(t) dt = F(x) — F (xo) Z ax ” +0] . Il s’agit de prouver que
X0
G(x) = o ((X*Xo)nJrl) sous I'hypothése g(x) = o((x—x0)™).
X—X X=X
Soit € > 0. Puisque g(x) = o((x —x0)"), il existe o« > 0 tel que pour tout x € I, si [x —xo| < «, alors |g(x)| < &[x —xo|™. Pour

X—X0

x € I tel que |x —xo| < «, on obtient par intégration : |G(x)| = ntl

X
j g(t)dt'<\x—mxe|x—x@|“:e\x—><o|

X0
On a montré que : Ve >0, Ja > 0/ Vx € I, (\x—xo\ <a=|G(x)| < s\x—xo\““) et donc G(x) 0 ((x—xd““).

X—X0

Revenons sur les développements de In(1 4+ x) et Arctanx en 0.

e Pour x > —1, posons f(x) = ]1? puis F(x) = In(1 + x). Soit n € N*. On sait que f admet un développement limité
d’ordre n — 1 en 0 & savoir
n—1
f(x) e l;)( 1)kxk+0( n— 1) .

D’aprés le théoréme 28, la fonction F admet en 0 un développement limité d’ordre n obtenu par intégration :
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+1

Fx) = F +Z o) = Y (-1 +o(xM).

k=1

On retrouve ainsi le développement limité & 'ordre n en 0 de In(1 + x) établi plus tot dans le chapitre de maniére plus
compliquée.

e Pour x € R, posons f(x) = 5 puis F(x) = Arctan(x). Soit n € N*. On sait que f admet un développement limité

1+x

d’ordre 2n en 0 & savoir

n
_ k Zk 2n
) Zo g +o ().

D’aprés le théoréme 28, la fonction F admet en 0 un développement limité d’ordre 2n + 1 obtenu par intégration :

n
X2k+1 X2k+1

Fix) = FO)+ Z(—nka“ to (M) = Z(_”k2k+1 +o (x2T).
k=0 k=0

On retrouve ainsi le développement limité a 'ordre 2n + 1 en 0 de Arctan(x).
1
V1 —x2

e Déterminons maintenant un développement limité a tout ordre Arcsin(x) en 0. Pour x €] — 1, 1[, posons f(x) =

puis F(x) = Arcsin(x). F est la primitive de f sur ] — 1, 1[ qui s’annule en 0. On sait que pour n € N*|

1) = 1+ (—x X)) )
=, ];)< %) k+o( g < %) 2k+0(X2n)

De plus, pour k € N*,

() (D) () () (1) (Ee)en ()

k k! k!
C(Zk=T)x(2k=3) x...x3x1T  (2k—1)x(Zk—=3) x...x3x1
N 2kK! 2K x(2k—2)x...x4x2

_(ZK) x (2k—=1) x (2k —2) x (Zk —3) X ... x4 x 3 x 2
B (2K) x 2k —2) X ... x 4 x 2)?

2k
(2Kk)! ( k)

=3 T o
Donc,
U ) FE RN,
WXZOI;)TX +o0(x*")
Puisque la fonction f : x — # admet en 0 un développement limité d’ordre 2n, la fonction F : x — Arcsin(x)

2
admet en 0 un développement limité d’ordre 2n 4+ 1 obtenu par intégration :

Fx) = F(O)Jri(zﬁXZkH +o (M) = i@XZkH +o (x*™*!
o P T x50 4= 27 kA 1 o (™).
On a établi que
- (lec) X2kt 2n+1
— mn
vn € N, Arcsin(x x:()];) T +o(x ).
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. , < o . - . X 3
Ce développement n’a pas a étre mémorisé mais on peut retenir en particulier que Arcsin(x) =0 X+ 3 +o0 (x )
X—

e On peut également revenir sur le développement limité de tan(x) en 0 que I'on peut obtenir un peu plus rapidement. Pour

X € }—g, ; {, posons f(x) = tan(x). f est dérivable sur }—;, g [ et pour x € }—g, ; [, f/(x) =14 tan?(x) = 1+ (f(x))2.
On sait que f(x) = * + o(x). Donc, f'(x) = 1+ (x+0(x)2=14+%x%2+0 (xz). Par intégration et en tenant compte de
xX— X—
tan(0) = 0, on obtient
tanlx) = x+ % 4o ()
an(x) = x+ > +0(x7).
x3 z 2x*
Mais alors f'(x) = 1+ [x+—+o0 (x3) = 14+4x*+=-+o0 (x4) puis par intégration et en tenant compte de
x—0 3 x—0 3
tan(0) =0,
x> 20 5
tan(x)X: -‘r?‘f'ﬁ-l-o(x)
Mais alors
f'lx) = 1+ NS (x°) g T e 2 (1 A ey (x°)
M T3 s o)) ST T T e ys ) o
2t 17X
_ 2 X 6
Bt T + 0 (x°)
puis par intégration et en tenant compte de tan(0) =0,
X3 x> X 7
tan(x) x:OX+?+F+W+O(X )

= Commentaire. On a déja dit que développement limité a un ordre quelconque de la fonction x — tan(x) en O peut faire l’objet
de tout un probléme de concours. Les coefficients obéissent & une régle qui me saute pas aux yeux. Il faut pour cela connaitre les
« polynémes de BERNOULLI ».

Revenons maintenant sur le théoréme 28. Celui-ci dit que I’« on peut intégrer un développement limité ». Mais bizarrement,
« on ne peut pas dériver un développement limité ». L’exercice 4 ci-dessous fournit un exemple de fonction f dérivable sur
R, qui admet un développement limité d’ordre 1 en 0 et telle que f’ n’admet pas de développement limité d’ordre O en 0.

Comme d’habitude de tels exemples sont construits a partir de sin <—>
X
Par contre, si f est dérivable au voisinage de x¢ et si f’ admet en xo un développement limité d’ordre n, alors le

développement limité de f’ est obtenu par dérivation du développement limité de f a Pordre n+ 1 (puisque ce dernier est
obtenu par intégration du développement & lordre n de f').

Exercice 4. Pour x € R, on pose f(x) = x* sin (;) six #0 )
Osix=0

1) Montrer que f admet en 0 un développement limité d’ordre 1.

2) Montrer que f est dérivable sur R.

3) Montrer que f’ n’admet pas de développement limité d’ordre 0 en 0.

Solution 4.

1) Pour x € R, posons ¢(x) = s (;) six #0 . Pour tout réel x, on a f(x) = xe(x). De plus, pour tout réel x,
O0six=0
le(x)] < x| (que x soit nul ou pas). On en déduit que €(x) e 0 puis que
f(x) = o(x) = 0+ 0x+o(x).
x—0 x—0

Ainsi, f admet en 0 un développement limité d’ordre 1.

1 1
2) f est dérivable sur R* en vertu de théorémes généraux et pour x # 0, f'(x) = 2xsin <—) — cos (—) D’autre part, f
X X

admet en 0 un développement limité d’ordre 1 et donc f est dérivable en O et de plus f/(0) = 0.
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a 1 .
Finalement, f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) = Zxsin (;) Toos <;> six #0 )

0six=0
e ) A
3) 2xsin [ — ) tend vers 0 quand x tend vers 0 car pour tout réel non nul x, |2xsin ( — || < 2[x|.
X X

1 1
Vérifions que la fonction x — cos (—) n’a pas de limite en 0. Pour n € N* posons u,, = g et pour n € N, posons
X
Vn = m Les suites (Un),cn- €t (Vn)ney sont deux suites tendant vers 0. Mais cos (E) =1 e 1 et
2

Vn n—-+oo

1
cos <—) =0 — 0#1. Donc, la fonction x — cos <;) n’a pas de limite en 0.

1 1
Supposons par I'absurde que ' ait une limite réelle en 0. Alors, la fonction x — f’(x) — 2x sin (—) = —cos (—) a une
X X

limite réelle en 0 ce qui est faux. Done, la fonction f/ n’a pas de limite réelle en 0 ou encore la fonction f/ n’a pas de
développement limité d’ordre 0 en 0 (bien que la fonction f admette un développement limité d’ordre 1 en 0).

On termine par trois exercices ot on effectue des développements limités en un réel différent de 0.

T
Exercice 5. Déterminer le développement limité & l'ordre 3 en 3 de sin(x).

Solution 5.

T T T
1lére solution. Pour x € R, posons x = = + h ou encore h = x — 3 de sorte que x tend vers 3 si et seulement si h tend

vers 0.
sin(x) = sin (g + h) = sin (g) cos(h) + cos (g) sin(h)
V3 h? ; 1 h3 5
Vi v W
h307+§_7_ﬁ+0(h)
et donc

) =, 30D DR D e ((-5))

2éme solution. Pour x € R, posons f(x) = sin(x). f est de classe C3 sur R. Donc, f admet un 0 un développement limité

d’ordre 3, son développement de TAYLOR-YOUNG. Pour tout réel x, f(x) = cos(x), f”(x) = —sin(x) et f3)(x) = — cos(x)
3 1 3 1
puis f(0) = %, f/(0) = 3 f7(0) = —g et F3)(0) = —5 La formule de TAYLOR-YOUNG fournit directement

i =, o365 3 o) e (3)),

Exercice 6. Déterminer le développement limité & 'ordre 3 en 1 de In(1 + x).

Solution 6.

Pour x € R, posons x =1+ h ou encore h = x — 1 de sorte que x tend vers 1 si et seulement si h tend vers 0.

h h h? h3 3
ln(]+x)—ln(2+h)—1n2+1n<1+z) h:)olnz—l—z—?—‘-ﬂ—‘—o(h ),

et donc

In(1 4+ x) = ln2+%(X—])—%(x—1)2+21—4(X—1)3+0((X—1)3).
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Exercice 7. Déterminer le développement limité & 'ordre 3 en 1T de Arctan(x).

Solution 7. Pour x € R, posons f(x) = Arctan(x).
1
IRER2
Pour x € R, posons x =1+ h ou encore h = x — 1 de sorte que x tend vers 1 si et seulement si h tend vers 0.

lére solution. f est dérivable sur R et pour tout réel x, f/(x)

1 1 1 1

Tr(0+h2 2+2h+hZ2 2 h2
T+h+ 5

T h? ) ») 1 h h? 5
h:o§(1_(h+7>+(h) +o(h )) hioi_E+T+°(h)

f'(x) =

et donc
(x—=1)+-(x=1)2+0(x=1?2).

T
Par intégration et en tenant compte de f(1) = Arctan(1) = 70 o0 obtient

Arctan(x) = E+1(x—1)—1(x—1)2+l(x—1)3+o((x—1)3).

x—1 4 2 4 12
2éme solution. f est trois fois dérivable sur R et en particulier trois fois dérivable en O.
1
Pour tout réel x, f/(x) = T puis f’(])”: 3
Pour tout réel x, f”(x) = —2x puis ) = ! X 2 = —l.
(14+x2)? 2 2 4 4
1 —2)(2 301 1 1 4 1
Pour tout réel x, f3)(x) = —2 ——— +txX M puis M = - x (=2) (— — —) = —.
(1+x2) (1+x2) 3! 6 4 8 12
La formule de TAYLOR-YOUNG fournit directement
Arctan(x) = T + l(x— 1) — l(x— 12+ l(x— 3 +o ((x— 1)3)
x—1 4 2 4 12 )

3.6 Généralisations
3.6.1 Développements limités en +oo
On dit que la fonction x — f(x) admet en +00 (resp. —oo) un développement limité d’ordre n si et seulement si la fonction

1
g:y—f <g> admet un développement limité d’ordre n. en 0" (resp. en 07).

Un développement limité en +oo a ’allure générale suivante :

X—+00 X xm

a
flx) = a+—+...+—+0 (—)
1
Exemple. Effectuons un développement limité & 'ordre 5 (on dit aussi : a la précision o <—5>) en +oo de la fonction
X

g 1
X>—>X(ex13 —1).Puisque—3 — 0,
X2 x—-+oo

1) = LIS R L O
X(e 1)x~>+oox<1+x3+2x6+0 X6 ]

RG]
xateo x2 T 2x5 O\ )
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3.6.2 Développements limités généralisés en un réel

Soit (n,p) € N2. On dit que f admet en 0 un développement limité généralisé d’ordre n — p si et seulement si la fonction
x — xPf(x) admet en 0 un développement limité d’ordre n.

Un développement limité généralisé en 0 a l’allure suivante :

Qo aq ap-—1
f(x) = — — +...+ L
x—0 XP xP X

FapF...Fanx™ P +o(x"7P).

Exemple. Effectuons un développement limité généralisé de la fonction x +— cotan(x) a la précision o (x3 ) en 0.

1
cotan(x) o N
L 5
X+ 3 + 5 + o0 (x?)
1

x2  x*
14X 2 4
+ 3 + 5 + 0 (x%)

1 X2 x* x? 4 1 x X3 3
x:o;<1—<?+ﬁ>+(?> o (x >> Sox 3 am o)

3.6.3 Développements limités généralisés en +oo

X

®
L
<
x| =

Soit (n,p) € N2. On dit que f admet en +oo (resp. —co) un développement limité généralisé d’ordre n—p si et seulement

f(x)

si la fonction x — — admet en oo (resp. —oo) un développement limité d’ordre n.
X

Un développement limité généralisé en +oo a ’allure suivante :

_ a 1
f(x) :oaoxp+a1xp ‘+...+ap,1x+ap+...+ e +O<x“—P)'

X— xn—p

2 1
Exemple. Effectuons un développement limité généralisé de la fonction x — 1 — a la précision o ()—() en +o00.
+ex
Xz 2 1 Xz 1
7 = X = — X
]+e; X—-+o00 2+]+ 1 + 1 4 l x—4oo0 2 ]+ 1 4 1 + 1 4 l
2x2  6x3 x3 2 4x2  12x3 x3

XZ

p— O _ —_— —_

X X X X
Xy (] +1+12_13+ 1
x—+oo 2 2x  4x2 0 12x3 2x  4x? 2x o\

N

x—+oo 2
X

x—+oo 2

3.6.4 Développements asymptotiques
Un développement asymptotique (ou plus simplement un développement) de f en a (a réel ou £00) est un développement

du type

f(x) =, fr(x) +f2(x) +...+fp(x) + o (fp(x))

X—
ot de plus fi(x) > fa(x) > ... > f,(x). Un tel développement n’a d’intérét que si les fonctions fy, ..., f, sont
xXxX—a xX—a X—a

beaucoup plus simples que la fonction f.
Un développement limité est un développement asymptotique d’un type particulier.

Exemple 1. Déterminons un développement asymptotique de In(chx — 1) en 0 & la précision x?

2 4 2 2
In(chx—1) = In ("7 +35+0 (x4)> = In <%> +1n (1 +5+0 (x2)>

2
_ _ x” 2
X3021n(|x|) In2+ 12+O(X )
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On vient d’obtenir un développement asymptotique de la fonction x +— In (chx — 1) & la précision x? en 0 car

XZ

21n (]x]) >> —1In2 >> —

2
X
21n|x| tend vers —oo quand x tend vers 0, —In2 est une constante non nulle puis 7l tend vers 0 quand x tend vers 0.

L’expression 21n x| n’est équivalente & aucune fonction plus simple en 0.

Exemple 2. Déterminons un développement asymptotique de In(chx —1) en +o0o & la précision e *.

In(chx—1)=1In (% —1) =ln(e*—2+e ) —In2=In(e") +In(1-2e*+e*)—1In2

= x—In2—-2e*+o0(e)

xX—r+00

On vient d’obtenir un développement asymptotique de la fonction x — In (chx — 1) & la précision e * en +oo car

x > —In2 > —2e*.

X—+00 X—+00

4 Quelques applications des relations de comparaison et des développements
limités
4.1 Calculs de limites

On a le résultat suivant :

Théoréme 29. Soient f et g deux fonctions complexes ne s’annulant pas au voisinage de a sauf peut-étre en a. On
suppose que f(x) ~ g(x).
X—a

Si f converge en a vers un certain { € C, alors g converge en a et lim g(x) = { (et réciproquement).
X—a

Supposons de plus que les fonctions f et g sont réelles.

Si lim f(x) = 400 (resp. —0), alors lim g(x) = 400 (resp. —c0).
X—a X—a

DEMONSTRATION .
Supposons que f(x) — €€ C et que f(x) ~ g(x). Alors,

g(x):fo(x) — 1x{=L

f(x) x—a

Supposons que f(x) — +oo et que f(x) ~ g(x). Alors,
xX—a

X—+00

A titre d’exemple, déterminons lim

X—+00 2 ’
" sin <L> In? (X );3) V3x+1

° e% —] ° !
X—>+oo X3
. 1
+ ; X—>+oo 2)(
1

® o (ﬁ) x—oo ﬁ

2 2
, (X243 5 3 3 9
.].Il 5 )Z].n (] +X_2> X—:l—oo (X_z :X_4

X
e V3x+1 ~ 3x.

Donc,

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 33 http ://www.maths-france.fr



(61_1)< el
Donc, lim 1

x%oosin(%)lnz( 2+3)\/_ 18V3

4.2 Détermination d’équivalents

1
T4+x)*  In(1+4+x
Déterminons un équivalent simple en 0 de f(x) = (0 +x) — nd+ ). On va pour cela effectuer un développement de
X COSX

f en 0. On rencontre immédiatement un probléme : & quelle précision ? On ne dispose malheureusement pas de méthode
permettant de prévoir cette précision.

Tentative a ’ordre 1.

1
(T+x)~ — el (%)
e
I e R L) LR Sw Yty
x—0 x—0
ij - E + O(X)
et d’autre part,
x? ) 1_X
In(l +x) _ x—7+o(x ) _ _§+O(X)
xcosx x—0 x(14+o0(x)) x=0 14o0(x)
X
o 1— E + O(X)
et finalement,
(1+x)* In(1+x)
— = o(x).
e XCOSX x—0

On a obtenu un développement limité d’ordre 1 en 0 de f (qui au passage admet donc un développement limité d’ordre 1)
mais le développement obtenu est insuffisant pour obtenir un équivalent simple car aucun terme non nul n’est explicitement
écrit.

Tentative a ’ordre 2.

1
0%l
e
_ %(X*%JFXT*O(’&))*] _ o 3+%+o(x?) _ X ﬁ 17 x\2 2
x:()e x:)Oe2 ’ x:>1+ +3 +2( 2) +O(X)
x  1Ix 5
Sol T2t o)
et d’autre part,
x> x3 x X2
In(1+x) x— =+ 5 +0(¥) B 1=5+5+0(x)
o 2 o 2
XCOSX x— X(]_x_+0(xz)) xX— 1—X—+o(x2)
2 2
2 2
T N 2 opd)) = 1o
X:0<1 2+3+0(x)><1+2+0(x))xzo1 5+ +0 (x?)
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et finalement,

(1+x)7* Wml+x) (11 5\, %
e T xcosx xoo\24 §)% +O(X)x:>0_?+o(x)’
ou encore
(1+x° Wi+x) 32
e xcosx x—0 8 °

4.3 Etudes de signes au voisinage de a

On a le résultat suivant :

Théoréme 30. Soient f et g deux fonctions réelles ne s’annulant pas au voisinage de a sauf peut-étre en a.

Sif(x) ~ g(x), alors pour x au voisinage de a, f(x) et g(x) ont méme signe au voisinage de a.
xXxX—a

f(x
DEMONSTRATION . Puisque f(x) ~ g(x), on a Q — 1. En particulier, au voisinage de a sauf peut-étre en a,
Xx—a

x—a g(X)

f

9 > 0 et donc f(x) et g(x) ont méme signe.

N =
N =

3 3

Par exemple, sin (x) o X % +o0 (x3) et Arctan (x) o X % +o0 (x3). Par suite,

X3 3 x3

sin (x) — Arctan (x) =" % +o(x}) = =+o(x¥).
X—

x3

On en déduit que sin (x) — Arctan (x) ~0 e > 0 puis que pour x au voisinage de 0 sauf en 0, sin (x) > Arctan (x).
X—

4.4 Etude locale d’un graphe
On suppose que T est définie sur un ensemble de la forme [xo —h,xo[ U ]x0, %0 + hl, X0 € R et h > 0, et admet en x¢ un
développement limité d’ordre 1: f(x) = ap+ a7 (x —xo) + 0 (x —xp). Alors
X—Xo
e f admet en particulier un développement limité d’ordre 0 en xo : f(x) = ag+ o(1).
X—Xo
f est donc prolongeable par continuité en xo en posant f (xo) = ap (on note encore f le prolongement).

e Le prolongement f est dérivable en xo et ' (xo) = aj. Une équation de la tangente (Ty,) & la courbe représentative
de f en xp est donc

y=ao+ar(x—xo).
(Si f est définie sur [xo —h,xo + hl, on peut dire directement que f est continue puis dérivable en xo).

Pour x € R, posons g(x) = ap + a; (x —xo). Le graphe de la fonction g est la tangente (Ty,). La position relative de la
courbe C¢ et de la tangente (Ty,) est fournie par le signe de f(x) — g(x), ce signe pouvant étre étudié globalement (pour
chaque x).

Les développements limités peuvent nous aider a étudier cette position relative localement : on suppose de plus qu’il
existe p > 1 puis a, # 0 tels que

f(x) = ao+ar(x—x0)+ap(x—x0)" +o0((x—x0)").

Puisque a, # 0, on en déduit

f(x) — g(x) e (x —x0)?.

On sait alors que le signe f(x) — g(x) est localement le signe de a, (x —x0)". Donc,

e Si ap > 0 et p est un entier pair, alors Cr est localement au-dessus de (Ty,) et si ap < 0 et p est un entier pair,
alors C¢ est localement au-dessous de (Ty, ).

e Si p est un entier impair, a, (x — x0)¥ change de signe en x¢. La courbe traverse sa tangente (Ty,) en le point
de coordonnées (xo,f (x0)). On dit que le point de coordonnées (xo, f (xo)) est un point d’inflexion de la courbe
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représentative de f.

hx —sh
Exemple. Pour x € R*, posons f(x) = XXX

chx—1
Dans Pexcercice n° 3, page 27 o) = 20X o)
ans l'exercice n°3, page 27, on a vu que f(x) ==+ g5 +0 (x°).
e En particulier, f admet en 0 un développement limité d’ordre 0 : f(x) = o(1). f est donc prolongeable par continuité

x—0
en 0 en posant f(0) = 0 (on note encore f le prolongement obtenu).

2
e f admet en 0 un développement limité d’ordre 1 : f(x) = ?X + 0o(x). f est donc dérivable en 0 avec f/(0) = 3 Une
xX—

équation de la tangente a la courbe représentative de f en le point de coordonnées (0,0) est

2x
v=3-
2x x3 2x x3 2x x3
e 3 8 o~ . _ex . ~ P
o f(x) 3 "0 %0 +o0 (X ) ou encore f(x) 3 0 90" Le signe de f(x) 3 est donc le signe de gp 2u voisinage de

0. On en déduit que la courbe de f est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0 & droite et au-dessous de sa tangente au
voisinage de 0 & gauche. Le point de coordonnées (0,0) est un point d’inflexion de la courbe représentative de f.

Voici le graphe de f :

D

4.5 Etude asymptotique d’un graphe

. . X
Voici les graphes des fonctions x — /X, x — 5 X X, X 2x et X — x2.
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Chacune de ces fonctions vérifie lim f(x) = +oo. Mais les graphes correspondants ne prennent pas la méme « direction
X—+00
2

en +oo ». Le graphe de la fonction x — /x prend la direction de I'axe (Ox) en +co et le graphe de la fonction x — x
X
prend la direction de 'axe (Oy) en +oo. Les graphes des fonctions x — =, x — X et x — 2x prennent quant & eux une

direction oblique en +oco. Dans tous les cas, on parle de direction asymptotique.

f
DEFINITION 6. On suppose que lirf f(x) = £oo (resp. lim f(x) = £o0) et que % tend vers a € [—oo, +00]
X—+00 X——00

quand x tend vers +oo (resp. —o0).

Si a €] — 0o, +00[\{0}, on dit que la courbe de f admet une direction asymptotique d’équation y = ax.

Si a =0, on dit que la courbe de f admet une direction asymptotique (Ox) ou encore une branche parabolique
de direction (Ox).

Si a = +o0, on dit que la courbe de f admet une direction asymptotique (Oy) ou encore une branche parabolique
de direction (Oy).

Ainsi, si f est la fonction x +— x?, sa courbe admet en +o0o une branche parabolique de direction (Oy).

Si f est la fonction x — +/x, sa courbe admet en +oco une branche parabolique de direction (Ox).

1
Si f est I'une des trois fonctions x — x+ 1+ —, X — X + /X ou x — x +sinx, sa courbe admet une direction asymptotique
X

d’équation y = x.

f(x
Donc, sous 'hypothése lim f(x) = £oo, en étudiant lim Q, on obtient un renseignement sur la direction que prend
x—r+oo x—toco X

le graphe de f en +o0.

On en veut davantage :

DEFINITION 7. Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de +oo (resp. —oo) a valeurs dans R. On note C¢
-
i, )

Les courbes Cr et €4 sont asymptotes en 400 (resp. —o0) si et seulement si lim (f(x)—g(x)) =0 (resp. lim (f(x)—

et Cg leurs courbes représentatives respectives dans le plan rapporté a un repére (O, i,

X—+00 X——00
g(x)) =0).
Par exemple, les graphes des fonctions ch et sh sont asymptotes en 400 car lim (chx —shx) = lim e * =0.
X—+00 X——+00

1
Reprenons les trois fonctions f1 : x —x+ 1+ —, 2 : x = x+2y/x et f3 : x — xsinx. Les trois graphes admettent en

~+00 une direction asymptotique d’équation y = x. Mais le comportement en +oo de ces trois fonctions n’est pas le méme.

e lim (fi(x)—x)=1ouencore lim (fi(x)— (x+ 1)) =0. La droite d’équation y = x + 1 est asymptote a C;
X—+00 X—+00

en +o0o.

e lim (f2(x)—x)= lim 2v/x =+o00. € admet en +oco une direction asymptotique d’équation y = x mais C,
X—+00 X—+00

n’admet pas de droite asymptote en oo (il n’existe pas de réel b tel que '« écart (lu verticalement) entre la courbe

et la droite d’équation y =x + b tend vers 0 ».

e f3(x) —x =sinx n’a pas de limite en +00. C3 admet en +oo une direction asymptotique d’équation y = x mais C3

n’admet pas de droite asymptote en +oo.

Voici les graphes de ces trois fonctions :
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f(x
En résumé, si f est une fonction telle que lim f(x) = +o0 (ou plus généralement lim f(x) = +00). On étudie lim Q

xX—+00 x—+too x—+oo X
avec les résultats suivants :

f(x)

esi lim —— =400, Cr admet en 400 une direction asymptotique (Oy),
X—+oo X
f(x
esi lim (—) =0, Cr admet en +oo une direction asymptotique (Ox),
x—+oo X
f(x
esi lim Q =a € R*, on étudie lim (f(x) — ax) avec les résultats suivants :
X—+oo X xX—r+00

- si 1in{1 (f(x) — ax) = b € R, la droite d’équation y = ax + b est asymptote a C¢ en 400,
X—+00

- si f(x) — ax n’a pas de limite réelle en 400, C¢ admet en +o0o une direction asymptotique d’équation y = ax
mais n’admet pas de droite asymptote.

Dans la pratique, les choses se déroulent souvent differemment : on effectue un développement de f en +oo (ou —o0).
Supposons que f admette un développement de la forme

c 1
f(x) —>:+ooax+b+x_1’+o(x_v)’

otuc # 0etp > 0. Onen déduit que la droite d’équation y = ax+b est asymptote & C¢ en +oo car lim (f(x)—(ax+b)) = 0.

X—+00

X—

c c
De plus, f(x)—(ax+Db) S TP et donc f(x)— (ax+Db) est du signe de — au voisinage de +00, ce qui fournit localement
oo X X
la position relative de C¢ et de son asymptote.

X

Exercice 8. Etude en +o0 de la fonction f : x — 1 =
+ex

Solution 8.

X X 1

X
1+ et xtoo T 1 T\ x50 2 1 1 1 1
T (14— — + — — T b —
+< Tt T\ T T e T\
I A I R T AR AR
x—rto0 2 2x - 4x? 123 2x - 4x? 2x °\53

_ox 1o
x —>_+ oo 2 4 24X2 Xz )

1 1
Tout d’abord, f(x) = x_ 1 + 0o(1) et donc la droite D d’équation y = % ~ 1 est asymptote a C¢ en +o0o. Ensuite,

x—+oo 2

x 1 1 x 1 ..
f(x)— <§ — Z) e 20T et donc f(x) — (— — —> > 0 pour x suffisamment grand. C¢ est au-dessus de D au voisinage

2 4
de +o0.
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Exercice 9. Etude compléte de la fonction f : R — R

x3

X -
x—1

- -
(On note Gy la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthormeé (O, i, ))

Solution 9. s

X
Domaine de définition. Soit x € R. f(x) existe si et seulement x # 1 et > 0 ce qui équivaut a x €] — o0, 0]JU]T, +ool
X

—1
3

(car pour x # 1, le signe de XX est le signe de x(x — 1)).

—1
Le domaine de définition de f est D =] — oo, 0]U]1, 4+o0l.

3
X . . . o N
est continue sur D, en tant que fraction rationnelle définie sur D, a valeurs dans

Continuité. La fonction g : x — ]
X —
[0, +o00[ et la fonction h : y+— /4 est continue sur [0, 4o0[. Donc, la fonction f =h o g est continue sur D.

f est continue sur D.

Etude en 0 a4 gauche. f(x) ~ V—x3 = \/(—x)z(—x) = —xv/—x. En particulier, f(x) = o(x). Dong, f admet

x—0, x<0 x—0, x<0
en 0 & gauche un développement limité d’ordre 1. On en déduit que f est dérivable en 0 & gauche et que fé(O) = 0. Une

équation de la tangente & C¢ en (0,0) est y = 0.

Etude en 1 a droite. f(x) ~ . En particulier, lim f(x) = 4o00. La droite d’équation x = 1 est asymptote a

x—1,x>1 /x — 1 x—1
x>1

Cs.
Etude en +oo.

o3
xﬂ_Jroox 2 8x OX.

Tout d’abord, f(x) S X et en particulier lim f(x) = +o0.
X—+00

li
X—+00

1 1
Ensuite, lim (f(x) — (x + §>) =0 et donc la droite D d’équation y = x + 7 est asymptote a C¢ en +o0.

X—+00

1 1
Enfin, f(x) — (x+ = ~ 3 et en particulier, pour x suffisamment grand, f(x) — [ x + = ] > 0. On en déduit que C¢
2 ) x—+o00 8x 2

est strictement au-dessus de D au voisinage de +oo.

Etude en —oo.

X
1 3 o 1
X—+00 2 8 X
1
D’abord, f(x) ~ —x et en particulier; lim f(x) = +oo. Ensuite, la droite D’ d’équation y = —x — 3 est asymptote
X——00 X——00

a Cf en —oo et Cf est strictement au-dessus de D’ au voisinage de —co (car v 0 pour x < 0).
X
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3
Dérivée de f. La fonction g : x —

est dérivable sur ] — oo, 0[U]T, +oo[ & valeurs dans ]0,+oo[ et la fonction

h : y— /Y est dérivable sur ]0,4-o00[. Donc, f =ho g est dérivable sur ] — oo, 0[U]1, +oco[. On a vu d’autre part que f est
dérivable en 0 et finalement

f est dérivable sur D.
1
Pour x € D\ {0}, In|f(x)| = 3 (3In|x| —In|x — 1]) puis

f'(x) 1/3 1 . 2x-3
<_ >_Zx(x—1)'

x x—1

de ﬂ En tenant compte de f é = = ﬁ, on en déduit le tableau de variation de f.
x(x—1) 2 2
X —00 0 1 % +o0
' (x) — — 0 +
—Q
f \
0

Graphe.

4.6 Extrema locaux

Signalons enfin une application des développements limités a I’étude des extrema locaux :

Théoréme 31. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R. Soit x¢ un point intérieur a I.

Si f est dérivable en x¢ et si f admet un extremum local en xo, alors f’ (xp) = 0.
Si f est deux fois dérivable en xq, si f/ (xg) = 0 et f” (xo) # 0, alors f admet un extremum local en xg.

DEMONSTRATION . Supposons que f est dérivable en xo intérieur a I et que f admet un extremum local en xo. f admet en xo
un développement limité d’ordre 1 :

f(x) = f(xo)+f (x0)(x—%x0)+0(x—x0).

X—XQ
Si f’(x0) # 0, f(x) — f(x0) - f’ (x0) (x —x0) et en particulier, f(x) — f (xo) est localement su signe de f’ (xo) (x —xo). Puisque
X—%0

Xo est intérieur & I, cette expression change de signe en xo et donc f n’admet pas d’extremum local en x¢. Par contraposition, si f
admet un extremum local en xo, alors f' (xo) = 0.
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Supposons que f est deux fois dérivable en x¢ intérieur & I, que f' (xo) = 0 et "/ (xo) # 0. f admet en xo un développement limité
d’ordre 2 :

" (xo)

(X—X0)2+0((X—x0)2) = f(x0)+f,, (x0)

= > (x—xo)2+o<(x—xo)2) .

f(x) = f(xo)+f (x0)(x—x0)+

(x — xo)z. Cette derniére expression ne change pas de signe en x¢ et donc f admet un

Puisque " (xo) # 0, f(x) —f (x0) ~ (o)

X—X( 2
extremum local en xg.
a

5 Exemples de développements asymptotiques

On termine ce chapitre par une succession d’exemples de recherches de développements asymptotiques, dans différentes
situations répertoriées par le programme officiel.

5.1 Développement d’une réciproque

Aucun théoréme sur le développement d’une réciproque n’est au programme. Donc, on se débrouille :

Exercice 10. Pour x €] — 1, +o0l, on pose f(x) = xe*.
1) Montrer que f réalise une bijection de I =] — 1, +oo[ sur un intervalle ] & préciser.

2) Montrer que f~! est de classe C* sur ] — 1, +ool[.

3) Montrer que f~' admet en 0 un développement limité d’ordre 3 et le déterminer.

Solution 10.
1) f est dérivable sur I et pour tout x € I, f/(x) = (x+1)e* > 0. Donc, f est strictement croissante sur 1. Ainsi,  est continue

et strictement croissante sur I. Donc, f réalise une bijection de I sur J = f(I) = |f(—11), hIJIrl f(x) [ = } ——,+0o0 [
xX—+00 e

2) f est de classe C*™ sur I et f’ ne s’annule pas sur I. On sait alors que f~! est de classe C* sur J.

3) f~! est de classe C3 sur J. En particulier, f~! admet en 0(€ J) un développement limité d’ordre 3. Déterminons ce
développement.

Posons f~'(x) =, @0 +arx + axx? + a3x® + o (x3). On sait que ap = f~'(0) = 0 (car f(0) = 0). Ensuite, par définition,
X—

pour tout x €] — 1, 4+o0l, f (1"_1 (x)) = x ou encore f~! (x)eF1 (x) = x. Or

e ) = (arx+apd + apd 4o (xF)) edrirasirasiolx’)

—0
1
= (ax+axx? +a3x* +o (x*)) (1 + (a1x + azxz) +5 (a1x)* + o (xz))
1

= (a1x+ axx? + azx’ + o (x*)) (1 +aix+ (az + za%) x40 (xz))

1
=, ax+ (az +af)x* + (a3 +2aja2 + Za?) x* +0 (x?).

xX—
Mais d’autre part, ! (x)eF1 (x) = * + 0(x). Par unicité d'un développement limité, on obtient a; = 1 puis az +a? =0
xX—
3
et donc a, = —1 puis a3z + 2aja; + za? =0 et donc a3 = 5 Finalement,

T(x) = x—x2+§x3+o(x3).

x—0
On aurait aussi pu obtenir aj en écrivant a; = (f_])/ 0) = = (fL 0] f’zO) = 1. On aurait méme pu poursuivre :
=1 (0 =15 (0
a = w et a3 = u Or, pour x > —1,
2 6
1 1 1
(F1) 10 = -

TR (T + e 0 xtel 6

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 41 http ://www.maths-france.fr



puis on redérive ... mais les calculs deviennent vite pénibles.

5.2 Développement asymptotique d’une solution d’équation avec parameétre

Exercice 11. (I’équation tan(x) = x)

T T
Pour x € N, on pose [, = -3 —|—n7r,z+n7t .

1) Soit n € N Montrer que I’équation tan(x) = x admet une solution dans I,, et une seule, notée x,,. Préciser xo.

2) Montrer que X, ~ N7
n—+oo

3) Déterminer la limite de x,, —nm. En déduire un développement de x,, a la précision o(1) (on posera yn = xn, —N7).

4) Déterminer un développement asymptotique de x,, & la précision o (F) .

Solution 11.

1) Soit n € N. Pour x € I,,, posons f(x) = tan(x)—x. f est dérivable sur I, et pour x € I,,, f’(x) = 1+tan?(x)—1 = tan?(x).
La dérivée est strictement positive sur I, \{n7t} et donc f est strictement croissante sur I,. Ainsi, f est continue et strictement
croissante sur I,, et donc f réalise une bijection de I, sur f (I,) =] — 0o, +oo[. En particulier, 0 a un antécédent et un seul,
noté x,,, dans I;. On a montré équation tan(x) = x admet une solution dans I,, et une seule, notée x,.

Enfin, tan(0) = 0 et donc, par unicité, xo = 0.

U U X 1
2) Par définition, pour tout n € N, —= + nmw < x,, < = +nmpuis | — =— < —= < 1+ =—. Les membres de gauche et de
2 2 n nm n

X
droite de cet encadrement tendent vers 1 et donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, ﬁ_{ tend vers 1 quand n tend vers

+00. On en déduit que x,, ~ M7 ou encore que

n—-+oo
Xn = nm+o(n).
n—-+oo
3) Soit n € N*. f(nm) = tan(nm) — nmt = —n7 < 0 et donc, par stricte croissance de f sur Iy, x,, > n7. Ainsi, pour tout
s
n € N* nm < x, <nm+ —. En particulier, x, —mmt = O(1).
2 n—-+oo

U
Pour n € N, posons yn = xn —nm. Pour tout n € N*, y, € ]0, 5 [ Mais alors, pour n € N*,

tan (xn) = xp & tan (T + yn) = N1+ yn & tan (Yn) = N7+ yn & yn = Arctan (nmt+ yn)
= yn > Arctan(nr).

Ainsi, pour n € N*, Arctan(nm) < yn < g Puisque ngl}rloo Arctan(nm) = g, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer
. U
que ngr}rlooyn =3 et donc
T
Xn o= nm + > +o(1).

T U
4) Pour n € N, posons z, =Yn — = = Xn — 7T — 3 D’aprés ce qui précede, pour tout n € N*, —— < z,; < 0 et d’autre

2 2
part, lim 2z, = 0. Ensuite,
n—-+oo
s s 1 1
n7t+—+zn=xn:tan(xn):tan(nn+—+zn)2—7 ~ =
2 2 tan (zn) n—o+oo  zn
1 s , 1 1 1 .
Donc, — ~ mnm+4+—-+42z, ~ nmpuiszy, ~ ——ouencorez, = —— 40| — |.Cecimontre que
Zn m—+oo 2 n—+o0 n—o+4oo NI n—4oo NI n
w1 (1 )
Xn = Mn+-——+o0|—].
n—-+oo 2 nm n
1 T 1 . 1 1 T 1
Posonsenfint, =z,+— =xp—Mmn—=+—.Onsaitquet, = of(—)etque————— =nn+—-——+t,.
nrm 2 nm n—+00 n nmn

tan | t, — —
nrm
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Par suite,



1 1
tn — — = — Arctan

nm 7T 1
N+ = — — +ty
2 nm
1 1 1
= —Arctan = —Arctan | —
n—+4oo TT 1 1 n—+o00 nm 1 1
nm+-——+o|(—- 1+—+o(—
2 T n n

1 1 .
et donc ty, e I +0 (F) puis

n—-+oo 2 nm 2n?m

Exercice 12.

1) Montrer que pour tout réel m, ’équation x +In(x) = m admet une solution et une seule dans ]0, +oo[. On note x,
cette solution.

. En déduire lim Xp.

m
2) Montrer que pour m suffisamment grand, x,, > —
2 m—+o00

3) Montrer que X,y ~ T
m——+o00

1 1
4) Montrer que X, admet en +oo un développement de la forme x, = am+bln(m)+c n::l) +o0 ( ni:l)) ol
m (e e}

a, b et ¢ sont trois réels a déterminer.

Solution 12.

1) Pour x > 0, posons f(x) = x + In(x). f est continue et strictement croissante sur ]0,4oo[ en tant que somme de
fonctions continues et strictement croissantes sur ]0,+oo[. Donc, f réalise une bijection de ]0,+oo[ sur f(]0,+oo[) =

x—0+ X—+00

lim f(x), lim f(x) [ =] — 00, +00[. On en déduit que pour tout m € R, il existe un et un seul réel x tel que f(x) = m.
Pour chaque m € R, on note x,, ce réel. Par définition, pour tout réel m, x,m = ' (m).

2) Pour m > 0, f(xy) — f (m) =m-— (m +1In (m)) - In (m) D’aprés un théoréme de croissances comparées,

2 2 2 2 2
m m m m m

lim — —In (—) = 400 et en particulier, pour m suffisamment grand, f (x;,) —f (—) =——In (—) > 0. Par stricte
m=+too 2 2 2 m2 2
croissance de la fonction f sur ]0, +oo[, on en déduit que pour m suffisamment grand, x,,, > > Puisque liIE 5= ~+o00,

m—+oo
on en déduit encore que lim X, = 4o00.
m—-+o0
3) Puisque lim Xy, =400, m =%y +In(x;m) = Xm +0(xXm). Done, X1y ~
m—-+4o00 m—-+o00 m—-+o00

4) Ainsi, x;y, = m+ o(m). Posons y;m = xym — m. Alors, y,n = o(m) et d’autre part m = xy + In (xyy) =
m—+00 m—+o0

m+Ym + In (M +ym) puis

Ym=—In(m+ym) = —In(m+o(m)) = —In(m)+n(T+o0(1)) = —In(m)+o(1).
m——+o00 m—+o00 m——+o00
Donc, x;u = m—In(m)+ o(1). Posons alors z;, = ym + In(m) = x;y, — m+ In(m). Alors, z, = o0o(1) et d’autre
m—-+o0o m—-+oo
part
In(m) zm
Zm =Ym +In(m)=—In(m+ym)+In(m)=—ln(m—In(m)+zn) +In(m)=—In | 1 — e + gy
puis

s = —In <1_1n(m)+o<ln(m)>) _ 1n(m)+o<1n(m))_
m—+o0 m m m—+oo M m
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Finalement

Xm = m—In(m)+ ln:ln) +o0 <1n:?)) .

5.3 Suites récurrentes

On rappelle le lemme de CESARO pour les suites réelles (voir chapitre « Suite », page 11, exercice 6) : si (un) est une suite
mn
réelle convergeant vers un réel {, alors la suite <T Z uk> converge et a pour limite £. On suppose ce lemme acquis
n

k=0
pour traiter I’exercice suivant.

A

Exercice 13. Soit u la suite définie par ugp = = et pour tout n € N, w11 = sin ().

N

s

7

b) Montrer que la suite u est convergente puis que lim u, =0.
n—-+oo

1) a) Montrer que pour tout n € N, 0 < up <

2) a) Déterminer un réel « tel que la suite u, ; —ug ait une limite réelle non nulle quand n tend vers +oo.

b) En déduire, a aide du lemme de CESARO, un équivalent de u, quand n tend vers +oo.

Solution 13.

1) a) Montrons par récurrence que pour tout n € N, 0 < un, <

ST

T
e Puisque vy = 5 Iaffirmation est vraie quand n = 0.

A

i
e Soit n > 0. Supposons que 0 < u, < 5 Alors un 1 = sin (un) €]0, 1] et en particulier, 0 < un 7 < 5

. . T
On a montré par récurrence que pour tout n € N, 0 < u, < =

s
b) 1l est connu que pour tout réel x de }O, E}’ sin(x) < x. Donc, pour tout n € N, 0 < up1 = sin (u,) < un. La suite

(Un) e est donc strictement décroissante.

Ainsi, la suite (un), oy est décroissante et minorée par 0. On en déduit que la suite (un), o converge vers un certain réel
s T

{. Puisque pour tout n € N, 0 < u, < 5 quand n tend vers +o00, on obtient 0 < £ < 5

Ensuite, pour tout n € N, un+1 = sin (un ), quand n tend vers +o0o, on obtient £ = sin(£) (par continuité de la fonction

x +— sin(x) sur R et donc en €). Si € € }0 alors sin(£) < £ ce qui est faux. Il ne reste donc que £ = 0.

) )
2
En résumé, la suite (un), oy est une suite strictement positive, strictement décroissante, de limite nulle.
2) a) Soit o € R. Puisque lim uy =0,

n—-+oo

uf g —ud = (sin (un ) —uf

un R oc up )
T (un—?—l-o(ui)) —up = _un ((1—?+o(uﬁ)) —1)

2 x+2
_ s _(xun 2 _ _ocun x+2
n—+o0 Un ( 6 to (un)> n—+oo 6 to (un )
1 1 1
Quand o« = —2, on obtient en particulier — — — = =+ 0/(1). Le réel o« = —2 convient.
uT21+] u% n—+oco 3
b) Puisque ] ] tend vers ] i ( ] ) tend aussi vers ] d’aprés le lemme de CESARO. De plus
— - — vers =, — — vers — : ,
Ui uR 3 "= UL uk 3
1« 1 1 1 1 1
— Z (2— — —2) =— (—2 — —2) (somme télescopique). Ainsi,
N\ Uiy Uy n\uy  ug
1 1 1 1 1
1’1u$l n~>+oo 3 o (1) * nu(z) n~>_+oo 5 0(” T‘L*)NJFOO 5
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. 3 : : : . 3
puis u2  ~ = et enfin, puisque la suite u est strictement positive, un = \/u2 ~ —. On a montré que
n—+oo N n—o+oo §y N

3
Un ~ —.
n—-+oo n

5.4 Suites d’intégrales

1 n

dx.

Exercice 14. Pour n € N, on pose I, = J
0 1 +x

Déterminer un développement asymptotique de I, a la précision o (F) quand n tend vers +oo.

Xn—H 1
Solution 14. Soit n € N. Les deux fonctions x — m et x — —— sont de classe C! sur [0,1]. On peut donc effectuer

+1 T+x

une intégration par parties qui fournit

1

1 J] 1 B 1 e — 1 N 1 J xn+1 n
on+1 (14x)2 S 2T A1y (T+x)2

1 XM xnt+1 1
In:J —dx=|—— X ——| —
o 1+x n+1  T4+x],

Une nouvelle intégration par parties licite fournit

Jl X‘n+1 q |:Xn+2 1 :|] . 2 Jl X‘n+2 d 1 . 2 Jl X‘n+2 d
—— ax = X X = X.
o (T+x)2 n+2  (14+x)2], n+2), (1+x)3 4n+2) n+2)y (1+x)3
Par suite, pour tout n € N,
1 1 2 Toxnt2
In = + + dx.
"T2mt D) Am+ D +2) (n+1)(n+2)L T+x3
1 xnt+2 1 1 1 xn+2
Ensuite, pour tout n € N, 0 < J dx < J x""2 dx = ——. On en déduit que lim J ——— dx = 0. Ainsi,
o (14+x)3 0 n+3 n—+oo [y (1+x)3
I = ] + ] + L o(l) = 1 1 + ] +o0 ]
"hoteo 2m4+1) 4m+T)M+2) m+1)(n+2) n—4oo 2n] 1 4n? n2

)+ ()
)

1 1
n—»j—ooﬂ_m+o<n

5.5 La formule de STIRLING

Dans le chapitre « Séries numériques », nous établirons la formule de STIRLING :

n -~ (E)n V2mmn.

n—-+oo e
e\™ 1 e\™ 1 1
o . (€ _ . (€ _ 1 .
Dit autrement, ngl}:oo n! (n) _\/ﬁ V27 ou encore nlﬂufoo In (n. (n) _\/ﬁ> > In(27). Pour n € N*|
In (! (3)“ 1) Z () + n (Infe) — In(n)) — 2 In(n)

= 3 In(k) —nlnMm) +n— lln(n).
> 2
k=1

La formule de STIRLING s’écrit donc aussi sous la forme
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3 In(k) = mnlnn)—m+ ! In(n) + 1
Z n—+oo

3 21n(27t)+o(1) ().

On peut commencer & découvrir le premier terme de ce développement. Soit n > 2. La fonction x — In(x) est continue et
croissante sur [1,+oo[. Donc, pour tout k € [1,n],

k k
k
et de méme pour k > 2, (de sorte que [k—1,k] C [1,400[), In(k) > J' In(x) dx. En additionnant membre & membre ces
k—1
inégalités, on obtient
n no k41 n+1
In(n) =) In(k) <) J In(x) dx = J In(x) dx = [xIn(x) = xI7"" = (n+1) In(n41)—(n+1)+1 = (n+1) In(n+1)—n,
— 1

k=

—_

et de méme

n n k mn
In(nl) => In(k)> ) J In(x) dx = J In(x) dx =nln(n) —n + 1.

Donc,

yn>2 nlhmn)—n+1< Z <(m+1Nnn+1) -

(ce qui reste vrai quand n = 1). Les membres de gauche et de droite de cet encadrement sont équivalents & n1ln(n). Donc,

k) est encadré par deux termes tendant vers 1 quand n tend vers +oco. Le théoréme des gendarmes permet

n n
J — N ~
d’affirmer que EIEOO nln Z =1 ou encore In(n!) 2 n—>+oo nln(n) ou enfin
— . —
' - =
In(n!) ]; In(k) = mnl(n)+o(nn(n)).
n
C’est le début du développement (%) qui vient d’étre obtenu. Il faut maintenant analyser la différence Z In(k) —nlin(n)
k=1

our gagner en précision. Ceci peut se faire par exemple en encadrant I'expression
1% p 1% 1% % p

n k n k
Z In(k J (x)dx =) <1n(k) —J 1 In(x) dx) = ZJ (In(k) — In(x)) dx,

k=2 k= k=2"k=1

a l'aide d’une intégration par parties par exemple. Nous ne le ferons pas ici et nous attendrons d’avoir des outils techniques
plus performants pour établir la formule de STIRLING.
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