Planche n° 23. Fonctions convexes. Corrigé

Exercice n°1

La fonction f : x — x? est convexe sur R car deux fois dérivable sur R de dérivée seconde positive sur R. Par suite, pour
tous réels « et (3 et pour tout réel A € [0, 1],

(1 =Na+AB)* < (1—A)a? +Ap2.
Soient ((x1,Y1), (x2,Y2)) € &2 et A € [0,1].

(1= Xl (1=Ny +Ag) (1= 483 (1=Ayd + M3

a? b2 = a? b2
—(1-2) (—+g—;)+>\( +g§)
<(1=A)+A(carT—A>=0etA>0)
=1.

On a montré que pour tous ((x1,Y1), (x2,Y2)) € &% et A € [0,1], (1 —=A) (x1,Yy1) + A (x2,Yy2) € &. Donc, & est un convexe
de R?.

&

Exercice n° 2

1) Soient x et y deux réels strictement positifs tels que x < y.

:X—iz_y g#:y.Donc,mgy.
2
2. 50 —
.m—g:x—’z_y— /xy:x ny+y:(\/7_( 2\/13) >O.Donc,g<m<y.

eg=.,/xy=>+vxxx=x.Donc,x<g<m<uy.

1 . " 1 1 T ., R 1 1 1T 1 1 1
— est la moyenne arithmétique de — et — avec — < —. D’aprés ce qui précéde, — < — =, /— x — < — < — et donc
h X y y X y g X oy h ~x
x < h < g <y et finalement
x<h<g<m<uy.
2) Soient X1, ..., xn N réels strictement positifs ou n > 2. La fonction t — Int est concave sur ]0,4oo[ car sa dérivée

1
seconde, & savoir t — o est strictement négative sur ]0, +ool.

x1+...+xn)
— """ ) ou

1 1 1 1
On en déduit que —In (x1)+...+ —In(xn) <In (—x1 —|—...—|——xn) ou encore In ( /X7 ... %Xn) §1n<
n n n n n

X1+...+X%
enfin X7 oxn < L r T

n
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Exercice n° 3

1 1
1) 1ére solution. Soient (p, q) €]0, +oo[? tel que — + — = 1 et x et y deux réels positifs. L’inégalité est immédiate quand

x =0 ou y = 0. Dorénavant, x et y sont strictement positifs. Par concavité de la fonction In sur ]0,+ool,

1 1 1 1
In(xy) =In(x) +In(y) = —-In(x?) + —In(x9) <In (—xp + —xq)
Y Y P q 1 q

xP x4
et donc xy < — + ?par croissance de la fonction In sur ]0, +ool.

1 1
2éme solution. Soit (p, q) €]0,+oo[? tel que 1—) + a = 1 puis x et y deux réels positifs. L’inégalité est immédiate quand
y = 0. Soit y > 0 fixé.
q
Pour x > 0, on pose f(x) = ?—i—y——xy. Puisque p > 1, la fonction f est dérivable sur [0, +-0co[ et Vx > 0, f/(x) = xP~! —y.

f admet donc un minimum en xo =y'/®P~1) égal a
yv(P—U yp/(v—U
p q

11
fy!/P-1) = g1/ Py = yp/(p ) (_ L 1) —0

Finalement, f est positive sur [0, +oo[ et donc

n n
2) Inégalités de HOLDER. Posons A = Z lax|P et B = Z [by|9.
k=1 k=1
Si A (ou B) est nul, tous les ax (ou tous les by) sont nuls et I'inégalité est vraie.

On suppose dorénavant que A > 0 et B > 0. D’aprés la question a),

n

n
lax |bk\ |lax|P ‘bk|q - a_ | _roT_
> v g < 2 (o AZ‘“k‘ +—Z"’k‘ AtE*Boptg=h

n
< Z lax|[bk/, on a montré que
k=1

n
)b
k=1

k=1

1/4q
et donc Z laxllbx] < AT/PBV/4 = (Z akp> (Z bk|q> . Comme
1

V((ar)1<ren, (bi)icken) € (R™M?, 1Y arbi| < (Z ak|p> <Z |bk|q> (Inégalité de HOLDER).
k=1 k=1 k=1

1 1
Remarque. Quand p = q =2, on a bien 1_3 + a =1 et 'inégalité de HOLDER s’écrit

" " 172 , o 1/2
Z laxby| < (Z ak2> (Z bk|2> (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).
k=1 k=1 k=1
3) Inégalité de MINKOWSKI. Soit ((ak)i<k<n, (bk)i<k<n) € (R™)%. D’aprés l'inégalité de HOLDER, on a
n n n
> (ol + )P =Y Jarl(larl + bi)P "+ D [bl(lar] + [br)P
k=1 k=1 k=1
n VP /n 1/4 n Vr s n 1/4
< <Z|ak|p> (Z(|ak+|bk)(p_”q> + (Z |bkp> <Z la] + [bi]) P~ ”q>
k=1 k=1 k=1 k=1
n 1/p n 1/p n 17%
(z |> . (z w) <z (] + I ) .
k=1 k=1 k=1
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n
Si Z(‘ak| + |bk])P =0, tous les ax et les by sont nuls et I'inégalité est claire.
k=1

n
Sinon (Jax| + [bx])P > 0 et aprés simplification des deux membres de I'inégalité précédente par le réel strictement
P p g p p

k=1
n n 1/p n 1/p n 1/p
positif ) (lail + [bx[)", on obtient <Z |ak+bk|v> < <Z |akp> + (Z |ka>
k=1 k=1 k=1 k=1

n 1/p n 1/p n 1/p
Y((ar)1<keny (bx)1<ken) € (RM)? (Z lax + bkp> < (Z Iak|p> + (Z Ibkp> (Inégalité de MINKOWSKI).

k=1 k=1 k=1

Exercice n° 4

1) La fonction exponentielle est strictement convexe sur R. Son graphe est au-dessus de sa tangente en le point (0,1) et
méme strictement au-dessus & part en son point de contact. Donc, pour tout réel x, e* > 14 x et méme

Vx #£0, e >1+x.

2) La fonction t — In(1 +t) est concave sur | — 1, +o0l car sa dérivée seconde, & savoir t — — est négative sur cet

1
(1+1t)2

intervalle. Son graphe est au-dessous de sa tangente en (0,0) sur ] — 1, +o0[ et donc,

Vx €] — 1,400, In(1+x) < x.

3) La fonction t — sint est concave sur [O, —} car sa dérivée seconde, & savoir t — —sint est négative sur cet intervalle.

2
Sur cet intervalle, son graphe est au-dessus de sa tangente en (0,0) et au-dessus de la corde joignant les points (0,0) et
(g, 1). On en déduit que

<sinx < x.

Vx € [o,g},

alm

Exercice n° 5

La fonction f est deux fois dérivable sur R et pour tout réel x,

" (x) = — cos(3x) — cos(2x) — cos(x) = —2 cos(2x) cos(x) — cos(2x) = — cos(2x)(2 cos(x) + 1).
Les expressions cos(2x) et 2cos(x) + 1 ne s’annulent pas simultanément et donc f” s’annule en un certain réel xo en

2
changeant de signe si et seulement cos (2x¢) = 0 ou 2cos (xo) +1 = 0 ce qui équivaut & xo € (;—T + ;Z) U <:|:?7T + ZﬂZ) .

Les points d’inflexion de la courbe représentative de f sont les points (;—t —}—kg,f (;—t +k7—2t)), k € Z, et les points
2 2
(sg +zkn,f<e§ +2k7t)), KeZetee (1,10

Graphe de f.
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