Chapitre 23. Comparaison des suites en l'infini
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1 Les différentes relations de comparaison

1.1 Définition des relations de comparaison

1.1.1 Relation de domination

DEFINITION 1. Soient (un), oy €t (Vn),cy deux suites complexes.

Si la suite (vn), oy est quelconque, la suite (u,), oy est dominée par la suite (vn), o si et seulement si

IM € R, Ing € N/ Vn > no, Jun| < M vn|.
Si la suite v ne s’annule pas a partir d’un certain rang ng, dire que la suite u est dominée par la suite v équivaut &

. . Un a
dire que la suite (—) est bornée.
Vn n>ng

Notations. Quand la suite u est dominée par la suite v, on écrit
Un = O (vn) (notation de LANDAU)
o0
ou

Un < Vv (notation de HARDY).
“+oo

La notation la plus fréquemment utilisée est la notation de LANDAU u, = O (vy) mais la notation de HARDY uw,, < vp
+o00 “+00

est parfois utilisée, cette notation ayant entre autre le mérite de pouvoir étre renversée : si la suite v domine la suite u,
on écrit v, = Un.
+oo

= Commentaire. [l faut expliquer chacune des deuzx notations. La lettre O est l'initiale de ’expression « ordre de grandeur ».
Dire que un = O (vn) signifie que lordre de grandeur en +oo de la suite (\n), o est inférieur ou égal a l’ordre de grandeur de la
“+oo

suite (Vn), oy en +o0o. Par evemple, n = O (nz) ou lz =0 <l) ou ausstin = O(n) ou2n = O (E) car chacune des deux
+o00 n< +oo n +oo +o00 2

n
suites (2n)nen et (z) a le méme ordre de grandeur a savoir l'ordre de grandeur de la suite (M)nen.
neN

Ensuite, il ne faut pas confondre < avec <. < est la relation d’ordre usuelle permettant de comparer a n fixé les nombres un et

—+oo
Vn. Par exemple, In € Ny 2n —3 € n et méme Yn > 4, 2n — 3 > n mais par contre, on a 2n —3 =< N car l'ordre de grandeur de

“+oo
n—3=2n'—3, a savoir Uezposant 1 est le méme que Uordre de grandeur de n =n'. On peut démontrer directement le fait que
2n — 2n —
2n—3 X n:pourm>=2,0< n 3):Zféglet donc la suite ( n 3) est bornée.
400 n n n N2

Théoréme 1. Soient (Wn), cy et (vn) deux suites complexes.

neN

Si la suite v ne s’annule pas, u, = O (v,) si et seulement si il existe une suite bornée (wy), oy telle que ¥Yn € N,
+o0o

Unp = VnWn.

. . u . . .
DEMONSTRATION. Soit w = —. Alors, pour tout n € N, un = vqawn. De plus, un = O (vn) si et seulement si la suite w est
v +o0

bornée.

a

En particulier, on a immédiatement

Théoréme 2. Soit (un), o une suite complexe.

(Un) e est bornée si et seulement siu, = O(1).
“+oo

Exemples.

2n
O (1) car la suite (ﬁ) est convergente et en particulier bornée.
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2n+3 1
= - >
on2_5+w0<n)carpourn/3,
(2n+3)/n?2=5)| 2n?2+3n _2n?+3n? 1 1 45
/n n?—5 n—5 1 1 =1 1 4
5 n? 5 9

(2n+3)/(n? —=5)
1/n

et donc la suite (

2 o(l)
n +oo n

inmt/3
o & — o).

n +oo

) est bornée.
neN

1.1.2 Relation de prépondérance

DEFINITION 2. Soient (un), ¢y €t (Vn), ey deux suites complexes.

On suppose que la suite (vn), .y ne s’annule pas a partir d’'un certain rang ne. On dit que la suite (un), oy est

u
négligeable devant la suite (v,,),y si et seulement si la suite (v_n> converge et a pour limite 0.
n/ n>ng

Dit autrement, si la suite (vi),, oy ne s’annule pas a partir d’un certain rang, la suite (w1, ), oy est négligeable par la
suite (vn), ¢y si et seulement si

Ve >0, 3np e N/Vne N, (n>no = [u,| < elvnl).

Notations. Quand la suite u est négligeable par la suite v, on écrit
Un = 0 (vn) (notation de LANDAU)
+oo
ou

Un < vy (notation de HARDY).
+oo

La notation la plus fréquemment utilisée est la notation de LANDAU w, =0 (vi) mais la notation de HARDY u,, < vp
[ee] “+00

est parfois utilisée, cette notation ayant entre autre le mérite de pouvoir étre renversée : si la suite v est prépondérante
devant la suite u, on écrit v, > u,. |
+oo

= Commentaire. Dire que un = o (vn) signifie que l'ordre de grandeur en +oco de la suite (Un), oy est strictement inférieur
+oo

1 1
) - _ 2 _
a lordre de grandeur de la suite (vn), oy en +oo. Par exemple, n =0 (n ) ou 2o o (H) En effet

/>
Tm " m oot

Théoréme 3. Soient (un), oy et (Vi) deux suites complexes.

neN
Si la suite v ne s’annule pas, un, = o (vy) si et seulement si il existe une suite (wn ), o convergente, de limite nulle,
+o0o

telle que Vn € N, u,, = vpwy.

. . u . . .
DEMONSTRATION.  Soit w = —. Alors, pour tout n € N, un = vawn. De plus, un = o0 (vn) si et seulement si la suite w
v +o0

converge vers 0.
a

Les deux théorémes suivants sont immédiats.

Théoréme 4. Soit (un), o une suite complexe.

(Un) ey converge vers O si et seulement si uy, =0 (1).

Plus généralement, u, — £ € C siet seulement si uy, = £+ o0(1).
n—-+oo +oo
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= Commentaire. Le théoréme J énonce explicitement des résultats immédiats. Le but est de s’approprier des motations. Par
n

exemple, un evercice classique de classes préparatoires consiste a montrer que la suite (Hn —Inm), .. ot Hy = Z e converge
k=1

vers y la constante d’Euler. Ceci s’écrivait jusque la lim (Hn —Inn) =y et pourra dorénavant s’écrire Hn —Inn = vy +o(1)

ce qui se lit Hn —Inn est égal a vy plus une suite tendant vers O quand n tend vers +0o. On peut donc aussi écrire

Hn = Inn+vy+o(1).

n—+oo

Théoréme 5. Soient (un), oy et (Vi) deux suites complexes.

neN

Up = o (vn) = un = O (vn).

1.1.3 Relation d’équivalence des suites

DEFINITION 3. Soient (Un), oy €t (Vn),cy deux suites complexes ne s’annulant pas & partir d'un certain rang.

u
On dit que la suite u est équivalente & la suite v en +oo si et seulement si — tend vers 1 quand n tend vers +oo.
mn

Notation. Quand la suite u est équivalente a la suite v en +o00, on écrit u,, ~ vy.
+oo

2n?2 —3n+5 3 5
2 —_ ~ 2 PE——— —_ -
Exemple. 2n“ —3n+5 e 2n< car 2 1 m + ) nﬂ—loo 1.
Théoréme 6. Soient (un), oy et (Vn), oy deux suites complexes ne s’annulant pas & partir d'un certain rang.
Uy ~ Vn & Uy = vy F0(vn).
+oo “+oo
DEMONSTRATION .
un“‘vn<:>u_n — ](:)u_n = T+4+0o(1)&Sun = van+vno (1)
—+o00 Vn n—+oo Vn n—+oo —+o00
mo(1
S Un = Vvn +0(vn) (car vno(l) =o(1) — 0).
+o0 Vn n—+o00

a

Par exemple, dire que n*> —3n +5 . n? équivaut a dire que —3n + 5 est négligeable devant n? et donc que
n—-+oo

n?—3n+5 = n?+o(n?).
n—

+o0o

@ On met tout de suite en garde contre une erreur classique.

Les phrases «u, ~ wv,»et«u,—v, — 0» n’ontaucun rapport.
n—-+oo n—+oo

En effet, les suites (%) et (L> vérifient :—1 — L — 0 mais ]/—n =n — +oo et donc (:—1> et (—)

n? n? no+oo 1/n2 n—+oo
ne sont pas des suites équivalentes. Donc,

Up—vn — 0Hup ~ vn.

n—-+4oo n—+oo
. . 5 ) L n?+n 1
De méme, les suites (n + n) et (n ) sont équivalentes car —5— =1+— — 1.
n n n—+oo

Mais (n? +n) —n?=n_— +o0. Donc,
n—-+oo

U, ~ vpHBu,—vya — 0.
n—-+oo n—-+oo

On donne maintenant un formulaire d’équivalents usuels. Ce formulaire est un démarrage et sera largement complété dans
le chapitre « Comparaison des fonctions en un point ».
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Théoréme 7. Formulaire d’équivalents usuels.

Soit (Un ),y une suite ne s’annulant pas a partir d’un certain rang telle que lim 1w, = 0.

n—-+oo
eV e R*, (1+un)“—=1 ~ oauyouencore (14+1uy)® = 14w, +o0 (un).
] n—-+oo ] n—-+oo
° —1 ~ un, ou encore = 14+u,+o(un).
1 _]un n—+00 1 —up n—+oo
° —1 ~ —u, ou encore = T—un+o(un).
T4+un n—-+oo : 1+ up n—+oo ]
eV1+u,—1 ~ =supouencore/1+u, = T+=-u,+o(uy).
n—o+oo 2 n—+oo 2
ee'—1 ~ u,ouencoree™ = T4+uy+o(uy).
n—-+o0 n—-+oo
eln(lT+uy) ~ wupouencoreln(T4+u,) = up,+o(u,) (ouaussisiuy, — T, In(un) ~ u,—1).
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+oo
esin(un) ~ Upouencoresin(un) =  Up+o0(Un).
n—-+oo n—+o0o
e tan(w,) ~ Uy ouencoretan(un) = Uyt o0 (Uy).
n—+00 n—-+oo

e Arcsin (un) ~ up ou encore Arcsin (u,) = un +o0 (un).
n—-+4oo n—-+oo
e Arctan (un,) ~ un ouencore Arctan (un) = Un+o0(Un).
n—-+oo n—-+oo
esh(u,) ~ wu,ouencoresh(u,) = un+o(uy).
n—-+4oo n—-+4oo
u2 2
el—cos(u,) ~ —ouencorecos(u,) = T1—-+0 (un).
n—-+oo 2 n—-+oo 2

uZ B uy
o ch(uy)—1 Wi 3 Ouencore ch (un) T 1+ >+ o (uz).

DEMONSTRATION .

e Si f est une fonction définie sur un intervalle de la forme | — a, a[ (a > 0) vérifiant f(0) = 0 et f'(0) = 1, alors

lim M — lim w =f'(0) =1.

u—0 U u—=0 u—0

f(un)
= 1 ou encore

Puisque (un) est une suite ne s’annulant pas a partir d'un certain rang de limite nulle, on a donc lim
n—+oo  Up

f(un) ~ un. Ceci montre que

n—-+oo
e —1 ~ up,In(I14+un) ~ Un,sin(un) ~ Un,tan(un) ~ Un,

n—+oo n—+oo n—+oo n—+oo
Arcsin (Wn) ~  un, Arctan (un) ~ Un,sh(un) ~ Un.

e Soit o« € R*. Pour u > —1, posons f(u) = (1 +u)®.
fim DFW =T T =0 o) g 400" —
u—0 u u—=0 u—20

On en déduit que lim w =Touencore que (1 +un)*—1 ~ oaun.

n—-+oo KUn n—-+oo

En particulier, v1+un — 1= (1 +un)% -1 ~ lun.

n—+oo 2

e On peut donner un équivalent de a partir de la formule précédente appliquée & o« = —1. Mais on peut peut

R t N
T—un CTF Un
obtenir cet équivalent directement par un calcul algébrique :

1y

T—un _]7“7U—n) 1 1

= = —
Un Un (1T —un) 1 —up n—+oo
et donc —1 ~ un. En remplagant u, par —u,, on obtient -1 ~ —un.
— Un n—-+oo Un n—-+oo
2sin? (un) sin (un) : 2
1—cos(u 3 3 uw .
° 2( n) = 5 2/ _ T 2 —  Tetdonc1l—cos(un,) ~ —.La démarche est analogue pour le cosinus
Up Un _-n n—+oo n—+oo 2
2 2 2

hyperbolique & partir de la formule ch (un) — 1= 2sh? (u%) (démontrez d’abord cette formule).
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1.2 Propriétés des relations de comparaison

1.2.1 Propriétés de o et O

Dans les théorémes qui suivent, (un), ey (Vi)nens (Wn)pen - - - sont des suites complexes, ne s’annulant pas a partir d'un
certain rang si nécessaire.

Théoréme 8.

eSiu, = O(vp)etvyn, = O(wpn),alorsu, = O (wy). Dit autrement
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

0(0(un) = Ofun).

eSiu, = o(vph)etvy = o(wp),alorsuy = o0 (wy). Dit autrement
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

0(o(un) = olun).

eSiu, = Of(vp)etvy, = ownp)ousiu, = o(vp)etvn, = O(wyn), alorsu, = o(wy). Dit
n—-+o0 n—-+oo n—-+o0o n—-+o0 n—-+o0o

autrement

Ofo(un)) = ofun)eto(O(un)) = ofun).

n—-+oo n—-+oo

- Lo . N . Un Un Vn
DEMONSTRATION . Pour n supérieur ou égal & un certain ng, — = — X —.
Wn  Vn Wq

. . uw v . ~ .
eSiuy, = Ofvn)etva = O (wy), alors les suites | — et | — sont bornées. Il en est de méme de la suite
n—+oo n—+oo n Wn
nzng nz>ng
u u v . . . ,
<—n) = <—n> X <—n) qui est un produit de suites bornées et donc un = O (wn).
Wn n>ng Vn n>ng Wn n>ng n—too
. Louw v . u uw v
eSiun = o(vn)etvn = o0(wn),alors les suites — — Oet — — 0. Mais alors, — = ——~x —~ — 0x0=0et
n—+oo0 n—-+o00 Vi n—+oo Wn n—+oo Wi Vn Wn n—+oo

donc un, = o (wn).
n—-+oo

eSiu, = O(va)etvyn = o0(wn), il existe M € R tel que, pour n suffisamment grand, [un| < M |vn|. Pour n suffisamment
n—+oo n—+oo
uw v uw
grand, | —| < M|—| et donc — — 0 ou encore u, = o0 (wn).
n n Wn n—+oo n—-+oo
Siun = o(vn)etvya = O(wn), il existe M € R tel que, pour n suffisamment grand, [vn| < M |wn]|. Pour n suffisamment
uw uw v uw uw
grand, | —| == x —~| < M|—=| et donc — — Oouencore un = 0 (Wn).
n Vn Wn Vn Wn n—+oo n—+oo
a
Théoréme 9.
eSivp, = O(up)etwn = Ofun),alorsvy +wn = O (u,). Dit autrement
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
Oun)+0un) = Of(un).
n—-+oo
eSivp, = o(un)etwy, = o(up),alorsvy+w, = o0(un). Dit autrement
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
o(un)+o(un) = ofun).
n—-+oo
- L. ) N . Vn + Wn Vi Wn
DEMONSTRATION . Pour n supérieur ou égal & un certain ng, —— = — + —.
Un Un U
. . Vn Wn , ) .
eSivy, = O(un)etwn = O(un), alors les suites (—) et (—) sont bornées. Il en est de méme de la suite
n—-+oo n—-+oo n Un
nzng nzng
Vn +W . . ,
AALERERAGL qui est une somme de suites bornées et donc via +wn = O (un).
Un S n—-+oo
n=ng
. Vv w . Vn +W
eSivei = of(un)etwn = ofun), alors - — 0et — — 0. Mais alors, ——= — 0+ 0 = 0 et donc
n—+o00 n—+o00 U n—o+oo U, n—+oo Un n—+o00
Vnt+wn = o(un).
n—+oo
a
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Ainsi, par exemple, n+o(n)+2n+o(n) = 3n+o(n).

n—-+oo

Théoréme 10. Soit A un complexe non nul.
e O(Aun) = Of(un).
n—-+oo

e 0 (Aun) T (un).

DEMONSTRATION .

L. , . . v v . v 3
e Pour n € N, posons v, = O (Aun). Alors, pour n supérieur ou égal a un certain ng, — = A—-—. La suite [ —— est bornée
Un Aun Aun n>no

. Vn .
et donc la suite | — est bornée ou encore vii, = O (un).
n n>ng n—+oo

L. , N . v v v
e Pour n € N, posons v, = o (Aun). Alors, pour n supérieur ou égal a un certain ng, — = A——. —— — 0 et donc
Un A AUup n—+oo
Vn

— AX0=0ouencore vp, = 0 (un).
Un n—o+oo n—+oo

2 2
Ainsi, par exemple, o <%> = o (nz).

Théoréme 11.
e 1,0 (vn) T O (upvn). Plus généralement, O (u,) O (vy,) T O (unvn).

e U0 (V) T (WnVn ). Plus généralement, o (wy) o (Vi) T (Unvn).

DEMONSTRATION .

ur, O (v O(v O (v
e Pour n supérieur ou égal & un certain ngy, — (vn) = ( n). La suite ( ( n)) est bornée et il en de méme de la suite
nzn

UnVn Vn n
< un O (vn)

ZTo

UnVn n—-+oo

) et donc unO (vn) = O (unvn).
nzng

(0] (0] O (0] (0]
Plus généralement, pour n supérieur ou égal & un certain no, (Un) O (vn) = (un) X (vn). Les suites (M> et
nzng

UnVn Un Vn n
<O(\)n) O (un) O (vn)
Vn

UnVn

) sont bornées et il en de méme de la suite ( ) et donc O (un) O (vn) = O (unvn).
n>ng nzng

n—-+oo

L. , N . uno (v o(v o(v uno (v
e Pour n supérieur ou égal & un certain ng, — (vn) = ( n). (vn) — 0 et donc w — 0 ou encore uno (vn) =
UnVn Vn Vn  n—too UnVn N—+oo n—+oo

0 (Wnvn).

. N . o(un)o (v o(u o(v o(u o(v
Plus généralement, pour n supérieur ou égal & un certain no, (Un) 0 (va) = (un) X ( n). (un) — Oet (vn)
UnVn Un Vn Un n—-+4oo Vn n—-+oo

0.

o(u o(v
Par suite, M X M — 0x0=0et donco(un)o(vn) = o(unvn).
Un Vn n—-+oo n—+o00

Ainsi, par exemple, n?o (n*) = o(n®) = mnCo(1).

Théoréme 12.

eSiu, ~ wvp,alorsO(u,) = O (vn). Dit autrement
n—-+oo n—-+oo

O (un + 0 (un)) e O (un).

eSiu, ~ wvp,alorso(un) = o0 (vn). Dit autrement
n—-+oo n—-+4oo

DEMONSTRATION .

eup+o(un) = Un+O0(Un)=0(uUn)+O0(un) =0 (un) puis O(un+o0(un)) = 0O(0(un)) = O (un).

n—+oo n—-+oo n—+oo
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eun+o(un) = Of(un)puiso(un+o(un)) = o0(0 (un))

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Ainsi, par exemple, 0 (2n? —=3n+5) = o(2n?) = o(n?).

n—-+oo n—-+oo

Théoréme 13. Soit & un réel strictement positif.

eSiun = O(vn), alors [ug|® = O (lval™). Dit autrement
n—-+oo n—+o0o

o o
1O (un)| oo @) (‘un| ) .

eSiun = o0(vn), alors [ug|® = o (lval™). Dit autrement
n—-+oo n—-+oo

lo (un)‘a e o (‘unrx) .

04

. . . . u .
DEMONSTRATION . . Puisque « > 0, si la suite (—n) est bornée,
nzng

24
o . N . ‘Un‘ Un
Pour n supérieur ou égal & un certain no, —= = |—

n

Vn

(24 (24
. [un| ) . Un hun|
alors la suite <—> est bornée, et si — — 0, alors
nzng

[Vn|® Vi no+oo [Vn|* no+oo
a
1.2.2 Propriétés de ~
Commengons par rappeler que
Théoréme 14. Soit (u, ), oy une suite ne s’annulant pas & partir d'un certain rang. un + o (un) AT U
Théoréme 15. La relation u,, ~ v, est une relation d’équivalence sur ’ensemble des suites ne s’annulant pas a
n—-+oo
partir d’un certain rang ou encore, si (Un),cn, (Vi)nen €6 (Wn), oy sont trois suites ne s’annulant pas a partir d’un
certain rang :
® Up ~ Unj;
n—-+oo
*Un ~ Vp=Vn ~ Un;
n—+oo n—+
o (U ~ vpetvy, ~ Wwh|=>U, ~ Wn
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
DEMONSTRATION .
u
T —1 — letdoncun ~ Un.
Un n—-+oo n—-+oo
u v 1
U, ~ VD> — o I 5 =12y, ~
n—-+oo Vn n—+oo Up n—+oo ]
u v u u u
e, ~ Vnetvya ~ wp=—F 5 let— - I=—"T="Tx"T 5 Ixl=1=2u, ~ wy
n—-+oo n—+oo Vn n—+oo Wn n—+oo Wn Vn Wn n—+oo n—-+o00
a

Théoréme 16. Soient (u,)

_— ) N . B .
nens Vndnens (Wn) e et (tn), oy quatre suites ne s’annulant pas a partir d'un certain
rang.

° (un ~ Wpetvy, ~ tn):>unvn ~  Wptp.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Un Wn
e (u, ~ wpetvy, ~ th)=>— ~
n—-+oo n—-+oo

Vi Motoo

Exemple. Le théoréme précédent dit que dans un produit ou un quotient, si on remplace chaque facteur par un facteur
équivalent, on obtient une suite équivalente. Par exemple, déterminons un équivalent simple en +oco de
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. (3 1 1 1
- sin (E—I—F) X COS (E) X (en —1)
+

3 1 3 1 3 1 3 1
Puisque —+ — — 0, sin <— + —> ~ —+— ~ —.De meéme, cos <—> ~ 1, ew —1  ~
n n + n n n

n—-+oo

1 1 . .
m(1+-—) ~ - Dautrepart,4n+3 ~ 4netdoncvan+3=@n+3)? ~ (4n)? =2,/m Donc
2n? ) no+oo 2n? n

— 400 n—+oo

W~ DM G
n—-+oo 1

DEMONSTRATION .  Supposons (un ~ Wpetvy ~ tn).

n—-+oo n—-+oo

UnVn Un Vn
S e 5 Ix1=1
Wntn Wn th no+oo

et donc unvn ~  Wntn. De méme,
n—+oo

Un/Vn _ Un y tn 1
Wn/th  Wn YV notoo 1
Wn

Un
et donc — ~ —.
Vp n—+oo ty

Théoréme 17. Soit (un), cy et (Vn)

nen deux suites réelles strictement positives a partir d’un certain rang et o un
réel.

Siun, ~  vpalorsudy ~
n—-+o0o n—-+oo

2R

x o
. . u . u u
DEMONSTRATION. Siun ~ vpalors — — 1 puis — = (—“> — 1% =1et doncuf ~ V&
Vn

n—-+o0 Vn n—o+oo Vn n—-+oo n—-+oo
a
Théoréme 18. Un polynéme en n, non nul, est équivalent & son mondéme de plus haut degré.
Une fraction rationnelle en n, non nulle, est équivalente au quotient de ses mondémes de plus haut degré.
DEMONSTRATION .
P
e Pour n € N, posons P(n) = Z axn® ot peN, (ao,...,ap) € CPH! et ap #0. Pourn > 1,
k=0
P(n ap_ a
M) _ gy Gty oy G0
apnp apn apnp
n
Donc, —) = 1+40(1) puis P(n) = apn®P +o(apn?) ouencore P(n) ~ apnP.
ApMP n—+oo n—-+oo0 n—+oo
P
S et
P —
e Pour n suffisamment grand, posons R(n) = % = kgoi ou (p,q) €N, (ao,...,ap,bo,...,bq) € CPHa+2 ot ap #0et bg #0.
S bt
k=0
D’aprés ce qui précede el le théoréme 16,
L Op r—a
n—+oo bgnd by
a

Passons maintenant aux principaux problémes que l'on rencontre avec des équivalents. Il y a six piéges quand on les

manipule :
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e on n’écrit pas qu'une suite est équivalente & 0

e on ne passe pas aux exponentielles dans des équivalents ;

e on ne passe pas aux logarithmes dans des équivalents ;

e on n’additionne pas membre & membre des équivalents ;

e on ne passe pas de 'autre cété d’un équivalent pour ’addition ;
e on ne supprime pas les constantes multiplicatives.

Reprenons ces problémes dans 1'ordre.

Probléme n° 1.
On n’écrit jamais qu’'une suite est équivalente a 0.

La premiére raison est que ’on a défini la relation u,, T quand (Un), oy et (Vn), oy sont deux suites ne s’annulant
pas a partir d’un certain rang. Méme la définition n’utilisant pas de fractions (un ~ Vn & Un =Vn +0(vn)) ne
n—-+oo
peut pas fonctionner si (v, est la suite nulle car aucune suite n’est négligeable devant la suite nulle.
e o e 1 o . 1 1 NP
On peut aller plus loin. Si on se permettait d’écrire que o et 2 sont équivalents a 0, alors o et =z serait équivalents,

ce qui n’est pas.

Probléme n° 2.

On ne passe pas aux exponentielles dans des équivalents.

2
e(n +n) 5 5
Par exemple, n> +n ~ n? mais ——5— =e" — +4oo et donc e ) 5 e(®) et en tout cas,
n—-+oo e(n ) n—-+oo n—-+oo
e(n2+n) 7/ e(nz)'
n—-+oo

La régle est permettant de gérer les exponentielles est la suivante :

Théoréme 19. Soient (un), oy et (Vn), oy deux suites ne s’annulant pas & partir d'un certain rang.
e~ ~ eMsSu,—v, — 0.
n—+oo n—+oo
Dit autrement,
eun+o(1) -~ eun,
n—+oo
e'n
DEMONSTRATION . e'™ ~ e & T&e ™™ 5 18 uUn—va — 0 (car un —vn =In (e V1))
n—+oo evn n—+oo n—-+oo n—-+oo

a

Ainsi, on obtient un équivalent d’une suite du type e"™ en effagant tous les termes tendant vers 0 dans I'exposant. Par
exemple,

2 1 1
n—m+5 -+

~

n—-+oo

2 1
e en n+2.

Par contre, on ne peut pas simplifier davantage. Si par exemple, on supprime le terme —, la suite obtenue n’est plus

2
équivalente.

Probléme n° 3.

On ne passe pas aux logarithmes dans des équivalents.

Dit autrement :
U, ~ vpAhn(u,) ~ In(v,).
n—-+oo n—-+oo

Le principal probléme pour donner un équivalent de In (uy ) est quand uy, tend vers 1. On rappelle d’abord la bonne fagon

d’obtenir un équivalent : siu, — 1, alorsln(u,) ~ u, — 1. Par exemple,
n—+oo n—+oo
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| 1 LR 1
n| cos n oo COs n nteo 2

1
Si par contre, on cherche & donner d’abord un équivalent de cos <—) (par exemple,
n

1 17
cos [ — ~ 1 ~ 1+ —
n n—-+oo n—-+oo n

1
et les équivalents écrits sont tout a fait justes), puis qu’on passe aux logarithmes, on obtient In (cos <—>) ~
n n—+oo

17 17 1
In (1 + —) ~ — ou encore pire In (cos (—)) ~ In(1) =0 ce qui est totalement faux.

n n—+oo M n n—+oo

Il existe néanmoins des situations ot on peut passer aux logarithmes dans les équivalents. La situation la plus simple est
quand w, tend vers un réel strictement positif { différent de 1. Dans ce cas, on a immédiatement In (u,,) ~ In(£). Par
n—-+oo

2n+3
n—>5

exemple, In < > . In(2). Sinon, on a le théoréme suivant :
n—+oo

Théoréme 20. Soient (un), oy et (vn) deux suites réelles strictement positives.

neN
eSiu, — Oetsiuy, ~ vp,alorsln(un) ~ In(vy).
n—-+oo n—-+4oo n—-+oo

e Siuy

— H4ooetsiup ~ wvp,alorsin(uw,) ~ In(vp).
n—-+oo n—-+4oo n—-+4oo

= Commentaire. On peut résumer le théoréme précédent en disant que si un et vy sont soit des infiniment petits équivalents,
soit des infiniment grands équivalents, alors In (un) ~ In(vn).
n—+oo

DEMONSTRATION .
. v . .
Supposons que U, — +oo et queun ~ V. Puisque vy = RALISY Un, Ol @ aussl v, — 400 puls
n—+o0 n—+o00 Un n—-+oo
u u u
In(vn x — In(vy)+1n( —= In(—
In(un) vn ) Vn ) 14 Vn
In (vn) In (vn) In (vn) o In (vn)

1+ o(1) (car 1)

n—to0 In (vn) Vi n—+oo

Un

= T+o(1)(carvpn, — +00).
—+oo n—+oo

Ceci montre que In (un) ~ In(vn).
n—+oo

1 1
Siun — Oetqueun ~ vy, il suffit d’appliquer ce qui précéde aux suites (—) et (—) .
n—+oo n—+oo nen nen

Un Vn
a
et +e e
Par exemple, ch(n) = ere . e — 400 et donc
2 n—+oo 2 m—too
eﬂ
In(ch(n)) e In (7) =1In(n) —1In(2) T In(n),
A 1
ou aussi, sin | — ~ — — 0Oetdonc
n n—+oo N N—+oo
a 1
In ( sin | — ~ In(—|=-=Inmn).
n n—+oo n
Probléme n° 4.
On n’additionne pas membre & membre des équivalents.
Par exemple, si u, =n?+n+3etv, = -—n?+n+1,onaparexemple,u, ~ mn?etv, ~ —n?+/n. Pourtant,
n—-+oo n—-+oo
Un+vn  # nP4(-n?4+ym) =yn Eneffet, un +va=n+yn+4 ~ n
n—+o00 n—+00

Le plus simple pour étre stir de ne pas faire d’erreurs de raisonnement avec les équivalents et les sommes, est de revenir
systématiquement au théoréme
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U, ~ Vvi&Evy = Up+o(u).
n—-+oo n—-+oo

Déterminons par exemple un équivalent simple de vn% +3n3 —1 — n? (une catastrophe serait vn# +2n3 —1 -
n—-+oo
vnt =n? et donc vVnt +2n3 —1-n? ~ 0).

n—-+oo

Nl=

\/n“—|—3n3—1—nz_\/n“<1—|—%—L4 —n?

Probléme n° 5.

On ne passe pas de 'autre c6té d’un équivalent pour ’addition.

1 1 1 1
Par exemple, cos <—) ~ 1 ~ 14 — mais cos <—> -1 A =
n n n

n—+oco n—+oo n—+oo N

1 1 e
(car cos <E> —1 e _ﬁ) L’action de
passer le 1 de 'autre coté n’est donc pas correcte.

Probléme n° 6.

On ne supprime pas les constantes multiplicatives dans des équivalents.
2 2 m? 2 2 : 2 2
Par exemple, 2n 7 mfcar — =2 /A  2#1. Par contre, o (Zn ) = o (n ) ou aussi O (Zn ) = 0 (n )
n

n—+oo n—+oo n—+00 n—+00

2 Les théorémes de croissances comparées

Pour établir les différents théorémes de croissances comparées, on a besoin d’un lemme :

Théoréme 21. Soit (un),, .y une suite complexe ne s’annulant pas a partir d’un certain rang.

uw S 14
On suppose que "1 tend vers un certain réel £ élément de [0, 1[. Alors, uy tend vers 0 quand 1 tend vers +oo.
n
p , 11— . . . . N . .
DEMONSTRATION . Le réel ¢ = est strictement positif. Puisque la suite u ne s’annule pas & partir d’un certain rang et
Unt1 . . Unt1 1—¢
que tend vers {, il existe un rang no tel que, pour n > no, un # 0 et T —{| < ——. Pour n > nop, on a
Un n
‘un+1 _e:’un+l _mg‘unﬂ_e’g]—f
Un n 2
uw 1—0 1+¢
et donc | <+ —— :L.Pourn2no+],ona
Un 2 2
n—1 n—1 n—n
_ Wi 1] T+0 1+¢ °
‘Un‘*|uno|H Wg\uno‘ H T*hlno‘ T .
k=ng k=ng
140 1+1 T4H\" ™
Maintenant, 0 < L < L) =1etdonc lm |[un,l Ll = 0. On en déduit que lim un, =0.
2 2 n—-+oo 2 n—-+oo
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Théoréme 22 (les théorémes de croissances comparées).

1) V(e ') € R?, o < &’ = n® +<§orl"".

2) V(q,q’) €0, +o0l*, g < q' = q" <aqm

3) V(e q) € Rx]1,+oo[, n® +<§o q™ et V(a, q) € Rx]O, 1[, q™ +<§on°‘.
4) Vq €0, +oo[, q™ +<§0 nl.

5) n! < n™.
+oo

DEMONSTRATION .

1) Soit (o, ') € R? tel que o < «’. Alors o — &’ < 0 puis

!
et doncn® = o (n"‘ )
n—-+oo

2) Soit (q,q’) €]0,400[? tel que q < q’. Alors 0 < % < 1 puis

et donc q" LT (q™).

3) Soient & € R et q €]1,+oo[. Pour n € N*, posons un = % Pour n € N*¥,

:Unﬂi(“*‘])“ q" 1 <]+l>‘x.
n

Un+1
n+ % - =
Un n« q‘rl+ q

Un

Un+1

1
On en déduit que tend vers — € [0, 1[ puis que un tend vers 0 d’aprés le théoréme 21. Ceci montre que n* < q™.
+oo

Si q €]0, 1, alors & €]1, +oo[ et d’aprés ce qui précéde, % =n * <K q]_“ et donc q" <« n®.
+oo +oo

n

4) Soit q €]0, +oo[. Pour n € N, posons u, = q—‘ Pour n € N|
n!
Unir| _wner _ g0l g
Un Un qn M+ n+1°
On en déduit que u:“ tend vers 0 € [0, 1[ puis que u, tend vers 0 d’aprés le théoréme 21. Ceci montre que q" < nl.
n “+o0o

n!
5) Pour n € N*, posons u, = o Pour n € N*,

Unii _un+1_(n+])lx n" 4D xn™  on \Y n+1\ " ]+l -
Un | un  nl M+ (n+Dn \n+1) n N n )
" ~nin(1+1) —n(L+o(1)) —1+0(1) " 1 . [ Un+t
De plus, {1+ — =e E = e "ln E = e et donc | 1+ — tend vers —. Ainsi, tend vers
n n—+oo n—+oo n e Un
% € [0, 1[ puis un tend vers 0 d’aprés le théoréme 21. Ceci montre que n! < n'™.
+oo
a

Ainsi, par exemple,
l < Inflnn) <« hin < In’n < Vi <n < nlin < n? < n? < (1,00" < 2" < nl < n"
+oo +oo +oo +oo +oo +oo +oo [e ] +oo +oo +oo +oo

et aussi

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i L L L L L L
nn +<§o n! +<§o n +<§o (1,01)n +<§o n? +<§o ns +oo nlnn +<c>o n +<§o Vyn +<§o InZn +o Inn +o In(lnn) +<§o
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3 Quelques applications des relations de comparaison

3.1 Calculs de limites

On a le résultat suivant :

Théoréme 23. Soient (un),cy et (Vn), ¢y deux suites complexes ne s’annulant pas & partir d'un certain rang. On
suppose que Uy  ~ V.
n—-+oo

Si (uyn) converge vers un certain £ € C, alors (vy,) converge et lim v, = {.
n—-+oo

Supposons de plus que les suites (Wn), oy €t (Vn), oy sont réelles.

Si lim un =+oo (resp. —o0), alors lim vy, = 400 (resp. —0).
n—+oo n—-+oo

DEMONSTRATION .

Supposons que un, — € Cet queun ~ vn. Alors,

n—+oo n—+oo
Vn

Vh=— XU, — Ix{=14L
Un n—+oo

Supposons que U, — 400 et que un ~ vn. Alors,

A titre d’exemple, déterminons lim

o sin (—) In? (nn—;3) VvVin+1

, 3
(e:—1) <,/1+l—1>
1 " ]
Donc im = .
,T'L (o) 2
o sin L In? n°+3 Vin+1 183
Vn n?

3.2 Etudes de signes au voisinage de 400

On a le résultat suivant :

Théoréme 24. Soient (un), oy et (Vn), oy deux suites réelles ne s’annulant pas & partir d'un certain rang.

Siun NN alors pour n suffisamment grand, a partir d’un certain rang, u,, et vy ont méme signe.

>0 et

. . u . . R . . w
DEMONSTRATION . Puisque un ~ Vn,ona — — 1. En particulier, & partir d’un certain rang, — > 1 —
n—-+oo Vi n—+oo Vn

1
2

N —
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donc un et vn ont méme signe.

1 1 1 1 1
Par exemple, on démontrera dans le prochain chapitre que sin (—) = — +o0 (5> et Arctan (E) =
T n

n 4o n 613 —+00
! ] + ] P it
— — —— 4o — |. Par suite
n  3nd n3 ’

i l — Arct l — _L_‘_L_{_O L — L—I—O L
SR e O e B T n3 ) no+oo 613 n3 )’

1 1 1 1 1
On en déduit que sin | — | — Arctan [ — ~ ——= > 0 puis que pour n suffisamment grand, sin [ — | > Arctan [ — |.
n n/ no+oo 6Mn3 n n
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