Chapitre 22. Fractions rationnelles
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1 Définition de K(X)
1.1 Le corps (K(X),+, x)

Le programme officiel ne prévoit pas la construction du corps des fractions rationnelles. Cette construction est un cas
particulier d’une construction plus générale, celle du corps des fractions d’un anneau intégre (la construction de K(X) a
partir de K[X] est la méme que la construction de Q & partir de Z), notion qui n’est pas davantage au programme des
classes préparatoires. Nous admettrons donc toute la mise en place de ce paragraphe. Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

o (« définition » de K[X].) Il existe un corps commutatif noté (K(X),+, x) et appelé corps des fractions rationnelles
a coefficients dans K. Les ¢léments de K(X), appelés fractions rationnelles a coefficients dans K, sont de la forme % ot
A € K[X] et B € K[X]\ {0}.

e (égalité de deux fractions rationnelles.) Pour Ay et A éléments de K[X] et By et By éléments de K[X] \ {0},

Al Ay
-2 6 AB, =BjA
B] B 1Db2 1732,

e (opérations dans K(X).)
- L’addition dans K[X] est définie par : V (A1,A2,B1,B2) € K[X] x K[X] x (K[X]\{0}) x (K[X]\ {0}),
Al Az ABa+AB;

By By B1B>
- La multiplication dans K[X] est définie par : V (A7,A2,B1,B2) € KIX] x K[X] x (K[X] \ {0}) x (K[X] \{0}),

A A A
B, B, BBy’

A
Avec ces deux opérations, (K(X),+, X) est un corps commutatif (I'inverse d’une fraction rationnelle non nulle F = B est
1T B)
F A
A
e (plongement de K[X] dans K(X).) Pour tout A € K[X], on identifie la fraction rationnelle T et le polyndme A. On a
donc K[X] c K(X).

e (simplification.) V(A, B, C) € K[X] x (K[X] \ {0}) x K[X]\ {0}), C—A % (En effet, CA x B=CB x A).
2 _
Ainsi, 1_ ] ou 3X? — % ou 1 ou 0 sont des fractions rationnelles et par exemple,
—3X+2 o (X +3)? (X=X~ 2)(X +3)? ~ (X=2)(X+3) X2 —-X—-6
X+3 X2 —4X+3 (X+3IHX-1)(X-3) X—-3 S X=3

1.2 Forme irréductible d’une fraction rationnelle non nulle

Théoréme 1. Soit F € K(X) \ {0}. Il existe un couple de polyndémes non nuls (A, B) et un seul tel que

A
F=§etAAB:1 et dom(B) = 1.

DEMONSTRATION .

Existence. Soient (A, B) € (K[X]\{0})? puis F = % On sait que 'on peut écrire A = DA; et B=DByouD=AABet Ay AB; =1.

On a alors

f_A_DAI_ Ay _ Ay/dom (B))
B DBy By Bj/dom(Bi)’
Posons A, = ;A1 et B, = ;BL Az et By sont deux polyndémes non nuls, premiers entre eux avec B, unitaire tels
dom (By) dom (B4)
ue F = &
que F= 5=
. . Aq Az
Unicité. Soient Ay, Az, B1, B2, quatre polynémes non nuls tels que F = 3. "B, et A1/ ABy = A, ABy =1 et dom(By) =
1 2
dom (B2) = 1.
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On a donc A1B2 = A;,B;. Par suite, le polynéme B, divise le polynome A 1B, et les polynémes A; et By sont premiers entre eux.
D’aprés le théoréme de Gauss, By divise B2. De méme, B, divise By et dong, il existe A € K\ {0} tel que B, = AB;. Puisque By et
B2 sont unitaires, on en déduit que A = 1 puis que B, = Bj.

On a donc A1B1 = A;B; puis, aprés simplification par le polynéme non nul By, on obtient A; = A».

a
DEFINITION 1. Soit F une fraction rationnelle non nulle. L’écriture
A
F= 7 avec (A,B) € (KIX]\{0})2 et AAB =1 et dom(B) =1
s’appelle la forme irréductible de la fraction rationnelle non nulle F.
X2 —X—
Exemple. Soit F = m On a
X 1
 X=3)(X+2)  X+2 37T
C2X—=1)(X=3) 2X—-1 1°
X — —
2
X
= +1
La forme irréductible de F est 2 T
X — —
2
a

A
Exercice 1. Soit F = 3 une fraction rationnelle non nulle sous forme irréductible.

Montrer que F est paire si et seulement si A et B sont pairs.

A(X A(—X
Solution 1. F paire = F(—X) = F(X) = % = B((—X)) = AX)B(—X) = A(—X)B(X).
Les polynomes A et B sont premiers entre eux et donc sans racine commune dans C. Mais alors, les polynomes A(—X) et
B(—X) sont sans racine commune dans C et donc premiers entre eux (on peut aussi utiliser le théoréme de BEzouT : il

existe (U, V) € K[X]? tel que AU+ BV = 1 mais alors A(—X)U(—X) + B(=X)V(=X) = 1).

B(—X) divise A(X)B(—X) = A(—X)B(X) et est premier a A(—X). Donc, le polynéme B(—X) divise le polyndme B(X)
d’aprés le théoréme de GAUSS. De méme, le polynéme B(X) divise le polynome B(—X) et donc il existe A € K\ {0} tel que
B(—X) = AB(X). De plus,

A = dom(AB) = dom(B(=X)) = (=)™,

oun = deg(B). Donc, B(—X) = (—1)™B(X). On en déduit encore A(X)(—1)"B(X) = A(—X)B(X) puis A(—X) = (—1)"A(X).
Ainsi, les polynémes A et B sont, ou bien tous deux pairs, ou bien tous deux impairs.

Mais si les polynomes A et B sont tous deux impairs, les polynémes A et B sont tous deux divisibles par le polynéome X
ce qui contredit le fait que A et B sont premiers entre eux. Donc, si F est paire, alors les polynéomes A et B sont tous deux
pairs.

La réciproque est immédiate.

1.3 Degré d’une fraction rationnelle

Avant de définir le degré d’une fraction rationnelle, il faut prendre quelques précautions. Soit F une fraction rationnelle
A A
nulle ou pas. Soient Aq, By, A, et B, quatre polynémes, By et B, étant non nuls tels que F = 21— 22 On a donc

B, B>
A1B2 = A;By puis deg (A1) + deg (B2) = deg (A2) + deg (B1) ().
Si A1 #0, alors Ay # 0 puis deg (A7) et deg (A3) sont des entiers. L’égalité (x) peut alors s’écrire

deg (A1) —deg (By) = deg (A2) — deg (B2) .

A A
Dit autrement, quand F = 3 # 0, entier relatif deg(A) — deg(B) ne dépend pas du choix d’un représentant B de F.
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Si Ay =0, alors A, =0 (car By # 0) et encore une fois deg (A1) — deg (B1) = —oo = deg (A2) — deg (B2) (car deg (Bq) et
deg (B2) sont des entiers).

On peut donc poser :

A
DEFINITION 2. Soient A et B deux polynémes, B étant non nul, puis F = 3

Le degré de F est deg(F) = deg(A) — deg(B). Si F # 0, deg(F) € Z et si F =0, deg(F) = —oo0.

2X +1
Par exemple, deg <7+) =—-2.

X3 —X+7
P .
On note que si F = 7= P est un polynome, deg(F) = deg(P) — 0 = deg(P) et donc les notions de degré colncident.

La notion de degré d’une fraction rationnelle est peu ou pas utilisée en classe préparatoire contrairement & la notion
de degré d’un polynome. On peut montrer que les régles usuelles sur les degrés des polynoémes restent valables pour les
fractions rationnelles : deg (F1 + F2) < Max{deg (F1),deg (F2)}, deg (F1 x F2) =deg (F1) + deg (F2), ...

1.4 Zéros et poles d’une fraction rationnelle non nulle

A
DEFINITION 3. Soit F = 3 une fraction rationnelle non nulle sous forme irréductible.

Un zéro de la fraction rationnelle F est une racine du numérateur A. L’ordre de multiplicité de ce zéro est son ordre
de multiplicité en tant que racine de A.

Un pole de la fraction rationnelle F est une racine du dénominateur B. L’ordre de multiplicité de ce pole est son ordre
de multiplicité en tant que racine de B.

Si a € K est une racine simple de B, on dit que a est un pole simple de F.

Si a € K est une racine d’ordre 2 (resp. 3, ...) de B, on dit que a est un pole double (resp. triple ...) de F.

Si a € K est une racine d’ordre au moins égal a 2 de B, on dit que a est un péle multiple de F.

— -2
Considérons par exemple la fraction rationnelle F = X —(>1<)(XU—(§)(X )_4)2
X-=2

d’abord F sous forme irréductible : F = m Ceci fait, on peut lire que F admet 2 pour zéro d’ordre 1, 3 pour
pole simple, 4 pour pole double et que 1 n’est ni zéro, ni pole de F.
4

—1 . . C . : :
La fraction rationnelle F = 1 admet quant & elle —1, 1 et —i pour zéros et j et j> pour péles mais 1 n’est ni zéro, ni

. Avant de parler de zéros ou de poles, on met

pole de F.

1.5 Fonctions rationnelles

A
Soit F = 3 une fraction rationnelle non nulle mise sous forme irréductible. On note P ’ensemble de ses poles. On associe

a F la fonction rationnelle F définie sur K \ P par :

=y AN AR
Vx e K\P, F(x) = = =
’ B(x) B(x)
N s , . . Aq Az . .
(Ainsi, réapparait trés momentanément la notation ~ ). Soient alors Fy = By et Fp = B deux fractions rationnelles non
1 2

nulles mises sous forme irréductible. On a bien str : F;1 = F, = F~1 = F~2 mais rien ne dit que F~1 = F~2 = F; =F,. Clest ce
que 'on va démontrer.

On note Py (resp. P2) 'ensemble des poles de Fy (resp. F2). P1 et P, sont des ensembles finis et il en est de méme de
P71 UP,. Mais alors, K\ (P; UP>) est un ensemble infini et donc

Ar(x) _ Aalx)
Bi(x)  Ba(x)
= A1B; = A,B; (polynomes coincidant en une infinité de valeurs)
=F =F.

Fi=F=WeK\ (P UP),

=Vx e K\ (P1UP2), Ar(x)Ba(x) = A2(x)B1(x)
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Ainsi, on peut confondre les notions de fraction rationnelle et de fonction rationnelle et laisser tomber la notation F. Clest
ce que nous ferons dorénavant.

2 2
X oqueR\m,F(x):’;“

Par exemple, on écrira au choix F = (la premiére présentation étant plus pratique

a manipuler que la deuxiéme).

1.6 Dérivée d’une fraction rationnelle

On veut définir la dérivée formelle d’une fraction rationnelle.

A
DEFINITION 3. Soit F = 3 une fraction rationnelle non nulle mise sous forme irréductible.
La dérivée de F est la fraction rationnelle

A’B — AB’
- B2

Plus généralement, la dérivée n-éme de F, notée F(™), est définie par récurrence par :

F/

FO = Fetvn e N*, B = (Fv1),

On peut montrer, et nous 'admettrons, que cette dérivation obéit aux régles usuelles de dérivation : (AF+uG)’ = AF' +uG’,

i i i ] ' F/
(F x G) :FG+FG,<F) =5

On doit savoir calculer les dérivées successives de ] aceK ! / (=1) is ! ’ (=1)(=2) is
n doit savoir uler les dérivées successives —_— . = ui =-——"— " pul
X—a’ X—a (X—a)zp X—a (X—a)3p

1 \" (= 1)(=2)(-3) - ,
= —————— et plus généralement, par récurrence,

X—a (X—a)*
1\
K =
Va e K, v¥n € N| <X—a> X
. . 1
Exercice 2. Calculer la dérivée n-éme de F = ———.
X2 +1
. B 1 1 (X+1)—-(X-1) 1 1 1 .
Solution 2. X1l X—)X+D & X—OX+1 2\X—1 X711 . Par suite, pour n € N,
RN TR IR S A R S N A e D I G Y
X2 +1 2\ \X =1 X+1i 2L\ (X =it (X 4 i)ntd
(=D (X = (X = » nn'Im((X—ki)“”)
Z'L (X2+])n+1 . (X2+])n+1
n+1 Xn _ n+1 Xn—2 4 n+1 xn—4_
n 1 3 5
:(_1) n! n+1
(X2+1)

2 Deécomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle non nulle
sSur un corps

1
Essayons de déterminer les primitives sur ]0,+oo[ de la fonction F : x — ——————_ Si F reste écrite sous cette
x(x+1)(x+2)
forme, le probléme semble difficile a résoudre mais si nous écrivons d’abord
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1 1 (X+2)—X 1< 1 B 1 >
X(x+1)(x+2)_EXX(X+1)(X+2)_Z XX+1) (X+1)(X+2)
1

LT (XD =X (X2 (X1 11 1 1 1
_§< XX+1)  (X+ND(X+2) >_Z<<§_x+1)_<x+1_x+z)>

1 1 1
=X X+1 T2x12)

1 1 2
on voit qu'une primitive de F sur ]0, +oo[ est la fonction x +— 7 In(x) —In(x+1) + 5 In(x+2) =1In <%> Ceci a

été rendu possible en écrivant F comme combinaison linéaire de fonctions beaucoup plus simple.

Nous allons maintenant systématiser cette démarche et apprendre a décomposer une fraction rationnelle en « éléments
simples » en mettant en place des techniques pour y parvenir de maniére systématique. (La technique mise en ceuvre dans
Pexemple ci-dessus n’est ni anecdotique, ni de portée générale).

Les deux premiers paragraphes (« Partie entiére d’une fraction rationnelle » et « partie polaire relative & un pole d’ordre
n € N* ») constituent une préparation théorique a la décomposition. L’aspect pratique de la décomposition est analysé
plus loin.

2.1 Partie entiére d’une fraction rationnelle

Théoréme 2. Soit F un élément de K(X).

F s’écrit de maniére unique sous la forme F = E + G ou E est un polyndéme et G une fraction rationnelle de degré
strictement négatif.

DEMONSTRATION .

Existence. Si F =0, on écrit F=E+ G avec E =0 € K[X] et G = 0 qui est une fraction rationnelle de degré strictement négatif.
Dorénavant F est non nulle.

Posons F = % ot (A,B) € (K[X]\{0})%. La division euclidienne de A par B s’écrit A = BQ +R ou (Q,R) € K[X]? et deg(R) < deg(B).
Aprés division des deux membres de I'égalité A = BQ + R par le polynéme non nul B, on obtient
A R
F=2=Q+-.
B Q+ B
Puisque deg(R) < deg(B), le polynéme E = Q et la fraction rationnelle G = g conviennent.

Unicité. Supposons que F = E1 + G; = E2 + G2 ot E; et E; sont deux polynomes et Gy et G2 sont deux fractions rationnelles de
degré strictement négatif. Alors, E; — E2 = G2 — G1 avec deg (G2 — G1) < Max{deg (G1),deg(G2)} < 0. Le seul polynéme de degré
strictement négatif est le polynéme nul. Donc, E; —E; =0 puis G2 — Gy =0.

a

DEFINITION 4. Le polyndéme E du théoréme 2 s’appelle la partie entiére de la fraction rationnelle F.

A
Ainsi, quand la fraction rationnelle F = — est non nulle, sa partie entiére E est le quotient de la division euclidienne de A

par B. On note que le degré de cette partie entiére est :

| deg(F) sideg(F) >0
deg(E) = { —oo sideg(F) <0
: X4+ X—-3 . . ) A - .
Exemple. Soit F = m La division euclidienne du numérateur A par le dénominateur B s’écrit (on développe

d’abord le dénominateur avant de poser la division) :

X3+ +X-=3 X2 —3X+2

3X2 -X-3 X+3
8X -9
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ce qui fournit

(X+3) (X* =3X+2) +8X—9 8X —9
=X+3+ 53—
X2 —3X+2 X2 —3X+2

La partie entiére de F est X+ 3. On peut aussi effectuer cette division en ligne :

F:

X3 +X—3 X3-3XZ42X+3X2—-X—-3  X(X2—3X+2)+3X*—-X-3

X—1)(X—-2) X2 —3X+2 X2 —3X+2
X(X?=3X+2) +3X2—9X+6+8X—9 X (X2—3X+2)+3(X>—3X+2)+8X-9
N X2 —3X+2 o X2 —3X+2
8X -9
_X+3+7X2—3X+2'

2.2 Partie polaire relative a un poéle d’ordre n € N*

P
Théoréme 3. Soient F = — une fraction rationnelle non nulle mise sous forme irréductible. On suppose que a € K

est pole de F d’ordre n € N* ou encore on suppose que Q = (X — a)™Qq ou Qq est un polyndéme unitaire tel que
Qi (a) #0.

Alors, F s’écrit de maniére unique sous la forme

= A
F=Y 25— 4F
];(X—a)k+ Ty

ou les Ay sont des éléments de K, A, étant non nul, et F; est une fraction rationnelle dont a n’est plus pole.

DEMONSTRATION .

Existence. Q1 n’admet pas a pour racine et donc Q1 A (X —a) =1 puis Q1 A (X —a)™ = 1. D’aprés le théoréme de BEzour, il
existe (U, V) € K[X]? tel que QU+ (X —a)™V =1 puis PQ;U + P(X — a)™V = P. On obtient :

P P _ PQU+PX—a)"V  PU +ﬂ
(X—a)"Q (X—a)"Q (X=a) Qi
+oo (k) +oo (k)
Ensuite, la formule de TAYLOR appliquée au polynéme A = PU s’écrit A = Z A k‘(a) X—a) = Z A k‘(a) X—a)*+ (X=a)"A;
k=0 ’ k=0 ’
ol Ay est un polynoéme et fournit :
n—1
PU A AM(a) =
= = X— "+A
X—ar X—ar kZ:O @ XTah A
A (@) /(n—1)! A'(a)/T! Ala)
= Aj.
X—a et X T T T
(n—1) /
On pose A} = H, vy Aoy = A](!a)7 A =A(a) et F1 = A, +% et on a
A An
F= eit——+F
Xfa+ +(Xfa)“+1
ol A1, ..., An sont des éléments de K et Fy est une fraction rationnelle n’admettant pas a pour péle. Enfin, si A, = 0, alors en
A
réduisant au méme dénominateur, F s’écrit sous la forme m7 ot A1 est un polynome et Qq(a) # 0, et n’admet donc pas
— 1
a pour pole d’ordre n.
Unicité. Soient Fy et F, deux fractions rationnelles n’admettant pas a pour pole et Ay, ..., An, W1, ..., Un, 2n éléments de K tels
que :
i M LR = i M L
—a)k —q)k :
— (X—a) — (X—a)
Supposons par 'absurde (A1,...,An) # (11,..., tn). Soit p = Max{k € [1,n], Ax # wk}. Par définition

Ak P Mk
—_ = ——— + Fo.
(Xfa)k—HH é(xfa)k—i_ 2

M=

~
Il

1

@

On multiplie les deux membres de cette égalité par (X — a)P et on obtient
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P P
Aot D M(X—a)P ™+ (X =) Fi=pp + ) (X —a)" T+ (X~ a)Fa.
k=1 k=1
En évaluant ces deux membres en a et en tenant compte du fait que F1 et F2 n’admettent pas a pour poéle, on obtient A, = p, ce
qui contredit la définition de p. Donc, (A1y...,An) = (K1y..., Un) puis Fy = F,.
a

= Commentaire. La méthode pour obtenir les coefficients A1, ..., An, (théoréme de BEzouUT puis formule de TAYLOR) n’est

pas la méthode la plus efficace. Mais « la » bonne méthode ne peut plus étre exposée aujourd’hui car un outil a disparu des programmes
officiels il y a plusieurs années : la division suivant les puissances croissantes. Cet outil donnait directement les coefficients A1, ...,
An-

n
A
DEFINITION 5. La fraction rationnelle Z (Xik)k du théoréme précédent est la partie polaire de F relative au
—a
k=1
pole a.
. X4 41 . .. . N - 4 3 2
Exemple. Soit F = m La partie entiére de F est fournie par la division euclidienne de X* + 1 par X° — X< :

X' +1=(X+1) (X3 =X?) +X? + 1 et fournit

ANl BV D) S s VS S RV
XIX 1) XIX 1) X1 XX_1)

X2 — (X+1)(X=1)

=X+1+ X XX 1) (égalité de BEzouT)
1 1 X+
— X 41 -
POt T e
211
XTI TR %

2 1 1
La partie polaire relative au pole simple 1 est X—1 la partie polaire relative au pole double O est X x2 et la partie
entiére est X + 1. On note que la maniére de parvenir a cette décomposition n’est pas du tout au point. Des techniques
simples et efficaces seront exposées dans les paragraphes suivants.

N

2.3 Décomposition sur C

2.3.1 Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle non nulle sur C

A
Théoréme 4. Soit F = 3 une fraction rationnelle non nulle mise sous forme irréductible. On note as, ..., ap, les

P
poles deux & deux distincts de F et a, ..., &p leurs ordres de multiplicité respectifs (donc B = H (X —ai)™).
i=1

F s’écrit de maniére unique sous la forme

P i Ai,j
FeE) (L oar )

i=1 \j=1 N~ ai)

ot E est un polyndme et les Ay j sont des nombres complexes tels que Vi € [1,p], Ai,«; # 0.

DEMONSTRATION .

Existence. On enléve a F sa partie polaire relative au pdle a; et on obtient, d’aprés le théoréme 3, une fraction rationnelle admettant
az, ..., ap pour podles sans changer les ordres de multiplicité et plus a;. En réitérant, si on enléve a F chacune de ses parties polaires
respectivement relatives aux poles ay, ..., ap, on obtient une fraction rationnelle n’admettant plus de poles et donc on obtient un
polynéme E.
LV
Unicité. Supposons que F s’écrive sous la forme E; + —
pal Pape

i=1 \j=1
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p’ of ’
Puisque deg Z Z # < 0, Ey est nécessairement la partie entiére E de F. Ensuite, il est clair que les a{ sont
i=1 \j=1 (X—ay)
nécessairement les poles de F et en particulier p’ = p.
X o
Enfin, puisque pour chaque i € [1,p], F— E—Z — ) est une fraction rationnelle n’admettant plus a; pour pole, Z —
= X—ai) = X—a)
est nécessairement la partie polaire relative au pole a;.

a

= Commentaire.

o Dire que la décomposition est unique signifie que le polynome E et les nombres Ay; sont uniquement définis.

o Les fractions —, A#0,neN", aeC, sont les éléments simples.

A
(X—a)

On se dirige maintenant vers ’aspect pratique de la décomposition. On commence par 'obtention de la partie polaire
relative & un pole simple.

2.3.2 Partie polaire relative a un pole simple

P P
Théoréme 5. Soit F = — = ———— ou P et Q sont deux polynémes non nuls premiers entre eux, a € K, Q1 est

Q (X— a)Q]}\
un polynome tel que Qq(a) # 0. Soit X

la partie polaire de F relative au pole simple a.

P(a
Alors, A = (a) ou encore, si de plus, x et a sont réels, A = lim (x — a)F(x).
1 ((1) x—a
) N P P A Pi . R -
DEMONSTRATION . Par hypothése, F = — = = + — ou P est un certain polynéme. On multiplie les deux

(X—G)Q1 X—a Q]

membres de 1’égalité précédente par X — a et on obtient

P (X—a)P
oI A+ 5
P(a) P(a)

En évaluant en a, on obtient A = 0 (a)” Maintenant, si x et a sont réels,
1la

est aussi lim (x — a)F(x).
1 ((1) Xx—a

a

= Commentaire. Six et a sont complezes, lim n’a jamais été défini en maths sup (et ne sera pas défini avant la maths spé).
X—a
Néanmoins, écrire A = lim (x — a)F(x) méme si x et a ne sont pas réels est le plus pratique pour rédiger une décomposition en
X—a

éléments simples et on se le permettra dorénavant.

Théoréme 6. Soit F = % = m ou P et Q sont deux polynomes non nuls premiers entre eux, a € K, Qq est
un polynome tel que Qq(a) # 0. Soit Xi a la partie polaire de F relative au pole simple a.
Alors, A = Pla) .
Q’(a)
DEM];)NSTRA’;ION. Q = X—a)Qq puis Q" = Q1 + (X — a)Qj. En évaluant en a, on obtient Q’(a) = Qi(a) et donc
a a
- Q1((c3) - Q’((cz)'

a

On a donc deux techniques pour obtenir A et on choisira 'une ou I’autre en fonction des circonstances. C’est ce qu’analysent
les deux exemples qui suivent.

1

X=1)(X=2)(X=3)
ductible. La partie entiére de F est nulle et F admet trois poles simples a savoir 1, 2 et 3. La décomposition en éléments
simples de F sur C s’écrit :

Exemple 1. Décomposons en éléments simples la fraction F =

. F est non nulle, sous forme irré-
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e a= lim(x—1)F(x) = lim

] o1 (x—2)(x—3)  (1—-2)(01-3) 2
b= lim(x— 2F(x) = i = .
-c:ggu—swuw:GtT%;:ﬁzg.
Donc,
- 1 I R N

X—1X=2)(X=3) 2(X-1) X-=2 2(X-=3)°

1

Exemple 2. Décomposons en éléments simples la fraction F = SR

X3 +1 =(X+1)(X2—X+1) =(X+1)(X+j)(X+j2) (si A=X3+1,alors A(—X) = —X3 +1 :—(X3—1) et donc les

racines de X3 + 1 sont les opposées des racines 1, j et j2 de X3 —1).

La décomposition en éléments simples de F sur C s’écrit

_a+b+c
X+ X+ X452

ol a, b et ¢ sont trois nombres complexes. En posant P =1 et Q = X3 + 1 de sorte que F =

P(—1) 1T
*YTQED T3 T3
b= _ 1 _J

Q'( J') T 352 3
®C— P( ) ) ! :ﬁ

Q () 3(—2)2 3
Donc,

S 1 Ly i2
X3+ 3\X+T O X+j o X+52)7

on a :

6)

1
X —1

Décomposer F,, en éléments simples sur C.

Exercice 3. Soient n € N* puis F,, =

P
Solution 3. On pose P,, =1 et Qn = X™ — 1 de sorte que F,, = —n.

La fraction F,, est non nulle, sous forme irréductible, de ?artle entlere nulle. On sait que le polynéme X™ — 1 est a racines
simples dans C : ses racines sont les n nombres wy, = e n , k € [0,n — 1]. La décomposition en éléments simples de F,

sur C s’écrit :

k=0
ot les Ay sont des nombres complexes. Pour k € [0,n — 1],

)\k:Pn(l): 1 _ Wk Wk
Qi) n(w)™' n(w)™ n
Donc,
IR =
Xt—1 = n = x_ein”

1
Par exemple, XA _1-1

1 N i 1 i
X—1 X—1i X+1 X+i)’

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 10
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2.3.3 Partie polaire relative a un pole multiple

Le programme officiel ne fournit aucune technique pour obtenir la partie polaire relative & un poéle multiple. Donc, on se
débrouille comme on peut. Voici quelques exemples.

1
(X=1)(X-2)
1 a b c

X—12X—2) X—1 X=12 "X=2

ol a, b et ¢ sont trois nombres complexes.

Exemple. Considérons la fraction rationnelle F = . Sa décomposition en éléments simples sur C s’écrit :

(%),

1
e Pour ¢, on a déja la technique et on commence par ¢ : ¢ = limz(x —2)F(x) = 217 = 1. Il y a encore deux inconnues
X— —
aetb.
e On peut obtenir b en généralisant la technique mise en ceuvre pour un pole simple : b = lim] (x — 1)?F(x). En effet,
X—
1 c(X—1)2
——=X-1F=aX-1)+b+———
x—3 = ) a( J+b+——
et quand x tend vers 1, on obtient b = lim (x — 1)?F(x) = lim (x — 1)?F(x) = lim —— = —1.
x—1 x—1 x—1x—2
Une variante de la technique précédente (une fois que le chapitre « Analyse asymptotique », premier chapitre du second
semestre aura eu lieu) sera F(x) e 1) et aussi F(x) e m Donc, b = —1.
e A ce niveau de calcul, on a donc
1 a 1

X_1PX—2  X—7 X712 x—2 "

Il ne manque plus que a. On peut obtenir a par (au moins) deux méthodes.

1
La premiére méthode consiste & évaluer en 0 les membres de I’égalité (xx). On obtient m =—a—1-— 5 et
1
d ==-—1—s=-1.
onc a = - >
La deuxiéme méthode, la plus efficace, est, a partir de 'égalité (x),
. . X
ate= lim xFo)= i e ~°
et donc a = —c = —1.
Finalement,
1 1 1 n 1
X=1)2(X=2) X—-1 (X=1)2 X-=2"
Exercice 4. Soit n > 2. Décomposer en éléments simples sur C la fraction rationnelle F,, = m

P
Solution 4. Posons P,, = 1 et Q, = (X —1)(X™ —1) de sorte que F,, = Q_n La fraction rationnelle F,, est non nulle,
n

sous forme irréductible et sa partie entiére est nulle.

Pour k € [0,n — 1], posons wy = e*"™. Les wy sont deux & deux distincts et wo = 1 puis

n—1 n—1
Qu=X=D]]X=wi) =X=172]] X=wi).
k=0 k=1

Donc, F,, admet 1 pour pole double et les wy, k € [T, — 1], pour poles simples. Sa décomposition en éléments simples
simples sur C s’écrit :

ozt 0 +E Mo
TTX—=1 (X=1)2 = X—wyi
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n (W)

QU ()’ L0, Qu=X=1(X*—=1) =X"T - X" —X+1puis Q) = (n+1X* —nX""1 -1

e Soit k € [T,n—1]. 7\k—
et donc

1 1 Wy

k:(n—H)wk—nwL‘] T (n+1)— nwk]—1_ﬂ(wk—])'

e On a aussi Q,, = (X —1)? (X”*1 +...+X+1) et donc

1 1
T 132 — = —
b= lim b= = i e T

e Il ne manque plus que a.

N 1 _a Ak L 1
1lére idée. F, n(X—])z_X—1+ZX—wketd0nCQ_igﬂ(x 1)(Fn(x) n(x—1)2>'0r’

1 1 1
x=1 (F“_n(X—UZ) == ((X—UZ (X1 4. +X+1) _n(X—l)z)

— (XX o
X=X T+...+X+1)  nX=1)(

1
D (1T+X+...+XT)
k=1

(X4 X+ )

et donc
n—1 n—1
> (Tx+..+x) >k
. k=1 _ nn-1)/2 n—1
a= lim — = — = — - _ .
=1 n(x™ T4 +x+1) n? n2 n
n—1 n—1 1 n—1 w
2éme idée. 0 = Xli}rj{loo xFrh(x) =a+ ]; Ax et donc a = Z M. Il reste a calculer Z A = o ]; o E T
w 1
Pour k € [1,n — 1], posons zy = o K T Les nombres z, = ] sont deux a deux distincts car les wy sont deux &
. —
1—
Wi
deux distincts et par injectivité de la fonction z — ] .
—z
Pour k € [1I,n—1], zx = wx (zx — 1) puis z[' = (zx —1)". Les zx sont donc n — 1 racines deux a deux distinctes du

nn-—1)

polynome A = X™ — (X = 1)* = nX" ! — X"2 4 ... Puisque A est de degré n — 1, les zj sont toutes les racines

de A. Les relations entre coefficients et racines d’un polynéme fournissent en particulier

2 n—1
];Zk:_ n )
n—1
puisa:—Z?\k:n—
k=1
Finalement,
1 1 n—1 wy/ (wx —1)
(x-1)(xn—1)zﬁ<_2(X—1) +Z X — Wy )
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2.3.4 Utilisation de la parité de F

1 1

e Soit F = x— 1)2 = X—T2X+ 12 Sa décomposition en éléments simples s’écrit
a b c d
F(X) = .
N = T T e TxeT T
Mais F(—X) = F(X) ou encore F est paire. Sa décomposition s’écrit donc aussi
a b c d c d a b
F(X) =F(—X) = =- - :
N == e o T X1 T X e T X—T T X-? X+ X1

L’unicité de la décomposition en éléments simples permet d’identifier les coefficients, ce qui fournit c = —a et d =b. La

décomposition en éléments simples de F s’écrit donc

a b a b
FX) TXCTr T xE T T

X1

Le nombre de coefficients inconnus a été divisé par deux. Terminons les calculs.

1 1
— i — 2 — i - @ -
.b_illﬂ(x 1)7F(x) iliﬂ (x+1)2 4

1 1
e En évaluant en 0 on obtient, 1 = —a+b—a+b=—-2a+ 7 et donc a = T Finalement,

1 1 1 1 1 1
x2—1)72 4 <_x_1 TxCnEtxaa T (x+1)2)'
On peut penser les choses autrement. Supposons avoir déterminé au départ, par une certaine méthode, la partie polaire
1
X—1  X=12

1 1 1
obtenue en remplacant X par —X dans 1 (—X — +

1
relative au pole 1 & savoir 7 (— ), on profite de I’égalité F(—X) = F(X) en recopiant ensuite ’expression

5 ) . Ceci fournit

(X=1)
F= Ly + ] + Ly + ] =
4 X—1 (X-=1)2 4 —X—-1 (=X=-12)
e Soit F = ﬁ Sa décomposition en éléments simples de nouveau s’écrit
a b c d
F(X) = .
N = T T X T
Mais F(—X) = —F(X) ou encore F est impaire. Sa décomposition s’écrit donc aussi
a b c d
F(X) = —F(—X) = — - .
X = X = o "X "X X2

L’unicité de la décomposition en éléments simples permet d’identifier les coefficients, ce qui fournit c = a et d = —b. La
décomposition en éléments simples de F s’écrit donc

. b:iiLn](x—l)zF(x) :}1

e 0= lim xF(x)=2a et donc a =0.
X—+00
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2.3.5 Utilisation de réalité de F

Comme pour les polynoémes, on a besoin ici de la notion de conjuguée d’une fraction rationnelle :

DEFINITION 6. Soit F = %, (P, Q) € KIX] x (CIX] \{0}), un élément de C(X).

La conjuguée de la fraction rationnelle F est F =

At (J=UX=TY _ (14X 1
WA\ 3 ) T T oxz 13

Au vu des propriétés de calcul du conjugué d’un polynoéme, on a immédiatement
e ¥(F,G) e C(X)2, F+ G =F+G.
e V(FA) € C(X) x C, AF =AF.
e V(F,G) € C(X)?, FxG=F xG.
e VF € C(X), Vz € C, F(z) =F(z).

] |

C’est un peu plus compliqué au niveau de la réalité de F :

P
Théoréme 7. Soit F = — un élément non nul de C(X), sous forme irréductible.

FERX) & (P,Q) eRX]? & F=F.

DEMONSTRATION . Si P et Q sont & coefficients réels, il est clair que F € R(X) et que F =F.
P P
30
divise PQ et Q AP = 1. Donc, Q divise Q d’aprés le théoréme de Gauss. Maintenant, Q et Q ont méme degré et donc, il existe
A € C\ {0} tel que Q = AQ. Enfin, Q et donc Q sont unitaires et on en déduit que A = 1 & partir de I’égalité des coefficients

dominants. Par suite, Q = Q. De I’égalité PQ = PQ, on déduit enfin P = P.
Ainsi, P=P et Q = Q et donc P et Q sont & coefficients réels.

Réciproquement, supposons que F soit & coefficients réels, alors F = F puis On en déduit encore que PQ = PQ. Ainsi, Q

Au passage, on a montré que P et Q sont & coefficients réels si et seulement si F = F.

(X+1)X+1) 0

X+X+2) " X+1+1
nulle sous forme irréductible ».

Les fractions F = doivent convaincre que le théoréme est faux si on enléve 'hypothése « non

On va maintenant voir sur un exemple comment on peut utiliser la réalité d’une fraction rationnelle pour simplifier sa
décomposition.

1

Considérons la fraction rationnelle F = X1 F est sous forme irréductible et admet quatre poles simples : z; = e,
3in 5im Zim . s ) Co

zy =e 4,23 =e 7 et zg =e 7 (les quatre racines quatriéme de —1 dans C). On note que l'on peut aussi écrire
i in _ im _im J— 2 s 214 :

zZ1 = eT, z) =—e 7 = —Z7,23 =—ed = —z1 et zg = e 7 = z7. La décomposition en éléments simples de F sur C

a b c d
+

F: it i7‘[+ iTc+ it *
X—ed X—e 7 X+ed X+e 7

Mais F est réelle (ou encore F est & coefficients réels) et donc F = F. La décomposition en éléments simples de F s’écrit
aussi

<l
el

a C
ir + ir + ir + i *

X—e 4 X—ead X+4e @ X+er

L’unicité de la décomposition en éléments simples permet d’identifier les coeflicients ce qui fournit d =T et b = @. En

renommant ces coeflicients, la décomposition s’écrit

F=F=

a a b

ol

F:

T e

‘Ln+ i i7‘(+
X—e® X—e 7 X+ed X+e 7

)

On note que F est également paire et donc b = —a. Finalement, il n’y a plus qu’une inconnue, le nombre a.
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a a a a
F= in + —im i _im
X—e4 X—e 4 X+es X+e 4
. . ey 1 Z1 Z1
Terminons la décomposition : a = — = — = —— et donc

4z3  4z% 4

2.3.6 Un exemple de décomposition sur C
X]O
(X2 =12 (X4 +X2+1)
P
On pose P =X" et Q = (X* — ])2 (X* +X? +1) de sorte que F = o}

e F est sous forme irréductible car 0 n’est pas racine du dénominateur.

Décomposons en éléments simples sur C la fraction F =

e La partie entiére de F est de degré 10 — 8 = 2.
Q=X—12X+1)?(X2+X+1) (X2 =X+1) = (X=1)2(X+ 13X —=j) (X=3%) (X+7) (X +j?). F est réelle et paire et
donc la décomposition en éléments simples de F sur C s’écrit

F=aX*+b+

c d c d e € e €
—1

X—1 T X112 X471 X112 " X=3 "X—72 X+j X+

F(x
e Détermination de la partie entiére. a = lim (—) =1 et donc . Ensuite,

X—r+00 Xz

Ce Xoox? D2 (X 4X241) X0 X2 (X —2X2 ) (X X2 4.
B (X2 —1)* (X4 + X2+ 1) B (X2 — 1) (X4 +X2+1)
XX+ X3 +...

(X212 (X4 +X2+1)

8
Donc, b = lim (F(x) —xz) — lim = =1 puis .

X— 400 X— 400 XS
1
e Détermination de la partie polaire relative au poéle j. En tenant compte de j3 =Tet j2 +j+1 =0 (et donc aussi 5 = j),
)

+10

. . ) )
= b I = T TS G G- D 0= @I
o 1 1 1—52
T 2(2=2)0 =) 6(1—j)  6(1—j) (1—52)
1—j?
BT
1—)‘2
Donc, | e = 13

e Détermination de la partie polaire relative au pole 1.

1 1
T (v — 1V2F () — = —
4=l =) = e 12

Donc, |d = . Enfin x = 0 fournit

—_
N

e € e ¢ T 1 /. 1-32 _1-j
0O=b-2c+2d— S-S ¢ St 2er-—— (2 ]
c+ 5T TR c+6 18( j + 24—

AR NA R,
- 6 o\ 7775
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et donc |c = % . Finalement,
7 1 7 1 1 /1—-3% 1—5 1-3% 1—j
F=X>+41 - — — — .
Pt nx—n Tx o2 12(X+1)+12(X+1)2+18<X—j+X—j2 X1 X1j2

Terminons maintenant le paragraphe consacré a la décomposition en éléments simples sur C par un résultat général :

!/
Théoréme 8. (décomposition en éléments simples de F)

1)SiP=A H —zx)ou A € C*, n € N* et z1, ..., zn, sont des nombres complexes pas nécessairement deux a

deux dlstlncts alors

e

_Zk

2) SiP=A H —zi)** ou A € C*, p € N*, z1, ..., zp, sont des nombres complexes deux & deux distincts et «,

) Op, sont des entiers naturels non nuls, alors

ikt

/ /

(décomposition en éléments simples de ?)

_Zk
DEMONSTRATION .
, n , n n P
P =A) (X—z) H —z)=) AM]X-z) :ZX_Zk et donc
k=1 ik k=1 i#k k=1
Py ]
P o X—Zk

p p p
P’ = 7\Z ((X_Zk)“k),H(X_Zi)“i = ZNXk (X — zi) ! I_I(X—Zi)‘xi = Z “kxfz

k=1 itk k=1 i£k k=1 k

P
et on retrouve — = .
P ; X — Zx

= Commentaire. La premiere formule ne fournit la décomposition en éléments simples de el que dans le cas ou P est a racines

P’ 1 1 1

) . P =(X— —2)(X — — = . s st =(X=172X=-2)=
simples. Par exemple, si P = (X —1)(X —2)(X —3), ,alors P X1 + X2 + X3 Mais si par ezemple, P = (X —1)7(X —2)
(X=1)(X—=1)(X—=2), la premiére formule s’écrit % =X 1 1 + X 1 ] + X 1 7 Pour obtenir, la décomposition en éléments simples

! !
de %, il faut encore regrouper et réduire les fractions identiques (]% = % + ﬁ) ce qui est fourni par la deuxieme formule.

‘ Exercice 5. Déterminer tous les polynomes P € C[X] divisibles par leur dérivée. ‘

Solution 5. Soit P un polyndéme divisible par sa dérivée. P est nécessairement de degré n > 1. Dans ce cas, P’ # 0 et
P’ 1
deg(P’) = n — 1. Par suite, il existe (a,b) € C? tel que P = (aX + B)P’ ou encore 7= m Par identification avec
.
/

la décomposition en éléments simples usuelles de R on voit que P n’a qu’'une racine dans C, d’ordre n. Donc, P est de
la forme A(X—a)™ ou A € C*, ne N* et a € C.
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1
Soit P un tel polynome. Alors, P/ = nA(X — a)™ ! puis P = E(X — a)P’ et donc P’ divise P.

Les polynomes divisibles par leur dérivée sont les polynomes de la forme A(X —a)™ ot A € C*, n € N* et a € C.

n—I1
Exercice 6. Soit n > 2. Calcul 1Vk e [0o,n—1 —e ",
xercice oit n alculer l;) G ouvk e [O,n—1], wx =e
n—1
Solution 6. Soit P =X"—1= H (X — wy). On sait que
k=0

En évaluant en 2, on obtient

2.4 Décomposition sur R
2.4.1 Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle non nulle sur R

On va commencer par énoncer la version générale de la décomposition sur un corps commutatif quelconque K. Cette
énoncé général est hors programme de maths sup et maths spé. Mais il permet de comprendre quel est le but & atteindre
quand K = R.

P
Soit (K, +, x) un corps commutatif. Soit F = — une fraction rationnelle non nulle mise sous forme irréductible. On admet

que Q s’écrit de maniére unique sous la forme Q = Q7" ... Qy* ou les Qi sont des polynomes unitaires irréductibles sur
K et deux a deux distincts (et donc deux & deux premiers entre eux).
Alors, (on admet que) F s’écrit de maniére unique sous la forme

k x4 Pi’j
F=E+) ZE
i=1 j=1 i

ou E est un polynome et les Py ; sont des polynomes vérifiant : pour tout i € [1,k], pour tout j € [1, a;], deg(Pi;) <
o

_ o

deg (Qi) (et non pas deg (Py,;) < deg (Q{")). La somme Z 1’;

j=1 Ni

s’appelle la partie polaire relative au facteur irré-

ductible Q;.
Les fractions =4 ol Q est un polynéme unitaire irréductible sur K, P est un polynéme non nul tel que deg(P) < deg(Q)
et o est un entier naturel naturel non nul s’appellent les éléments simples de K(X).

On note que le théoréme 4 (décomposition en éléments simples sur K = C), qui lui a été démontré, est (heureusement) un
cas particulier du théoréme ci-dessus.

On passe maintenant au cas particulier ou K = R. On ne démontrera pas tout mais on n’admettra pas tout.
Puisque les polyndémes irréductibles sur R sont les polynémes de degré 1 et les polynémes de degré 2 & discriminant
strictement négatif, on va obtenir deux types d’éléments simples dans R(X) :

e les éléments simples de premiére espéce. Ce sont les fractions —AER"  neN", aeR.

A
(X—a)
AX 4+

Mt 5 )
(X2 +aX+b)"™’ (A 1) € REN{(0,0)}, n € N7,

e les éléments simples de deuxiéme espéce. Ce sont les fractions
(a,b) € R?, a? —4b < 0.

P
On se donne donc une fraction rationnelle F = — mise sous forme irréductible. On suppose que F est un élément de R[X].

D’apreés le théoréme 7, P et Q sont a coefficients réels. On sait que Q s’écrit de maniére unique sour la forme
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P q
Q=][xX—a)® ] X=z)P* (x—z)"

i=1 i=1

ol p et g sont des entiers naturels (avec la convention usuelle qu'un produit vide est égal a 1), les a; sont des réels deux
a deux distincts, les z; sont des nombres complexes deux a deux distincts de partie imaginaire strictement positive, les oy
et les 3; sont des entiers naturels non nuls.

Le théoréme de décomposition en éléments simples sur C permet déja d’écrire F sous la forme

i Bi

F—E Z ALj d i Vij
ERRE L P2y Ty B P R

1))
i=1 \j=1 i=1 \j=1 zi)

ou E est un élément de C[X] et les Ay j, 1i,j et vi,j sont des nombres complexes. La réalité de F ou encore F = F et 'unicité

de la décomposition en éléments simples fournit les égalités E = E, Ay j = Ay j, Vi,; = Wi,j. Donc, E € R[X], les A; j sont des
réels et F s’écrit

F(5 00 ) (3
F=E 4 1) _ 4 ) _ 1) _
i=1 \j=1 (X—a;i) i=1 \j=1 (X —z) X—-z)
De plus, cette décomposition est unique.
Sy ]
Effectuons maintenant un travail sur la somme Z ) + ) 5 La partie entiére de cette fraction rationnelle est

= X-2)  (X-2)

nulle. Aprés réduction au méme dénominateur, elle s’écrit successivement

B 2Re (Hj (X —E)j) P
— (X2 —2XRe(z) +122)) (X2 +bX+c)?

B —
K b\
j; <(x—z)" i (X—z)j> -

)

ol b et ¢ sont deux réels tels que b2 —4c < 0 et P est un élément de R[X] tel que deg(P) < deg ((X2 +bX+¢) [5) =2pB.

B

.X V-
Montrons alors par récurrence sur [3 que o 3 peut s’écrire sous la forme Z H]——’—J ou les i et les
(X2 +bX+c¢) o (X2 +bX+c)

v; sont des réels.
e Le résultat est clair quand = 1.
P
(X2 +bX +¢)P*!
b? —4c < 0 et P est un élément de R[X] tel que deg(P) < 2(p + 1).

La division euclidienne de P par X? + bX + ¢ s’écrit P = (X2 +bX + c) Py 4+ uX + v ou Py € RIX], deg (Py) < 2
et (1, v) € R2. On obtient

e Soit 3 > 1. Supposons le résultat pour 3. Soit F = ou b et c sont des réels tels que

(X2 +bX+0)PTT T (X2 +uX+ )P X2 4bX+0)P (X2 X+ c)P!

et on conclut par hypothése de récurrence.

P (X24+0X+¢)Pr+uX+v P, N uX + v

On peut énoncer (en admettant 1'unicité de la décomposition) :
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P
Théoréme 9. Soit F = — un élément non nul de R(X), sous forme irréductible. La décomposition de Q € R[X] en

produit de facteurs irréductibles s’écrit sous la forme

p q
Q= H(X— Cli)ouL H (Xz +biX+ci)Bi

i=1 i=1

otl (p,q) € N?, les a; sont des réels deux a deux distincts, les (by,ci) sont des couples de réels deux a deux distincts
tels que b,-L2 —4c; <0, les oy et les By sont des entiers naturels non nuls.

F s’écrit alors de maniére unique sous la forme

P X . q Bi . .
N P O b

iz \j=1 im1 \j=1 (X2 + b X + i)

ot E € R[X] et les Ay, Wi j, vi,j sont des réels.

2.4.2 Exemples de décompositions sur R

On a déja expliqué différentes maniéres d’obtenir la partie entiére et les parties polaires relatives aux facteurs (X — a)%,
a € R, x € N*, du dénominateur.

Il reste & énoncer quelques méthodes pour obtenir les parties polaires relatives aux facteurs (Xz +bX+ c) B, (b,c) € R?
tel que b2 —4c < 0, p € N*, du dénominateur.

La premiére idée (qui n’est pas forcément la meilleure) vient de la démonstration précédant le théoréme 8 : on décompose
en éléments simples sur C, on regroupe les fractions conjuguées que 1'on réduit au méme dénominateur puis on effectue
éventuellement des divisions euclidiennes successives.

1
Exemple 1. Décomposons en éléments simples sur R la fraction F = LT 0CT X 1) Sa décomposition sur C s’écrit
Po_@ a N b N b
CX—1 X+i1 X—=j  X—j*
1 1
— lim (x — i)F(x) = =—.
o= = Tgm e 2
1 1 1 1—j
eb=1lim(x —j)F(x) = = —— T = 5 — 5 = .
oy E+NG-30 NG T-72 3
Donc,
1 1 1—j 1—j?

F=—

2X—1) 20X+ 3X—y) T3x—)

En réduisant au méme dénominateur, on obtient (toujours en tenant compte de j> =1 et 1+7j +j? =0) :

p_ XHihX—i +(1—j)(X—j2)+(1—i2)(X—j)7_ X 3X+43
22X —1)(X+1) 3(X—j) (X —j?2) X241 3(X24HX4T)
X X+ 1

S Txer txe X
0

. Sa décomposition sur C

1

Exemple 2. Décomposons en éléments simples sur R la fraction F =

(X24+1) (X2 +X+1)?
s’écrit
a a b c b C
F= -+ - - . - —
X—1 X+4+1i X—=j (X—=j)?2 X—=j2 (X—=j?
1 1 i
e a=lim(x—1)F(x) = =—— =,
x—i (i+i)(2+i+1> 2 2
1 1 1 2
e ¢ = lim(x —j)?F(x) = = <= =
X G2+1)(G—32)* (H)G*-2+5) 3 3
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c c

e Pour b, il n’y a pas de technique simple. On peut par exemple retrancher X—32 + ( 2)2 a F. j est alors pole simple
—) X—j

de la nouvelle fraction :

Pp__ ¢ c _ 1 _1( j2 n J )
X=92 x—2? 2+ +x+17? 3\X=j)? " (x—j2)?
1 X2 —2X-2
= 7+ 2
(X24+T1)(X2+X+1) 3(X24+X+1)
L34 (X241) (X2 —2X - 2)_x4—zx3—x2—zx+1
O3 EXH1E 3N XX+
_ XX+ (X2 3X+1)7 X2 —3X+1 G
32+ (X2 X+1)? 3I(X241)(X2+X+1)
Puisqued’autrepart,szii—kxj_i—l-xtij+XEj2,ona
j2—3j+1 —4j 42 —j)
b= I NN = 3o T3S - 9
Finalement,
i i 4(j2 —j) j? 4(—j%) j

F:

—~ — — + 24 — + A
2X—1)  2X+1)  9X—)) " 3X—)2 " 9(X—3) " 3(X—2)

1 +4[(12—J) (X=3i%) +(—i*) X=j)] +)2(X—Jz) +j(X—j)?
X2 +1 9(X2+X+1) 3(X2—|—X+1)2
L 4 L XX
X241 3(X24+X+1) 3(x2+X+1)*

X2 42X +2
Ce n’est pas encore tout a fait fini! Il faut effectuer un dernier travail sur +—+2 :
3(X24+X+1)
—X242X4+2  XP-X-143X+3 1 L XA
32+ X+1) 32+ X+1) 3X2EX+T) (24X +1)*
et finalement
1 4 1 X+1
F=—-33 + 2 - 2 + 2
X2+1  3(X2+X+1) 3(X2+X+1)  (X2+X+1)

1 N 1 N X+1
X241 X2+X+1 0 (x24x+1)%

a

La deuxiéme idée (souvent la meilleure) consiste & decomposer directement sur R en utilisant une racine non réelle du
trinéme. On aura besoin du résultat utile suivant :

Théoréme 10. Soit z un nombre complexe non réel. Pour tous réels a, b, c et d,

az+b=cz+d=a=cetb=4d.

DEMONSTRATION . Soient z € C et (a,b,c,d) € R? tels que az+ b = cz + d.

. d— . . .
Sia##calors z= est un réel. Par contraposition, si z ¢ R, alors a = ¢ puis b =d.
a—

a

1
(X24+1)(X2+X+1)

Exemple 3. On reprend la fraction F = de 'exemple 1. Sa décomposition en éléments simples sur

R s’écrit
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aX+b cX+d

F:
X2 41 +X2+X+1 (+)

ou (a,b,c,d) € R*.

] —
PZHitl
et b =0. (On a multiplié les deux membre de 1’égalité (¥) par X? + 1, on a simplifié puis on a évalué en 1i).

1 1 9

= —i. Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient a = —1

o] =

e ai+b=lim (x* + 1) F(x) =
X—1

ecj+d=lim (xz +x+1) F(x ) = T = —— = —j~ = j + 1. Le nombre j n’étant pas réel, le théoréme 10 permet
X—j
d’identifier les coefficients : ¢ = d = 1. On obtient de nouveau
1 _ ] n X+1
X2+ (X24+X+1) X241 X24X+1°

: . X+1 " . .

Exemple 4. On terminera ces exemples par la fraction F = m a décomposer en éléments simples sur R. Ici,
+X+

la décomposition en éléments simples est obtenue par des divisions euclidiennes successives :

X+
(X2 4+X+1)°
XXX X=X XXX X2 X3 X2 =X X+ 1
X2+ X+1)°
(X5—X4+X2—X)(X2+X+1)+X+1_X5—X4+X2—X+ X+1
(X2 +X+1)° X2+X+12 (X2 4+x+1
puis
XO—Xt4X2 =X XP4 X4 X3 —2XP —2X3 —2XE 4 X34 X2 A X+ 2X2 42X +2—4X -2
(X2 +X+1)* (X2 4+ X+ 1)
(X =2XT +X+2) (X*+X+1) =4X =2 X3 -2X*+X+2  4X+2
(X2 +X+1)° X2+ X+1 (X2 +X+1)°
puis

XB—2X2+X+2 X34+ X24X-3X2-3X—-3+3X+5 (X=3)(X2+X+1)+3X+5

X2 +X+1 o X2+ X+1 a X2+ X+1
3X+5
=X—34 "
+X2+X+1
et finalement
X+5 4X+2 X+1
FoX_34nt A SV

X+X+T (x2+x+172 (2+x+1)
o

Signalons enfin que décomposer en éléments simples une fraction rationnelle est le principal outil permettant de déterminer
des primitives de cette fraction rationnelle :

3

Exercice 7. Déterminer les primitives sur | — 1,400l de la fonction f : x — NS
X

Solution 7. f est continue sur ] — 1,+o00[ en tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur
] —1,4o0[. f admet donc des primitives sur | — 1, 4ool.

Posons R = S (en gardant la notation F pour une primitive de f). La décomposition en éléments simples de R dans
R(X) s’écrit

3 a bX+c

R: —=
XTI XX+ X+1 X=X+ 1
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ou a, b et ¢ sont trois réels.

. 3

° a_xli)rr_1](x+1)F(x)— B =1.
3 3(—j2+1)

1 2— = j 32 —9 = 1 2— = = =1 =
e Puisque X* — X + 1 = (X+j) (X+j2), b(—j) +¢ Xlgr_lj(x x+1) F(x) ST N R j+2
—(—j) + 2. Puisque —j n’est pas réel, on obtient b = —1 et ¢ = 2.
Donc,

R— 1 -X+2 1 1 2X-4 1 1 2X-1 +3 1
COXHT X2 X4+ X+ 2X2 X411 X+1 O 2X2—X+1 0 2X2—X+1
1 1 2X-1 3 1

= —_— +_
2 _ 2
X+1 2XZ—X+1 2 N
x—3) +{3

Une primitive sur ] — 1, +oo[ de la fonction f est donc la fonction

1
1 3 1 X 2

F:xm—hx+1)—=n(x>—=x+1)+ > x — Arctan
B e e W

2 2
ou encore
x+1 2x —1
Fix—h|——— +\/§Arctan( )
( x2 —x+1 ) V3
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