Chapitre 20. Matrices (1ére partie)

Plan du chapitre

1 Opérations sur les mMatriCes .............. it page 2
1.1 Définition d'une mMAatTiCe ... ... ... page 2
1.2 Lies OPArations 4 € . ..ot page 2

1.2.1 Définition des OpErations 4 €6 . ...ttt e e page 2
1.2.2 Les matrices Elementaires . ... ...t page 3
1.3 Produit de deux mMAatTiCes .. ... ...ttt e e e page 4
1.3.1 Définition du produit matriciel ....... .. ... page 4
1.3.2 Produit de deux matrices €lémentaires ............. ..o i page 7
1.3.3 Lanneau (Mo (K], 4y X)) oottt ettt e e e e page 7
1.3.4 Matrices carrées inversibles. Le groupe (GLn (K)y X) oo page 10
1.3.5 Les piéges de la multiplication des matrices ....... ... page 12
1.4 Transposée d'Une MAatTICe ... ... ...ttt e e e page 13
1.5 Quelques grands types de matriCes ... .. ... page 14
1.5.1 Matrices sCalaires .. ... ... page 14
1.5.2 Matrices diagonales . .... ... page 14
1.5.3 Matrices triangulaires .. .. ... ..o page 15
1.5.4 Matrices symétriques, matrices antisymeétriques . ............ooiit it e page 16

2 Calculs Par DlOCS .. ... page 17

3 Transformations lemMentaires ................o.iuiiiiit page 19
3.1 Définition et codage des transformations élémentaires ............ ...ttt page 19
3.2 Interprétation en terme de calcul matriciel des transformations élémentaires ............................ page 19

4 Systémes d’équations linéaires ........ ... ... ... . page 22
4.1 Les différentes présentations ... ........ it page 22

4.1.1 Présentation Classique . ......... ... page 22
4.1.2 Présentation matricielle d™un systéme .......... .. page 22
4.1.3 Présentation en COIONNES ... ... it e page 23
4.2 Systemes de CRAMER. .. ...ttt ittt ettt et et e e e et e e e e page 23
4.3 Forme générale des solutions d’un systéme compatible .......... .. . page 23
4.4 La méthode du pivot de GAUSS . ...t e page 24
4.4.1 Résolution d’un systéme par la méthode du pivot de GAUSS ... ..ottt page 24
4.4.2 Deux méthodes de calcul de I'inverse d’une matrice ............ ..o page 25
4.5 Matrices triangulaires inversibles . ........ .. . page 26

(© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 1 http ://www.maths-france.fr



1 Opérations sur les matrices

Dans ce chapitre, K désigne ’ensemble R des nombres réels ou I’ensemble C des nombres complexes.

1.1 Définition d’une matrice

On se donne deux entiers naturels non nuls n et p. La définition la plus propre d’une matrice & n lignes et p colonnes a
coefficients dans K est : « une matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est une application de [1,n] x [1,p]
dans K ou encore une famille d’éléments de K indexée par [1,n] x [1,p] ». Dans la pratique, une matrice est écrite sous
une des formes suivantes (la notation avec des parenthéses étant de loin la plus utilisée) :

ar (11,)- Cl]m ar arj (l],p
A= (ai‘j)]gign‘ 1<<p = ain (li,j (li,p = ain (li,j (li,p
An,1 «.. Qnj ... GQnp An,1 «.. Qnj ... GQnp

Nous adopterons donc la définition suivante :

DEFINITION 1. Pour n et p entiers naturels non nuls donnés, une matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans
K est un tableau a n lignes et p colonnes et donc & np cases, chaque case contenant un élément de K. Dans ce cas, la
matrice est de format (n,p). L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K se note My, , (K).

Si de plus n = p, la matrice est dite carrée. Dans ce cas, n est le format ou la taille de la matrice carrée. L’ensemble
des matrices carrées a n lignes et n colonnes a coefficients dans K se note M, (K).

Une matrice a n lignes et 1 colonne s’appelle une matrice colonne. L’ensemble des matrices colonnes & n lignes se
note Mn,1(K).
Une matrice a 1 ligne et p colonnes s’appelle une matrice ligne. L’ensemble des matrices lignes a p colonnes se note

M (K).

. 2 -1 4 R . . . . .
Par exemple, la matrice ( 5 0 est une matrice a deux lignes et trois colonnes (une ligne se lit horizontalement
cos® —sin® X1

) est une matrice colonne et

. est une matrice carrée de format 2,
sin®  cos© X2

et une colonne verticalement), (

( X1 X2 ) est une matrice ligne.

Un élément de M 1 (K) est une matrice n’ayant qu'un seul coefficient ; A = (aq,1). On a souvent 'habitude d’identifier une
telle matrice et son unique coefficient : (a,1) = a1 ou encore My 1(K) = K de méme que dans les chapitres précédents,
on a identifié¢ K' et K.

ar cee Q1 e Qip Qaij

SiA=| a ... aj ... Gip |, ai;jestle coefficient ligne i, colonne j, de A, aij est la j-éme colonne de
an,1 cee Qngj e Cln,p Qn,j

A souvent notée Cj et ( @7 ... aij ... aip ) estla i-¢éme ligne de A souvent notée L;.

Quand A est une matrice carrée, la diagonale principale de la matrice A est la diagonale formée par les coefficients
ai,i, 1 <i< n. Elle démarre en haut & gauche et finit en bas & droite. Les coeflicients de cette diagonale principale sont
souvent appelés coefficients diagonaux.

1.2 Les opérations + et .

1.2.1 Définition des opérations + et .
2
e Pour tout (A,B) = ((ai»i)(i,j)e[[l,n]}x[[hp]} y (bi?j)(i,j)eﬂhnﬂx[ﬂ,pﬂ) S (Mn,p (K)) , O1l pOse

A+B = (aij +b45) 1 5)en nyxrpl -

e Pour tout A = (a; ;) 1€ My p(K) et tout A € K, on pose

(i,)el,m]x[1,p
AA = (Aai»i)u,j)eﬂl,nﬂx[ﬂm]} :
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(Par commodité d’écriture nous n’écrirons plus le . entre les nombres et les matrices par la suite.)
Adnsi. par exemple. 2 T2 0\ (1T =1 2\ _ 2x1—1 2x2—(=1) 2x0—-21Y\ 1 5 =2
ISl PArexemipie, {1 o 3 2 -1 1) "\ 2x(=1)=2 2x0—(=1) 2x3-1 )"\ -4 1 5 )

On vérifie facilement que :

Théoréme 1. (M, ,(K), +) est un groupe commutatif.

L’élément neutre pour l'addition est la matrice nulle notée 0 ou On . C’est la matrice rectangulaire de format (m,p)
dont tous les coefficients sont nuls.
L’opposé d’'une matrice A = (am) e[x[1,p] St la matrice —A = (— am) e[x[1,p]"

De méme, il est clair que :

Théoréme 2.

1) V(A,B) € (Mnp(K))*, VA € K, A(A +B) = AA + AB.
2) VA € Mn.p(K), V(A 1) € K2, (A + p)A = AA + pA.
3) VA € M, (K), V(A 1) € K2, A(HA) = ApA.

4) VA € My (K), 1.A = A et 0.A = 0y, -

5) VA € Mp.p(K), VA € K, (—A)A = A(—A) = —)A.

1.2.2 Les matrices élémentaires

Si A= ( }C)I ; > € M3(R), les régles de calculs définies au paragraphe précédent permettent d’écrire :

+

o

—_ O

~—
+
(¢}
N
o o
o —

0
d
) d( ):
Les quatre matrices E17 = ( g) 8 ), Er1 = ( (1) 8 ), Ei2 = ( 8 ) et B2 = ( 8 ? ) sont les quatre matrices
a

élémentaires de M, (R). A 'aide de ces matrices, la matrice A =

oo o —

> peut s’écrire sous la forme :

A =aky; +bEy +cEi 2+ dEs».

Plus généralement, soient n et p deux entiers naturels non nuls. Pour (i,j) € [1,n] x [1,p], on note E;i; la matrice
rectangulaire de format (n,p) dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient ligne i, colonne j, qui est égal & 1. Les
n X p matrices Eij sont les matrices élémentaires de M, ,(K).

Dans le but de donner une écriture synthétique des matrices élémentaires, on définit un nouveau symbole : le symbole
de KRONECKER qui s’écrit 0; ;. Si i et j sont deux entiers donnés, d;; est égal a 1 quand i =j et & 0 sinon :

Tsii=j

0sii#j

Pour (k,1) € [1,n] x [1,p], le coefficient ligne k, colonne 1 de la matrice E; j, est égal & 1 si et seulement si k =iet 1 =j
et est égal a 0 sinon. Le coeflicient ligne k, colonne 1, est donc égal a 8 ; x 81 ;. Ainsi,

V(i,j) € N? 85 = {

0 ... 0 ...0
0
Vi) e[L,n] x[1,p], Biy=| 0 ... 0 1 0 ... 0 |~—i
0
0 0 0
j
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ou aussi

V(i,j) € [1,n] x [1,p], Eijj = (i X 8u5) e ng 1,01 -

SiA= (ai,i)(i ie[1,n]x[1,p] €St une matrice donnée, alors

A= Z ai‘jEi‘j.

(L) el1,m]x[1,p]

On dit alors que toute matrice A € My ,(K) est combinaison linéaire des matrices élémentaires Ey j, (i,j) € [1,n] x
[1,p]. D’autre part, cette écriture est unique ou encore on peut identifier les coefficients

Z aijEi; = Z biiEiy & V(i,j) € [1,n] x [1,p], aij =bi;.
(Li)el1,m]x[1,p] (Li)e,m]x[1,p]

Théoréme 3. Toute matrice de My, (K) est combinaison linéaire, de maniére unique, des matrices élémentaires Ej j,
(L,i) e [,m] x [1,p] :

VA = (ai,) JEMap(K), A= ) aiEy,

(L) elrn]x[1,p]

(L)elt,n]x[1,p

et
V(A B) = ((a15) i gyepmgetnpn (i) igen e o) € M (K)?,
> aijEij = > biiEij & V(i) € [1,n] x [1,p], aij = bs;.
(L) elr,n]x[1,p] (L) elr,n]x[1,p]
Légalite (ai;) i 5)em,npx[1.p] = Z aqjEqj est fréquemment utilisée. Par exemple,

(L) elTn]x[1,p]

1 0 3
<_1 1 0>—E1,1+3E1,3—E2,1+E2,2-

1.3 Produit de deux matrices
1.3.1 Définition du produit matriciel

On définit maintenant le produit de deux matrices. Pour des raisons qui apparaitront ultérieurement, on ne multipliera
pas tout type de matrice par tout type de matrice. On ne définira le produit A x B uniquement dans le cas ol le nombre
de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. Plus précisément, si n, p et q sont trois entiers naturels non
nuls et si A = (ai‘j)(i,j)e[[l,n]]x[[hp]] € Mup(K) et B= (bi‘j)(i,j)€ﬂ1,P]]><|I1,q]] € Mp,q(K), la matrice A x B est la matrice

P
de format (n, q) dont le coefficient ligne 1, colonne j, ou (i,j) € [1,n] x [1,q], est Z aq,kby,j. Ainsi,
k=1

P
v ((ai»j)(i,j)e[[l,n]]x[[hp]] , (bi‘i)(i,j)e[[l,p]]x[[l,q]]) € My p(K) x My 4(K), AxB= (Z ai,kbk,j> .
k=1 (L,i)elr,m]x[1,q]

On note que dans le cas général, x n’est pas une loi interne car les matrices que 'on multiplie n’appartiennent pas au
méme ensemble.

Ainsi, par exemple, le coefficient ligne 1 colonne 2, de la matrice AB est aj 1by s+ aj2b22+aj3bz2+...4+ajpbp .

On dit que 'on a effectué le produit scalaire usuel du p-uplet (a1, a1,2,a1,3,...,0a1,p) (constitué des coefficients de
la ligne 1) par le p-uplet (by 2,b22,b32...,bp2) (constitué des coeflicients de la colonne 2). Plus généralement, pour
P
obtenir le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice A x B, on effectue le produit de la ligne i par la colonne j : Z ai,kby,j.
k=1
1 5 _2 3 -1 1
Exemple. Si A = ( 13 2 ) et B = =5 =2 1 |, la matrice A est de format (2,3) et la matrice B est de
2 3 2

format (3,3). Donc, la matrice A x B est définie et de format (2,3). De plus, son coefficient ligne 2, colonne 1, est obtenu
de la facon suivante :
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1 5 =2 ! ° o o e o o
x| =5 =2 1 |= = ’
(] 3 2 ) > 3 2 <1><3+3><(—5)+2><2 ° o> <—8 ° o>

et plus généralement,

On donne maintenant les premiéres régles de calcul avec des produits de matrices.

Théoréme 4. Soient n, p, q, r quatre entiers naturels non nuls.

Y(A, B, C) € Mnp(K) x My q(K) x Mq+(K), (AB)C = A(BC).

DEMONSTRATION . On pose A = (as;j)yj)e1mpx 1,000 B = (0ii) e pnxinar € € = (o) wep, -

A € Mnp(K) et B € M, 4(K). Donc le produit A x B est défini et est élément de Mn, 4 (K). Ensuite, A x B € Mn 4(K) et C € My, (K).
Donc, le produit (AB) x C est défini et est élément de My +(K). De méme, le produit A x (BC) est défini et est élément de My, (K).

P
Pour (i,k) € [1,n] x [1,q], le coefficient ligne i, colonne k, de la matrice A x B est Z ai,ibyk et donc, pour (i,j) € [1,n] x [1,7],
1=1
le coefficient ligne 1, colonne j, de la matrice (A x B) x C est

q P
E (E ai,lbl,k> Ck,j = E ai,iby ke = E Qi /by e .

k=1 1<1I<p 1<K/ <p
1<k<q 1<1/<q

De méme, pour (i,j) € [1,n] x [1,1], le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice A x (B x C) est

P p
E aik E bric; | = E aikby,ict,j.
k=1 =1

1<k<p
1<1<q

Les matrices (A x B) x C et A x (B x C) ont les mémes coefficients. Ces matrices sont donc égales.
a

On note I, la matrice carrée de format n dont le coefficient ligne 1, colonne j, T < 1,j < n, vaut 1sii=j et 0 sinon. Donc,

1 0 ... 0
0

L= (6i»j)1<i,j<n = )
0 0 1

Théoréme 5. Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

VA € Mpp(K), I x A=A et AxI, =A.

DEMONSTRATION .  On pose A = (@ij) (i j)ep1,n]x[1.p]"

In € Man(K) et A € My, p(K). Dong, le produit In x A est défini et est élément de My p (K).
Soit (i,j) € [1,n] x [1,p]. Le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice I, x A est

n
Z di,kax,j = aij (terme obtenu pour k = 1, les autres termes étant nuls).
k=1
Donc, In x A = A. De méme, A x [, = A.

Théoréme 6. V(A,B

yC) € M p(K) x Mp q(K) x My 4(K), Ax (B4 C) =AB+ AC et V(B,C,A) € My p(K) x
Mn,p(K) X Mp,q(K)a (B

+ C) x A =BA + CA.
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DEMONSTRATION . On pose A = (ai,j) i 5c1,n)x 1,00 B = (Pii) 0 prxar @ € = (€)@ e pixi,al

A est dans Mn p(K) et B, C et B+ C sont dans M, ¢(K). Donc, les produit A x B, A x C et A x (B+ C) sont définis et sont éléments
de M, q (K).

P
Soit (1,) € [1,n] x [T, q]. Le coefficient ligne i, colonne j, de A x B est Z ai,kby,;j et le coefficient ligne i, colonne j, de A x C est
k=1

P
Z aikCk,j puis le coefficient ligne i, colonne j, de A x B+ A x C est
k=1

P P
§ ai by, + E ai,kCk,j E (aikbr,j + ai,kCk,j) = E aik (bi,j + ckj),
k=1

k=1
qui est le coefficient ligne i, colonne j, de A x (B + C). Donc, Ax (B4+C)=AxB+ A x C.

L’autre égalité se démontre de la méme maniére.

Théoréme 7. VA € K, V(A,B) € Mp (K) x My, q(K), (AA) x B=A x (AB) = AAB.

DEMONSTRATION .  Soit (i,j) € [1,n] x [1,q]. Le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice (AA) x B est Z (Aaix) br; =
k=1

n
A Z ai,kby,j et celui de la matrice A x (AB) est Z aik (Aby,j) = A Z ai,kby,j. Dans les deux cas, on a trouvé le coefficient ligne 1,

k=1 k=1 k=1
colonne j, de la matrice AAB

a

. cos(0) —sin(0)
Exercice 1. Pour 6 € R, on pose M(0) ( sin(0)  cos(0) )
1) Calculer M(0) x M(0’) pour tout (0,0’) € R?.
n facteurs

2) Calculer (M(6))™ pour tout 6 € R et pour tout n € N* (ou (M(0))™ = M(0) x ... x M(0)).

Solution 1.

1) Soit (0,0) € R2.

, cos(0) —sin(0) cos(0’) —sin(07)
M(8) x M(87) = ( sin(0)  cos(0) ) ( sin(0’)  cos(07) >
~{ cos(0) cos(8’) —sin(0) sin(0’) —sin(0) cos(0’) — cos(0)sin(0’) \ [ cos(6+06') —sin(0+6')
~\ sin(0)cos(0’) + cos(G) sin(0’)  cos(0) cos(0’) — sin(0) sin(0') T\ sin(0+0’)  cos(6+6)
=M(0+6’

2) Soit © € R. Montrons par récurrence que Vn € N*, (M(0))™ = M(n0).
e [’égalité est vraie pour n = 1.

e Soit n > 1. Supposons que (M(0))™ = M(n8). Alors,

(M(8))™" = (M(6))™ x M(8)

= M(n08) x M(0) (par hypothése de récurrence)
= M(nb6 + 0) (d’apres 1))
=M((n+1)8).

Le résultat est démontré par récurrence.
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1.3.2 Produit de deux matrices élémentaires

Théoréme 8. V(i,j,k, 1) € [T,n] x [1,p] x [1,p] x [1,4q], Ei;j X Exr = 85,kEi1.

DEMONSTRATION .  Soit (u,v) € [1,n] x [1,q]. Le coefficient ligne u, colonne v, de Eq;j X Ex 1 est

P n
(6u,i 6w,j) (Sw,k 6\1,1) = 6u,iév,l E 6w,jéw,k
=1 =1
w coef. ligne u, coef. ligne w, w
colonne w, colonne v,
de By 5 de Ey 1

= 0j,kdw,10v,1 (obtenu pour w =j).

Ce coefficient est aussi celui de 85, kEi,1 ce qui démontre le résultat.
a

Ainsi, dans le cas de matrices carrées de format n > 2, By, x Ez 1 = Eq;1 et Ex1 X E12 = Ez . En particulier,
E1,2 X Ezy] #+ E2,1 X E]Yz. On note aussi que E]Yz X E1,1 = 0 et pourtant E2,1 #0et E]Y] £ 0.

01 0
Exercice 2. Soit N = 0 0 1 |.Calculer N2 et N3.
0 0 0

Solution 2. N = E; > + E; 3. Ensuite,

N? = (E12+E23)(E12+E23) =FE12F12 +E12F23 +Ep3E1 0 +E23E23 =Eq 3

0 0 1
=0 o0 0],
000

puis

N3 =NxN?=(E;2+E23)E13
=0.

= Commentaire.
o Quand des matrices contiennent beaucoup de 0, on utilise fréquemment l’écriture de cette matrice a l’aide des matrices élémentaires
pour effectuer des produits.

o La matrice N de Uezercice 2 vérifie N # 0, N2 # 0 et N> = 0. Une telle matrice est dite nilpotente d’indice 3. De maniére
générale, si A € Mn(K), A est nilpotente si et seulement si il existe un entier naturel non nul k tel que A*¥ = 0. L’indice de
nilpotence de A est alors p = Min{k e N*, Ak = O}. 1l existe une et une seule matrice nilpotente d’indice 1 a savoir la matrice
nulle 0.

1.3.3 L’anneau (M, (K),+, x)

Le produit de deux matrices carrées de format n est défini et est une matrice carrée de format n. Donc, X est une loi
interne sur M, (K). Les théorémes 1, 4, 5 et 6, ainsi que les calculs précédant 'exercice 2, fournissent immédiatement

Théoréme 9. Pour tout n > 1, (M, (K), 4, x) est un anneau. Cet anneau est non commutatif pour n > 2.

On note que I’élément neutre de x est I,. D’autre part, comme dans tout anneau, I’élément neutre pour +, & savoir la
matrice nulle 0,,, est absorbant pour la multiplication : VA € My (K), A x 0y =0, X A =0,

Comme dans tout anneau, on peut définir les exposants : pour A € M;,(K) et p € N*, on pose AP = A X ... x A et on
—_—

p facteurs
adopte la convention A° = I,, (convention douteuse faisant parfois commettre quelques erreurs, la notation A° n’étant
réellement cohérente que quand A est inversible pour x).

On a alors les régles de calculs usuelles sur les exposants :
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VA € Ma(K), ¥(p, q) € N2, AP x A9 — APH4 of (AP)9 — APA.
“V(A,B) € (Mn(K))?, Vp € N, si A et B commutent, alors (AB)P = APBP.

Comme dans tout anneau, on a aussi la formule du binéme de NEWTON et l’identité AP —BP = ... :

Théoréme 10. Soit n > 1.
e (formule du binéme de NEWTON) V(A,B) € (MR(K))Z, si A et B commutent

)
vp eN, (A+B)P Z<)AkBp_k.

e Y(A,B) € (M, (K))?, si A et B commutent

p—1
¥p €N, AP —BP = (A—B) ) A*BP 'K
k=0

Si A et B ne commutent pas, on a par exemple (A + B)? = (A + B)(A +B) = A2 + AB + BA + B? et pas mieux.

Il est donc temps de s’intéresser aux matrices carrées qui commutent avec toutes les matrices carrées :

Exercice 3. Soit n > 2. Déterminer les matrices A € M, (K) telles que VB € M,,(K), AB = BA.

Solution 3. Posons A = (aij);; j<n Si A est solution du probléme, alors V(i) € [1,n]?, AEi; = EijA. Or,

n
ALy = E ax,1Ex 1B = E ax,ikk,;

1<k, l<n k=1
=ai.iE j T az 1E2‘] .+ ai‘iEi,j +...+ an‘iEn‘j
0 arp 0 ... 0
ai; 0 0 | e—n i
an,i O 0
j

et

n
EijA = Z ax,1EijEx1 = Z aj1Ein

1<k,1<n 1=1
= ajJEi,] + ajyin,z + ...+ aj,jE-m- +...+ Clj,nEi,n
o ... ... 0
0 0
= g 4, G | e—1
0 0
0 0
j

On note que AE;j est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf (peut-étre) la j-éme qui est la i-éme colonne de
A et que EjjA est la matrice dont toutes les lignes sont nulles sauf (peut-étre) la i-éme qui est la j-éme de A.

On peut identifier les coefficients et on obtient en faisant varier i et j : pour tout (i,k) € [1,n]? tel que i # k, aix =0et

pour tout (i,j) € [[1,nﬂ2, Aii = 0jj.
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Ainsi, si A commutent avec toutes les matrices, alors A est nécessairement de la forme A = ' to = Al

ou A € K. Réciproquement, pour A € K et B € M,,(K), B x (Al,) = AB = (Al,) x B.

Les matrices qui commutent avec toutes les matrices carrées sont les matrices de la forme AL, A € K.

Exercice 4.
010

1) Soit N=|[ 0 0 1 |]. Calculer N* pour k € N.
000
2 -1 0

2) Soit A= 0 2 —1 |. Calculer A™ pour n € N.
0 o0 2

Solution 4.
1) N® =13 et N' = N. On a vu dans I'exercice n°2 que N? = E; 3 puis N3 = 0. On en déduit que pour k > 3 (de sorte
que k—3>0), Nk = Nk3 x N3 =Nk3 x0=0.

2) A =13 et Al = A. Soit n > 2. A =2I3 — N et puisque les matrices 2I3 et —N commutent, la formule du binéme de
NEWTON permet d’écrire

A= N =3 (7) e en

0 1 2
=23 —n2™" "N +n(n—1)2"3N?

20 2! p(n—1)2n3
= o |
0 0 2"

- (“) (215" (—N)° + (“) (2™ (—N)' + <“> (215)" 2 (=N)? (car pour k > 3, N* = 0)

ce qui reste vrai pour n =0 ou n = 1. Donc,

2" 2! pm—1)2n 3
VneN, A"=| o 2n o
0 0 PAL

n
= Commentaire. Quand on écrit A™ = Z (E) (213)™ % (=N)*, on remplace le probléeme du calcul des puissances successives
k=0

de A par le calcul des puissances successives de la matrice 213 et de la matrice —N. Si l'on n’était pas capable de calculer ces
puissances, utiliser le binéme ne présente plus aucun intérét. Cette mentalité est la méme dans l’exercice suivant.

Exercice 5.
1T 11
1) Soit J=| 1 1 1 |. Calculer J?. En déduire J* pour k € N*.
1T 11
2 11
2)Soit A=| 1 2 1 |].Calculer A™ pour n € N.
1 2
Solution 5.
1 11 1 1 3 3 3
1) J? = 1 1 1 = 3 3 3 = 3J. Montrons alors par récurrence que pour tout k € N*
1 1 1 3 3 3
]k — 3k71 ]
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e 37 1] =] =] et donc, la formule est vraie quand k = 1.

e Soit k > 1. Si J& = 3% 1] alors
Ik+1 _ Ik % ] _ 3k—1] % ] _ 3k—1 % 3] _ 3(k+1)—1].
On a montré par récurrence que Yk € N*, J& = 3¥=1]. D’autre part, J° = I3 (et en particulier J° # 3°~1J).

2) A% = I3. Soit n > 1. Puisque A = I3 + J et que les matrices I3 et ] commutent, la formule du binéme de NEWTON
fournit

AN = (L+])" =Y (E) B =1+ (}Z) I3
k=1

k=0
_ = (M _ = (1
_13+Z(k)3 ]_13+<Z(k>3 )]
k=1 k=1
_ 1[5 (M)2k _ 1M (M kqnox T\ s0qn
_13+3<Z<k>3>]_13+3<z<k>31 <)31 J
k=1 k=0
1 4™ —1
=L+-(B3+N)"—-1]=1I
3 (B =] =L+
100 am 1 1 1 1 442 4" —1 4™ —1
=10 10 3 1T 11 =3 4m —1 4An 42 4 -1 |,
0 0 1 1 1 4n —1 4™ —1 4n 42
ce qui reste vrai quand n = 0. Donc,
1 4m 42 4 —1 4n—1
VneN,A“:§ 4m—1 4™ +2 4" —1

L R L

1.3.4 Matrices carrées inversibles. Le groupe (GL,, (K, x)

On rappelle quune matrice carrée A € M, (K) est inversible pour X si et seulement si il existe une matrice carrée
B € M,(K) telle que A x B = B x A = I,,. Dans ce cas, la matrice B est unique et se note A~'. On note GL, (K)
I’ensemble des matrices carrées inversibles pour x. GL, (K) est 'ensemble des inversibles de anneau (M (K),+,.) et a
ce titre :

Théoréme 11. Soit n > 1. (GL,,(K), x) est un groupe.

(A,B) € (GLn(K))?, alors AB € GL,(K) (et (AB) ' =B 1A ") et si A € GLn(K), alors

En particulier, I, € GL,,(K), si (A,
=A).

A~1 € GLn(K) (et (A7)

Théoréme 12. Soit (n,p) € (N*)2.

VA € GL,(K), ¥(B, C) (M p(K)*, AB=AC = B = C.
VA € GL,(K), ¥(B, C) (M, n(K))>, BA = CA = B = C.

DEMONSTRATION . Soient A € GL,(K) et (B,C) (Mn,p(K)z.

AB=AC=A'AB=A'AC=I1,B=1.C=B=_C.

Et de méme pour 'autre implication.

a
p facteurs
/_/%
Ax...xAsip=>1
Si A € GL,(K), on peut définir AP pour p €Z : Vp € Z, AP =<{ Isip=0 . Avec cette définition, on

A7l x . x AT sip <1
%/_/

—p facteurs
a les régles de calcul usuelles sur les exposants :
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e VA € GLL(K), V(p, q) € Z2, AP x A9 = AP+d ot (AP)9 = APY,
e V(A,B) € (GLn(K))?, ¥p € Z, si A et B commutent, (AB)P = APBP.

Au fur et & mesure du cours, plus loin dans ce chapitre, au second semestre ou en math spé, nous découvrirons de
nombreuses méthodes, a utiliser en fonction des circonstances, pour montrer qu'une certaine matrice carrée est inversible
et déterminer son inverse. La premiére méthode est fournie dés maintenant par la définition de I'inversibilité et de 'inverse :

A€GLy(K) & IBeMn(K)/AxB=I,etBxA=L,.

Cette méthode est mise en ceuvre dans les deux exercices qui suivent.

1T =1 0 010
Exercice 6. Soient A= 0 1 —1 eteN=| 0 0 1
0o 0 1 0 00
1) Exprimer A en fonction de I3 et N.
2) Calculer N3.
3) En déduire que A € GL3(R) et préciser A~ '.
Solution 6.
1T =1 0 100 010
HA=0 1 -1 |=(010]|—=[00 1 ]=I3—N
0o 0 1 0 0 1 0 00

2) On a vu dans l'exercice 2, page 7, que N3 = 0.

3) Puisque les matrices I3 et N commutent, (I3 — N) (13 + N+ Nz) =I3—N3 =13 et de méme, (13 + N+ Nz) (I3 —N) =
— N3 =13. Donc, A est inversible et A~! = I3 + N + N2. Plus précisément,

100 010 0 0 1 T 11

A=l o1 0 |+[00 1T ]|]+[0O0O0]=|011

0 01 0 00 0 00 0 0 1
2 11 1T 11
Exercice 7. Soient A= | 1 2 1 |et]J=| 1 1 1
11 2 T 11

1) Exprimer A en fonction de I3 et J.

2) Calculer J?. En déduire une égalité du type A% + BA +yI3 = 03 ol «, B et y sont trois réels, « étant non nul.

3) En déduire que A € GL3(R) et préciser A~ '.

Solution 7.
HA=I:+].

3 3 3 1 1 1
33 3 |=31111 = 3J, puis
3 3 3 1
=

_ o —

1 1
)= 111 1
1 1 11

=3]= (A—15)2=3(A—13) = A2 —5A + 413 = 0.

3) A2 —5A+4l3=0=13 = 411 (—A2+5A). Donc,

1 1
Par suite, A € GL3(R) et
1 1 3 =1 -1
AT = Z( A +5I3) = 1 -1 3 -1
-1 -1 3
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Nous donnons maintenant une bonne fois pour toutes une condition nécessaire et suffisante d’inversibilité d’une matrice
carrée & deux lignes et deux colonnes puis son inverse en cas d’inversibilité.

Théoréme 13. Soit A = ( }C; S ) € My (K).

a c¢
b d

A € GL2(K) & det(A) # 0. De plus, dans le cas ou det(A) # 0,

ad—bc\ —b a /-
Le résultat « A € GL3(K) & det(A) # 0» se généralisera aux matrices carrées de format n > 1 dans le chapitre
« Déterminants » traité au second semestre. Nous nous contentons ici d’une vérification du résultat.

Le déterminant de A est det(A) = = ad — bc.

DEMONSTRATION .

a c d —c ad —bc 0 X d  —c a ¢\
(2 5)(4 )= (5% w0®u ) ~taa—tometdemome (4 ) (8 €)= taa—bo

. a c¢ 1 d -—c 1 d -—c a c¢
Slad—bc;é07alors<b d)xm<7b a >_ad7bc<7b a )X(b d)—IZ

On a montré que si ad —bc # 0, A est inversible d’inverse Al = # ( d - —c >

ad—bc \ —b a

d -—c d -—c

b a b a

fournit a =b =c =d =0 puis A = 0,. Mais la matrice nulle n’est pas inversible pour x car pour tout B € M;(R), 02 x B =0, # L.
Il était donc absurde de supposer A inversible.

On a montré que si ad —bc =0, A n’est pas inversible.

Si ad —bc = 0, alors A X ( ) = 02. Si A est inversible, A est simplifiable pour x et il reste = 0;. Ceci

a

Ainsi, par exemple, la matrice A = (

; i > n’est pas inversible car det(B) =1 x4 —2x2=0.

1 _
? } ) est inversible (car det(A) =2 #0) et A~ = 7 ( 1 1 ), alors que la

matrice B = (

1.3.5 Les piéges de la multiplication des matrices

La multiplication des matrices a quelques comportements qui peuvent surprendre et se révéler piégeux au sortir du lycée.
Rappelons d’abord quelques exemples de calcul. On suppose que n > 2. On pose A = E1 2 € M, (K) et B=E; » € M, (K).
On a:

A% =0,, B =B, AB =FE;, et BA = 0,.
Donc,

e Il est possible que A x B # B x A (on rappelle que les matrices carrées commutant avec toute matrice carrée sont les
matrices de la forme ALy, A € K).

e Il est possible que A # 0, B #£0 et A x B =0 ou encore un produit de facteurs peut étre nul sans qu’aucun de ses
facteurs ne soit nul.

e Il est possible que A x B=0et B x A #0.
e Il est possible que A x B =A x C et B # C (on rappelle que les matrices A simplifiables sont les matrices inversibles).
o 1 est possible que (A x B)? # A2 x B2. Par exemple, (E1,2E21 )2 = (E1,1 )? = Eq,1 mais E%,ZE%J =0.

e 1l est possible que (A + B)? + A% +2AB 4 B2.
Par exemple, (E12 +E21)° = (E12 +E21) (E12 + E21) = Ef,+E12E21 +E2 0B 2+ S = E11 + B2 2 mais
Ef, +2E12E20 + B3 = 2Eq 1.

e Il est possible que A? = A bien que A # On et A # I, (étant entendu que 02 = 0, et 12 = I,,) ou encore 1’équation
du second degré M? = M, d’inconnue M € M, (K), a strictement plus que deux solutions (les matrices M vérifiant
M? = M sont dites idempotentes).

e Il est possible que A% = 0,, bien que A # Oy (de telles matrices sont dites nilpotentes d’indice 2).
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1.4 Transposée d’une matrice

DEFINITION 2. Soit (n,p) € (N*)?. Soit A = (aij) ] € My (K).

(Li)elrn]x[1,p

La transposée de la matrice A, notée AT ou *A, est la matrice élément de M, w(K) dont le coefficient ligne 1, colonne
j, (1,3) € [1,p] x [1,n], est le coefficient de la matrice A situé ligne j, colonne i ou encore

AT = (ai/»i)(i,j)e[[l,p]]x[[1,n]] ouV(i,j) € [1,p] x [1,n], ai; = aj ;.
13 1 -1 4
Par exemple,si A= | —1 5 |, alors AT = .
40 3 5 0

Les propriétés usuelles de calcul de la transposition sont :

Théoréme 14.

1) VA € My »(K), (AT)" = A.

2) Y(A,B) € (M p(K))%, V(A 1) € K2, (AA + uB)" =AAT 4+ uBT.

3) V(A,B) € My p(K) x M 4(K), (AB)T =BTAT.

4) YA € M (K), AT € GL,(K) & A € GL,(K). De plus, en cas d’inversibilite, (A7) ' = (A=")".

DEMONSTRATION .

1) On pose A = (aii) wgyepng x [1p]- AT est la matrice de format (p,n) dont le coefficient ligne 1, colonne j, (i,j) € [1,p] x [1,n],

est ai; = aji. (AT)T est la matrice de format (n,p) dont coefficient ligne 1, colonne j, (i,j) € [1,n] x [1,p], est a{; = aj;

Donc, (AT)T =A.

2) On pose A = (i) s j)eqimpxr,p1 €8 B = (Ois)igienmpxnpr
Soit (1,j) € [1,n] x [1,p]. Le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice (AA + uB)" est Aaj,i + ubj i et est aussi le coefficient ligne
i, colonne j, de la matrice AT + uBT. Done, (AA + uB)T =AM+ uB".

= i

s T T
8) On pose A = (i) (j)e1mpxp1p) € B = 00) (w5 prcrnar PUS A= (a(5) (5 cpopepng € B = (04) (e arein o

e AB est un élément de My, q(K) et donc (AB)" est un élément de Mg, (K). Soit (i,j) € [T, q] x [1,n]. Le coefficient ligne 1, colonne
j, de la matrice (AB)T est encore le coefficient ligne j, colonne i, de la matrice AB c’est-a-dire

P
E (lj,kbk,i.
k=1

e AT est un élément de Mp n(K) et BT est un élément de Mg, (K). Donc, BTAT est défini et est un élément de Mg n(K). Soit
(i,5) € [1,q] x [1,n]. Le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice B'AT est le « produit » de la ligne i de B" par la colonne j de
AT Cest-a-dire

P P
/ /

Z bixay; = Z aj,kbi.i.

k=1 k=1

Les deux matrices (AB)T et BTAT ont donc les mémes coefficients puis (AB)T = BTAT.

4) Si A € GLn(K), alors AT x (A7) = (A7'A)" = I} = I, et (A7")'

(A =@
En appliquant ce résultat a la matrice AT, on obtient : si AT € GL,(K), alors A = (AT)T € GLn(K).

x AT = (AA™")" = 1] = L. Donc, AT € GLa(K) et

Exercice 8. Soient U = : et V= : deux éléments de My, 1 (K). Calculer um™vet uvr.

Solution 8.

e U' est une matrice de format (1,n) et V est une matrice de format (n,1). Donc, UTV est définie et de format (1,1).
UTV est le nombre :
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Vi

Ty _ . _

Uv=_u ... un) : =UjV] ... F UpVn.
Vn

e U est une matrice de format (n,1) et VT est une matrice de format (1,n). Donc, UVT est définie et de format (n,n).
Si (1,j) € [1,n]?, le coefficient ligne i, colonne j, est uiVvj et donc

U1V LL]Vj [ U
‘LL] . . .
uv’ = : (vi oo vn ) =] wvi oo oWy L wvn | = (Wivi) <t -
Un
UnVl ... UnVj ... UnpVn
1.5 Quelques grands types de matrices
1.5.1 Matrices scalaires
A O 0
DEFINITION 3. Une matrice scalaire de format n € N* est une matrice de la forme ’ C = Al,.
. 0
0 0 A

= Commentaire. On a vu dans l’ezercice 3, page 8, que les matrices carrées qui commutent avec toutes les matrices carrées
sont exactement les matrices scalaires.

1.5.2 Matrices diagonales

DEFINITION 4. Soit A = (a; ;) € M (K). A est une matrice diagonale si et seulement si Vi # j, a;; = 0.

I<i,jsn
A0 L. 0
Une matrice diagonale est donc une matrice de la forme : D = 2 R ol (A1,...,An) € K™ Une telle
5 a T
0 0 An
matrice se note D = diag (A1,...,An) = diag (M) ¢icn-

L’ensemble des matrices diagonales se note Dy, (K).

Les régles de calcul sur les matrices diagonales sont remarquablement simples :

Théoréme 15.
1) v ((}\i)1<i§n y (Ui)]gign) € (Kn)zv V(o‘) B) e sz x diag (Ai)1gign + [ diag (Ui)]gign = diag (oA + BUi)]gign-
2)a)V (U\i)]gign ) (Hi)]gign) € (Kn)za diag (}\i)]gign x diag (ui)]gign = diag O‘i“i)]gign-
k
b) V(A <icn € K™, Wk €N, (diag(?\i)]gign) = diag (\F) | o

3) a) V(Ai)icicn €K, (diag(?\i)1<i<n € GLy(K) & Vie [l,n], Ay # O) et dans ce cas
. -1 . 1

(dlag(Ai)Kign) = diag (}\—) )

i/1gign

k
b) Pour (Ai);<ic, € K™ tel que pour tout i € [1,n], A; #0, Vk € Z, (diag O‘i)1<i<n) = diag (}\F)lgign'

DEMONSTRATION .

1) Immeédiat.
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2) a) diag (M) ¢, X diag (1i)ycicn = (Z 7\‘1Ei,1> Z Wk | = Z Ay EBiiByy = ZNMEM = diag (Mimi);cicn-
i p

1<i,j<n i=1
b) Se déduit immédiatement du a) par récurrence sur K.

3) a) Si tous les Ai, 1 <1< n, sont non nuls, alors
. . 1 . 1 .
diag (M) iy X diag | — =diag [ Ay X — =diag (1);cicpy = In
S A/ i<icn A/ i<icn o
-1
et de méme, diag 1 x diag (Ai);cicn = In. Dans ce cas, diag (Ai); ;< € GLa(K) et (diag (Ai)qcic ) = diag 1 .
A I<icn <ign <i<n <i<n A I<icn

i i

Si Pun des A; est nul, soit ip € [1,n] tel que Ay, = 0. Alors, pour toute matrice A € Mn(K), la ip-éme colonne de la matrice
A x diag (}‘i)1<i<n est nulle. En particulier, pour toute matrice A € My (K), A x diag (7‘1)1<1<n # I. Ceci montre que la matrice
diag (7‘1)1<1<n n’est pas inversible.

b) Le résultat est acquis pour k > 0 et si k < 0,

Kk 1\ Tk -k —x
(diag (7\1)1<i<n) = ((diag (7\1)1<i<n) ) <diag (}‘;1)]<.< ) = diag <(7\;]) ) = diag (7\!1()1<'< ’
<ign 1<ign <ign

1.5.3 Matrices triangulaires

Commengons par analyser différentes « régions » dans une matrice carrée. La diagonale principale est constituée des
coefficients aij tels que j = 1.

Un coefficient a;j situé strictement au-dessous cette diagonale a un numéro de colonne j strictement inférieur au numéro
de ligne i et un coefficient a; j situé strictement au-dessus cette diagonale a un numéro de colonne j strictement supérieur
au numéro de ligne i. On peut résumer ceci avec le graphique :

On peut maintenant donner la définition d’une matrice triangulaire :

DEFINITION 5. Soit A = (ai»i)Igi,jgn € M, (K). A est une matrice triangulaire supérieure (resp. triangulaire
inférieure) si et seulement si V(i,j) € [1,n]*, 1 >j = aij =0) (resp. (i <j = a;,; =0).
a1 cee eee A1n
. . . - . 0 g : .
Une matrice triangulaire supérieure est donc une matrice de la forme : T = et une matrice
0 0 ann
a1 O 0
triangulaire inférieure est une matrice de la forme : T =
0
an,1 R
L’ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) se note Ty s(K) (resp. Tn i(K)).

= Commentaire .

o On note queTn s(K) N Tni(K) = Dn(K).

o On note aussi que la transposée d’une matrice triangulaire inférieure est une matrice triangulaire supérieure et que la transposée
d’une matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire inférieure.

o Il est clair qu’une combinaison linéaire de matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est une matrice triangulaire
supérieure (resp. inférieure).
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‘ Exercice 9. Montrer que le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une matrice triangulaire supérieure.

Solution 9. Soient A = (ai»i)1<ij<n et B = (by;) deux matrices triangulaires supérieures. Donc, pour tout

1<i,j<n
(i,3) € [1,n]?, sii>j, alors aij =0et by;=0.

Soit (i,j) € [1,m]? tel que i > j. Le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice AB est

n
E ai,kbk,j.
k=1

Dans cette somme, si k > j, alors by ; = 0 puis ajkby;; =0 et si k < j, alors i >j > k et en particulier i > k de sorte que
ai,x = 0 puis a; bk ; = 0. Finalement, tous les termes de la somme sont nuls puis la somme est nulle.

n
En résumé, pour tout (i,j) € [1,n]? tel que i >j, on a Z ai,xby,; = 0. Ceci montre que la matrice AB est triangulaire

. k=1
supérieure.

1.5.4 Matrices symétriques, matrices antisymétriques

DEFINITION 6. Soit A = (ai,j)Ki j<n € M, (K.
A est une matrice symétrique & AT = A & V(i,j) € [1,n]?, aj,i = ai .
A est une matrice anti-symétrique & AT = —A & V(i,j) € [1,n]?, aj,; = —ay,j.

L’ensemble des matrices symétriques se note 8, (K) et ’ensemble des matrices anti-symétriques se note A, (K).

= Commentaire.

o Les matrices diagonales sont des matrices symétriques particuliéres.

o Les coefficients diagonauz d’une matrice anti-symétrique sont obligatoirement nuls (car la définition d’une matrice anti-symétrique
impose en particulier : Vi € [1,n], aij = —ai,i).

o Il existe une et une seule matrice qui soit & la fois symétrique et anti-symétrique, a savoir la matrice nulle car A = AT = —A
entraine 2A = On puis A = On et réciproquement, 0 = On et 0F = —0,,.

Théoréme 16.

Pour toute matrice M € My (K), il existe un couple (S,A) € 81 (K) x An(K) et un seul tel que M = S + A. Plus
explicitement,

1 1
M=-(M+M")+5(M-M"
DM M)+ 2 ()
1 1
ou S = 5 (M + MT) est symétrique et A = 5 (M — MT) est anti-symeétrique.
DEMONSTRATION .  Unicité. Soit M € M, (K). Si S et A existent, on a nécessairement S+ A = M (I) puis en transposant

S—A =MT" (I) (en tenant compte de (S+A)" =S + AT). En additionnant ou en retranchant membre a4 membre les égalités (I)
et (I), on a donc nécessairement 25 =M + M" et 2A = M — M puis

S:%(M—H\AT) etA:%(M—MT).
Ceci montre l'unicité du couple (S,A).
Existence. Soit M € My (K). Soient S = % (NljL MT) et A = % (M— MT). Alors

1 1
eS+A=3(M+M)+3(M-M) =M.
%(MT+M) =S et donc S € 8»(K).
1

e AT = 5 (MT —M) = —A et donc A € An(K).

o ST =

Les matrices S et A conviennent. Ceci montre 1’existence du couple (S, A).
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2 Calculs par blocs

00 -1 0
Considérons la matrice A = ? 8 8 _0] . Si on éléve cette matrice au carré, on effectue 16 calculs ce qui donne :
o1 0 0
00 -1 0 00 -1 0 -1 0 0 ©
A2 00 0 -1 00 0 -1 - o -1 0 0
{10 0 o0 10 0 O o o 0 -1 0
o1 0 ©0 o1 0 0 o 0 0 -1
Il était beaucoup plus judicieux de repérer des blocs simples dans cette matrice : A = ( (I)z —012 ) . Si on éléve au carré
2 2
la matrice A’ = ( (]) _01 ) qui est une matrice carrée de format 2, cela ne nécessite que quatre calculs :

()0 ) )

On doit alors ce rendre compte que le calcul de A2 est le méme que le calcul de A’? en remplacant les nombres 0, —1, 1
mais les matrices 02, —I, I> qui sont des matrices carrées de format 2 :

A2 — 02 —Ix 0 -L\ (-LL 02 ]
L o L 0 )"\ 0 L) "
En effet, par exemple, le coefficient ligne 1, colonne 1 de A? est
= 0x04+0x0 —1)x140x0 =-—1.
(ar,1a1,1 + a1 2a2,1) + (ar3a3,1 + ar 4a4,71) x0+0x + (1) x14+0x

| S S —

coef. lignel, colonne 1 de 02 x02  coef. lignel, colonne 1 de —I, X1,

De maniére générale, une matrice A € M, ,(K) pourra étre décrite par blocs : A = ( ﬁl ?3 ) ou encore plus
2 4
généralement
A]y] A]‘j A]‘L
A= Ai‘] Ai‘j Ai‘]_
Ak,1 Ak,j Ak,l
ot les blocs les Ay j sont des matrices de format (ni,pj) ott ny, ..., Ny, p1, ..., pr sont des entiers naturels non nuls tels
queny +...+ng=netpy+...+pr=p.
Il s’agit maintenant d’apprendre & calculer par blocs.
A]y] A]yj A]yl B]y] B]yj B]yl
e Il est immédiat que si A = Al ... Ay .o Aq et B = Bi1 ... Bij ... Bia ol pour tout
Ak,] Ak,j Ak,l Bk,1 Bk,j Bk,l
(1,7), Ay,; et By sont de format (ni,p;), alors pour tout (A, pu) € K2,
A1 +uBrg .. 7\A1,j+uB1,j coo A1+ uBin
AA 4+ uB = A1 +uBir ..o Ay +uBi; o .. AA L+ uBiy
Ay 1+ Bt ..o Ay +uBrx; ... AAx+ uBy

e Le produit de deux matrices définies par blocs n’est pas plus compliqué. Il y a juste quelques précautions & prendre. On
se donne deux matrices A € My, ,(K) et B € M, 4(K) de sorte que le produit AB est défini. Commencons par découper A
Al Al ) ot B — Bi1 Bip2

. Si on a envie que les produits A7 1B71.7 ou A1 1B
Azq Az BZ,] Bz,z) q p 1,1B1)1 1,112

et B en quatre blocs : A = (
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ou ... soient définis, il s’agit a chaque fois que le nombre de colonnes de Aj i soit égal au nombre de lignes de By ;. On
impose donc au découpage de A en colonnes d’étre identique au découpage de B en lignes :

P1 P2 qi1 qz

r r

_nflf A A etB:p][ Bii Bio
le[ AZ,] AZ,Z Pz[ BZ,] BZ,Z

AB — A11B11 +A12B2a1 A11Bio +Aq12Boo
A21B11+A22B21 Az1Bio+A22Bao /)

On a alors

Vérifions-le en analysant par exemple le bloc en haut & gauche. Aq 1B71 est défini et de format (ny,q7) de méme que

A1,2B2,1. Donc, Ay 1B11 + Aq2B31 est défini et de format (n4,q7). On pose alors A = (aij)i<i<n, B = (bi,j)i<i<p,
1<<p 1<i<q

Arn = (o) i<icn, A1z = ( U)l<1<n1, B1,1 = (Bi,j)i<icp, et B2,1 = (B{,j)thpz-
1<ispa 1<j<p2 ISSECE 1<i<an
Soit (1,j) € [1,n1] x [1,q1]. Le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice AB est

Z ai kbk,) - Z ai kbk,) + Z ai kbk,] - Z Xi kﬁk,] + Z (xlk P1 Bk Pi1,yj

k= p]+1 k=p;+1
o . . ! i
= Ocl,kﬁk,; + o 1B
k=1 1=1

qui est bien le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice A7 1By 1 + Aq12B3 1.

Plus généralement, si on découpe la matrice A en blocs Aj et la matrice B en blocs By j, de sorte que le découpage en

colonne de A soit le méme que le découpage en lignede B (n=n1+...+ng, p=p1+...+pt, q=q1 + ...+ qu), alors
t

on peut effectuer le calcul de AB par blocs, le bloc n° (1,j) étant Z Ai By

k=1
o1 0 0
Exemple. Soit A = (1) 8 _0] 8 . A peut s’écrire
00 0 2

(S 0
(a5)

ous = ( (1) g) ) et D = ( _0] g ) = diag(—1,2). Ona S? (E1 2+ E2,1) (E1,2+ E2,1) = E1,1 + E22 = 1. On peut alors

calculer A? et plus généralement les puissances de A par blocs :

w=(38)(58)-(% 8)-(% &)

10 0 O
. 01 00
= diag(1,1,1,4) = 00 1 0
0 0 0 4
10 0 O
J L 01T 0 O
6né 2p — (AP = 2 = di P) =
Plus généralement, pour p € N, A (A ) ( 0 D2 ) diag (1,1,1,2P) 00 1 0 et
0 0 0 2°
o1 0 0
I 0 S 0 S 0 10 O 0
2p+1 — A2PA = ( 2 2 2 ) = -
A ATA <02 D2P><02D> (o D2P+‘> 00 -1 0
0 0 22‘p+1
En terme de calcul, tout s’est passé comme si les matrices S, D et 0, étaient des nombres alors que ce sont des matrices
carrées de format 2. a
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3 Transformations élémentaires

3.1 Définition et codage des transformations élémentaires

On va maintenant définir un certain nombre de transformations élémentaires et le codage correspondant sur les lignes ou les
colonnes d’une matrice qui transforment une certaine matrice en une autre matrice qui a un lien avec la matrice initiale. Ce
lien restera flou au début et s’éclaircira petit a petit, en particulier au second semestre une fois que les chapitres d’algébre
linéaire se seront déroulés. Ces transformations élémentaires seront utilisées plus loin dans ce chapitre pour inverser des
matrices carrées de petits format par la méthode du pivot de GAUSS.

Ces transformations élémentaires sont :

e Echange de deux colonnes. L’échange de la colonne 1 et de la colonne j (1 # j) se note C; < Cj.
Echange de deux lignes. L’échange de la ligne 1 et de la ligne j (1 # j) se note Ly ¢ L.

e Multiplier une colonne par un nombre A # 0. Le remplacement de Cj par ACj se note Cj + AC;.
Multiplier une ligne par un nombre A = 0. Le remplacement de L; par AL; se note L; « AL;.

e Ajouter une colonne & une autre. Le remplacement de la colonne j par la colonne j + la colonne i se note Cj « C;+C;.
Ajouter une ligne & une autre. Le remplacement de la ligne i par la ligne i plus la ligne j se note Ly « Li + L.

3.2 Interprétation en terme de calcul matriciel des transformations élémentaires

On va voir que chacune des transformations précédentes peut s’interpréter en terme de calcul matriciel. Commencons par
un résultat utile pour la suite et a connaitre en tant que tel. On calcule une bonne fois pour toutes le produit d’une matrice
A par une matrice élémentaire Ey j, a droite ou a gauche.

Théoréme 17. Soit A € My, ,(K). On note Ly, ..., L les lignes de A et Cy, ..., Cp, les colonnes de A.

e Soient (l,]) S [[],pﬂz puis Ei,j = (6k‘151»j)1<k,1<p S Mp (K)
AE;=(0 ... 0 Ci 0 ... 0)

e Soient (l,]) S [[1,nﬂ2 puis Ei‘j = (5k31513j)1<k,1<n S Mn(K)

ol

DEMONSTRATION .

e Soit A = (ay,1) € Ma,p(K). Soient (1,j) € [1,p]? puis Eij = (5x,i81,5)1 <y 1< € Mp(K).

AEi; = E ax,tExn | By = E ax,1Ex1Ei; = E ai,101,i Ex

1<k<n, 1<1<p 1<k<n, 1<1<p 1<k<n, 1<1<p

P
= Z ax,iEk,j (parmi les np termes, ceux pour lesquels | # 1 sont nuls et ont été supprimés).
k=1

0 0 aii O 0
Donc, AR ; = ou encore AE;; est la matrice définie en colonnes par
0 0 ani O ... O .
T )
j AEj=(0 ... 0 C 0 ... 0).
® Soit A = (ax,1)1<ksn € Mn,p(K). Soient (i,j) € [1,n]? puis Eij = (8k,i01,1); o 1cn € Mn(K).
1<1<p LS
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EijA =Ei;j ( Z ak,lEk,L> = Z ay1Bi Bk = Z ak, 10k, Ein

1<k<n, 1<1<p 1<k<n, 1<1<p 1<k<n, 1<1<p

n
=) kL
1=1

0o ... ... 0
0 0
Donc, EijA =] aj1 ... ... Qjp | «—— i ouencore E;jA est la matrice définie en lignes par
0 0
0 0
0
0
El ]A = I_j -~ 1
0
0

Ainsi, AE;; est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf peut-étre la j-éme qui est sa i-éme colonne de A et Ei ;A est la
matrice dont toutes les lignes sont nulles sauf peut-étre la i-éme qui est sa j-éme ligne de A.

a
3 0 =5 0 0 1 0 0 3 0 0 O 3 0 =5 00 O
Par exemple, [ 1 1 1 000 |=100T1 | el 1T 0O 1T 1 1 =3 0 =5
4 0 1 0 00 0 0 4 0 00 4 0 1 00 O

On se sert maintenant des résultats du théoréme 16 pour interpréter en terme de calcul matriciel les trois transformations
Cj «— AGj (ou Ly ¢+~ ALy), G ¢+~ G5+ Gy (ou Ly «~ Ly + L) et Ci > Cj, (ou Ly = Lj), dans une matrice A € My, (K).

e Pour remplacer Cj par ACj, il suffit d’ajouter (A —1)C; a Cj. D’aprés le théoréme 17, ceci s’obtient en remplacant la
matrice A par la matrice A 4+ (A —1)AE;; = A (I, + (A —1)E;;). On pose Aj(A) =1, + (A —T1)E; ;. On a explicitement

1 0 ... ... 0
0
o]
Aj(A) = A =diag(1,..., 1,A\1,...,1),
| .
: .0
0 ... ... 01

ou A a été placé en j-éme colonne. En résumant les calculs précédents, on a
siA:( Ci ... G ... Cp ),alorsAAjU\):( Ci ... AG ... Gy )

De méme,

Ly Ly

si A= Ly |, alors A{(A)JA=| AL
0
0
1

10
Ainsi, par exemple, T4 -5 0 3
2 3 1 0 0

(112 5\ (20 14 =5\ (2 8 —10
“\2 9 1 )J%0o 23 1 )= {23 1 )
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On note que, de maniére générale, si A # 0, Aj(A) = diag(1,...,1,A,1,...,1) est une matrice carrée inversible en tant que
matrice diagonale a coefficients diagonaux tous non nuls et de plus,

(AjA) ' = (diag(1y..., 1, 1,..., 1)) = diag (11%11) = D; (%)

e Pour remplacer Cj par Cj + Ci (i #j), il suffit d’ajouter Cy & Cj. D’apreés le théoréme 17, ceci s’obtient en remplacant
la matrice A par la matrice A + AE;; = A (I, + Ei ). On pose Ay ; = I, + Ei ;. Explicitement,

1T 0 ... ... 0
0
1
Ay =T +Eij =
1 1
: .0
0o ... . 01
ot le 1 non situé sur la diagonale, est situé ligne i, colonne j (i # j). Si est décrite en colonnes sous la forme A =
(C] Ci Cj Cp ),alorsAEi,j:(O .0 L. Ci O)puis
SiA:(C] Ci Cj Cp ),alorsA/\i,j:(Q Ci Cj+Ci Cp )
De méme,
L] I—]
L; Li + Lj
siA= : , alors AjjA = :
L L
| Ln

On note que sii#j, (I +Eij) (Ip —Eyj) =1, + By j —Ei; + 0, = I, et de méme, (I, — By ;) (I, + Ei5) = I,. Donc, Ay j
est inversible d’inverse (/\i,j)_] =1, —Ei;.

e Pour effectuer la transformation Ci & Cj, i # j, on part de la matrice A = (Cy,...,Cy,...,GCj,...,Cp), on supprime
sa i-éme colonne et sa j-éme : A — AE;; —AE;; = (Cy,...,0,...,0,...,Cp) puis on place sa j-éme colonne (initiale) en
i-éme position et sa i-éme colonne en j-éme position :

siA:(C1,...,C-1,...,C]-,...,Cp),alorsA(Ip—Ei,j—Ej,j—l—Ei,j—l—Ej,i) :(C1,...,Cj,...,Ci,...,Cp).

Pour i #j, on pose Ty ; = I, — Ei; — Ej; + Eij + Ej,i. On a explicitement

1 0 0
0
1
0 1
1
Ty =
1
1 0
1
.0
0 0 1

On note que (en se rappelant que Ejj x Ex 1 = 6j,kEi‘1) :
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To = (Ip —Eij — B + Eij + B (Ip —Eiy — B + B + B =1
(écrivez explicitement tous les termes non nuls puis simplifiez). Donc, Ty j est inversible d’inverse elle-méme.

On établit maintenant un résultat qui montre qu’on ne modifie pas le caractére inversible d’'une matrice carrée en lui
appliquant I'une des transformations précédentes.

Théoréme 18. Soit A € M,,(K). Soit M € GL,(K). Alors,

A€ GLy(K) & AM € GLo(K) et A € GLo(K) & MA € GLn(K).

DEMONSTRATION .  Soient A € M, (K) et M € GL,(K). Soit A’ = AM.
On sait déja que si A € GL,(K), alors A’ € GLn(K) et A" =MTA™".

Réciproquement, supposons A’ € GLn(K). D’abord, A’ = AM = A’M™' = AMM ™' = A = A’M~". Puisque M € GL,(K), on sait
que M~" € GL.(K) et donc A est inversible en tant que produit de matrices inversibles.

Le raisonnement est analogue pour la matrice MA. On peut aussi appliquer le résultat obtenu pour la matrice AM & la transposée
de cette matrice : (AM)T = MTAT.

a

On en déduit immédiatement :

Théoréme 19. Soit A € M, (K). Soit A’ une matrice carrée obtenue a partir de la matrice A par transformations
élémentaires successives sur les lignes ou les colonnes. Alors

A est inversible si et seulement si A’ est inversible.

4 Systémes d’équations linéaires

4.1 Les différentes présentations
4.1.1 Présentation classique

On se donne n x p nombres a;j, 1 <1< p, 1 <j < n, puis p nombres by, 1 < i < p, éléments de K = R ou C. On
consideére le systéme d’équations

a1,1X1 +ar2X2 + ...+ arnXn = b1
(s) az1X1 +az2x2 + ...+ a2 nXn = by
. y

p,1X1 + ap2X2 + ...+ Ap nXn = bp

ol (X1y...,%Xn) € K™ (S) est un systéme de p équations linéaires & n inconnues (les nombres x1, ..., xn). On peut
aussi ne considérer qu’il n’y a qu’'une inconnue, le n-uplet (x1,...,Xn).
Le systéme est dit homogéne si et seulement si by = ... = b, = 0. Le systéme homogéne associé¢ au systeme (S) est

a; X1 +ajpx2 + ...+ aynxn =0

a21X1 +Qa22X2 + ...+ A2 nXn = 0
(Sn)

Ap1X1 + Ap2X2 + ...+ Ap nXn =0

Résoudre le systéme (S), c’est trouver tous les n-uplets (x1,...,xn) € K™ vérifiant (S). Jusqu'a la fin du chapitre, on
notera 8 (resp. S8y,) ’ensemble des solutions su systéme (S) (resp. (Sn))-

Le systéme (S) est dit compatible si et seulement si § # @. On note qu’un systéme homogéne est toujours compatible
car le n-uplet (0,...,0) est toujours solution d’un systéme homogene.
4.1.2 Présentation matricielle d’un systéme

Soit A € (ai,j)(”)e[{] pIx[1,m] € M, n(K). A est la matrice du systéme (S). Soient B = (bi)lgigp € Mp,1(K) puis
X= (x]-)1<j<n € Mu,1(K). Le systeme (S) s’écrit matriciellement
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(S) AX=B.

Le vecteur colonne B est le second membre du systéme (S). Le systéme homogéne associé au systéme (S) est

(Sn) AX=0.
4.1.3 Présentation en colonnes
On note Cy, ..., Cy les colonnes de la matrices de la matrice A. Donc, Vj € [1,n], Cj = (ai,j)]<i<p € M,,,1(K). On peut
=<'
écrire :
a1, 1X1 + a1 2X2 + ...+ a1 nXn a1 a2 ain
Az 1X1 + a2 2X2 + ...+ a2 nXn az1 az 2 azn
AX = ’ =X ’ +x2 ’ +...4+Xn ’ =x1C1+%2Co+. . . 4xn1Chr.
Qai,1X1 + A 2X2 + ...+ Qi nXn ai,1 ai,2 ain
Ap,1X1 + Ap 2X2 + ...+ Ap nXn ap,1 ap,2 ap,n

Le systéme (S) s’écrit alors

(S) ZX]'C]' =B.

j=1

Le systéme (S) est compatible si et seulement si le second membre B est combinaison linéaire des colonnes de la matrice
A.

4.2 Systémes de CRAMER

DEFINITION 7. Un systéme de CRAMER est un systéme ayant autant d’équations que d’inconnues et dont la matrice
est une matrice (carrée) inversible.

Théoréme 20. Un systéme de CRAMER admet une et une seule solution. En particulier, un systéme de CRAMER
homogéne admet une et une seule solution & savoir la solution nulle (0,...,0).

DEMONSTRATION . Notons A € M, (K) la matrice du systéme (S). Par hypothése, A € GLn(K). Mais alors, pour X € Mxy 1 (K),

AX=B=>A'AX=A"B=I,X=A'B=X=A'B,
et

X=A""B=AX=AA"'B=AX=1,B= AX =B.
En résumé, VX € My, 1 (K), (AX =B X=A"" B). Ceci montre 'existence et 'unicité de la solution.

4.3 Forme générale des solutions d’un systéme compatible

Théoréme 21. Soient A € M, (K) et B € M, 1(K). Soient (S) le systéme AX = B, d'inconnue X € My, 1(K) et (Si)
le systéme homogéne associé AX = 0.

On suppose que le systéme (S) est compatible. On note Xy une solution particuliére du systéme (S)

Les solutions du systéme (S) sont les vecteurs colonnes de la forme Xo + Y o Y est une solution quelconque de (Sy).
Dit autrement, la solution générale de (S) est égale a la somme d’une solution particuliére de (S) et de la solution
générale de (Sy).

DEMONSTRATION . On note 8 (resp. 8i) l'ensemble des solutions du systéme (S) (resp. (Sn)). Soit X € M, 1(K).
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XeS§E&AX=BEAX=AXo & A(X—Xo) =0
EX=Xo eS8 &IAYESH/ X—Xo =Y
&IV edn/ X=Xo+ V.

Donc, s ={Xo+Y, Y € Sn}.

4.4 La méthode du pivot de GAUSS

Nous nous contenterons de décrire la méthode du pivot de GAUSS sur un exemple simple. Dans un premier temps, nous
allons résoudre un systéme d’équations linéaires par cette méthode puis nous allons appliquer ce travail au calcul de
I'inverse d’une matrice.

4.4.1 Résolution d’un systéme par la méthode du pivot de GAuUss

2x+y+3z2=9
Considérons le systéme (S) : X—Yy+z==6 . Dans la partie gauche ci-dessous, nous faisons une résolution du
—Xx+2y+z=-2
systéme avec une présentation classique et dans la partie droite, nous faisons la méme résolution en écrivant uniquement
les coeflicients dans une matrice.
Etape 1 : nous faisons apparaitre un 1 en haut & gauche ce qui est rendu possible par le fait que le coefficient en haut a
gauche & savoir 2 est non nul.
Etape 2 : a l’aide du pivot égal & 1, nous faisons disparaitre 'inconnue x des deux derniéres équations ou encore nous
faisons apparaitre des O sous le 1 dans la matrice.

3
Etape 3 : le pivot est maintenant le coefficient de y dans la deuxiéme équation & savoir ) et nous le remplagons par un

1 en multipliant cette équation par -3

Etape 4 : on se sert du pivot pour éliminer y en premiére et troisiéme équation ou encore on fait apparaitre des 0 dans la
matrice en deuxiéme colonne et premiére et troisiéme lignes. Les coeflicients de la premiére colonne ne sont pas modifiés
par les étapes 3 et 4.

2x+y+3z=29 2 1 3|9
X—y+z=6 1T -1 1] 6
—Xx+2y+z=-2 -1 2 1| =2
13 9 ;312
B R L S 1 2 2|2
Btape 1: 0 x —y+z=6 bregh 1 -1 1|6
—Xx+2y+z=-2 1 2 11
x+l +§z—2 1 1 é 2
2972573 2 32 13
Etape2: —gy—%lzg Lz(—Lz—L] etL3FL3+L] 0 7% _% %
5,,5,_9 0 3 5|5
2973573 7 3 13
13 L1 39
X+§y]+§7‘72 2 2|2
2
Etape 3 : y+ gZ =—1 Ly « _gLZ 0 1 % -1
5 5 5 5 5|5
YT 3273 © 3 313
4 4
—z= 1 2|5
X —ﬁ3z_5 ] i 0 3
Etape 4 : y+§7~:—1 L]Hh—szetLg(—Lg—sz 0 1 % -1
5 5
— :5 2
3Z 0 0 3 5
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4 4
-z=5 1 0 =| 5

X —1;32 ; 3
Etape 5 : y+ §7' =—1 L3 « ng 0 1 % 1
z=3 00 13
X =1 1 0 0] 1

4 1

Etape 6 : y =-2 Ly L — §L3 et [h « Ly — §L3 01 0f-2
z=3 0 0 1|3

L’ensemble des solutions est 8§ = {(1,—2,3)}.

4.4.2 Deux méthodes de calcul de ’inverse d’une matrice

2 1 3
On veut maintenant I'inverse de la matrice du paragraphe précédent : A = 1T -1 1
-1 2 1
e Une premiére technique est : si (X,Y) € (M3 (R))z, AX =Y & X =A"'Y. On est donc amené a résoudre un systéme
X a
d’équations linéaires par la technique de son choix. On pose X = | y etY=| b
z c
2x+y+3z=a y=-—2x—3z+a y=—-2x—3z+a
AX=Y&S < x—y+z=b S ¢ x—(—2x—3z+a)+z=b S < 3x+4z=a+b
—Xx+2y+z=c —x+2(—2x—3z+a)+z=c —5x —5z=—-2a+c
y=—2x—3z+a y=—2x—3z+a
X = —4Z+ ](1-1- ]b 4 ! !
ey 3 T3S s ’;=—§Z+§%+§b
—5—sz+ = b | —-5z=-2 = e
( 3Z+3a+3 > z a+c 3z 3a+3b+c
3
1 3 - 2
z=——-a+b+ —c z= 5a+b+5c
o 3/ 3 11 o) x=3a vt
XxX=—s|—za+b+_-c|)+sa+5b 5 5
3 5 5 3 3 3 4 1 3
y=—-2x—3z+a y=—2<ga—b—50>—3(—§a+b+gc>+a
1 3 3, 4
Z—gga“‘b—‘;gc X g ? a
S4 x=-a—-b—=c S| Yy = 5 —1 —% b
3 1 z 1 3 ¢
y=—-a—b——c L 2
5 5 5 5
1 3 -5 —4
et on lit A~ = 5 2 -5 -1
-1 5 3
1 0 0
e Une premiére technique est la technique du pivot de GAUSsS. Sionposee; = | 0 |,ex2=| 1 etes=1[ 0 |, les
0 0 1

trois colonnes de A~ sont respectivement, A~ Ter, A~ es et A~ e; ou encore les trois colonnes de A~ sont respectivement,
la solution du systéme AX = ey, celle du systéme AX = e; et celle du systéme AX = e3. En appliquant la technique du
paragraphe précédent, on peut résoudre ces trois systémes en méme temps de la fagon suivante :
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2 1 3|1 0 0
1T =1 1710 1 0
-1 2 110 0 1
1 311
) 11_ 1 3 303 0 0
1o 1 -1 1]0 1 0
-1 2 110 0 1
1 3 1
1 3 3 3 0 0
b —IL,—Lietl3«L3+L 0 —é —l —1 1 0
2 2 1 3 3 1 3 3 7
5 5 1
0 3 3 3 0 1
1 3|1
1 3 303 0 0
2 111 2
L ——=L s =
2773 01 313 30
5 511
4 1 1
1 5 1 1 2
L](—L]—szetL:),(—I_:),—sz 0 1 g g —g 0
5 1 5
0033 3 1
41 1 1
10 3| 3 3 0
3 1 1 2
L3« oL - = =
3T E 0T 313 30
1 3
1]— 1 2
0 0 5 z
3 4
1 S [
0 0 z z
4 1 2 1
L L — §L3 et [ «— Ly — 51.3 01 0 g —1 —g
1 3
0 0 1 —z 1 5
4
> 1 1 3 -5 —4
et on lit de nouveau A~ = - =1 —= == 2 =5 -1
5 5 5
-1 5 3
Sy 3
5 5

4.5 Matrices triangulaires inversibles

Pour finir, on établit une condition nécessaire et suffisante d’inversibilité d’une matrice triangulaire.

Théoréme 22. Soit A une matrice carrée, triangulaire inférieure (resp. supérieure).

A est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls. De plus, en cas d’inversibilité, A~ est
triangulaire inférieure (resp. supérieure).

DEMONSTRATION . Il suffit de démontrer le résultat quand A est une matrice triangulaire inférieure car AT est alors triangulaire
supérieure et de plus, AT est inversible si et seulement si A est inversible.

Le résultat est immédiat quand n = 1. On suppose dorénavant n > 2.
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Supposons A = (ai';j)]gi,jgn triangulaire inférieure (donc si j > i, ai,; = 0) et inversible. Donc, il existe B = (bi>j)]<i,j<n € Mn(K)
telle que AXx B=B x A =1,.

En égalant la premiére ligne de la matrice A X B et de la matrice I, on obtient aj;1b11 =1 et pour j > 2, ar,1by; = 0. Ceci montre
que ai,1 # 0 puis que pour j > 2, by ; =0.

Supposons avoir montré que pour j € [1,n — 1] donné, Vk € [1,j], ax,x # 0 et pour 1 > k, by, = 0. La matrice A x B s’écrit
explicitement

a0 ... 0
b1 0 0
Clj,j 0 bj,] bj,j 0 0
bj1 bjt1541 bjtige2 .o bjrim
Qj+1,5+1 0 ’
0 b brn
an,1 .o o ann
1 0 0
0
, 1 0 : . . . .
et d’autre part, In = . Le coefficient ligne j + 1, colonne j 4+ 1, de A x B est aj41,j4+1bj4+1,541. Ce
1
: 0
0 et .. 0 1
coefficient doit étre égal a 1 ce qui fournit en particulier, aj;1,j+1 = 0. En poursuivant dans la méme ligne (si j < n— 2 car sinon, il
n’y a plus rien a faire), les coefficients sont a;41j+1bj41,j42, puis ..., puisaj4+1,j+1bj+1,n. Ces coefficients doivent étre nuls et puisque
Qj+1,5+1 # 0, on obtient bit1ji2=...=bjrin= 0.

On a montré par récurrence finie que, si A est inversible, tous les aj;, 1 <1 < n, sont non nuls et I'inverse de A est une matrice
triangulaire inférieure.

Inversement, supposons les coefficients diagonaux de A tous non nuls et montrons que A est inversible. On rappelle que les transfor-
mations élémentaires ne modifie pas le caractére inversible ou non inversible d’une matrice. Donc, A est inversible si et seulement
si les matrices suivantes le sont :

1 0 e 0
a1 a2
: (Ly « LL ) puis
a; O : 1 ar, 1) P
0
an,1 e o An,n
1 0 0 1 0 0
0 622 0 1
X as;s DX as;s
0 : (Vi € [2,n], Li « Li — ai1Ly) puis 0 : (Ly — %Ll)
. ’ 2,2
Gy aj,j
0 0
0 X X an,n 0 X X an,n

puis
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0 1
0 as3
0
aj,;
0 0 X

Puisque la matrice I, est inversible, il en est de méme de A.

X

0

ann

puis ...
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