Planche n° 20. Limite d’une fonction en un point. Continuité en un point.
Corrigé

Exercice n° 1
3x —1 14

1) Soit A un réel strictement positif. Soit x €]5,+oc0[. Alors, ~—5 > — puis
3x—1 14 14
> > —5< —.

x—5 /A<:X_5/A<:O<X S\A

14
Soit o« = x est un réel strictement positif tel que pour tout x €]5,+ool, si (0 <)x —5 < «, alors f(x) > A.

Maintenant, si A est un réel négatif ou nul, « = 1 est un réel strictement positif tel que pour tout x €]5,+o0l, si
(0 <)x —5 < «, alors f(x) > A (puisque pour tout x > 5, f(x) > 0).

—1
On a montré que VA € R, 3o > 0/ Vx e R\ {5}, (0 <x—5 < a = f(x) > A). Donc, lim 3x = +o00.

Xx—5 X —
x>5

2) Soit xp € R\ {5}. Pour x # 5,

[f(x) = f (x0))l =

3x—1_3xo—1’ 14x — x|

x—5 X0 —5 :\X—S\X\XO—S\'

-5 -5 -5 -5
Ensuite, pour x € {xo — \on |,Xo + ‘on ] ou encore si [x —xo| < |X02 ‘, onalx—>5 > |X02 | (faire un dessin).
Ainsi,
Ixo — 5l Ixo — 5| 28
Vx € [XO - 3 y X0 7 y [f(x) —f(x0)| < W‘X—XO-
-5 —5)2
Soit ¢ > 0. Soit o« = Min § X0 =31 Ko =5%e 1 )
2 28
28 Xo—5
x— xol < 00 = [F(x) — F(x0)| < b —xol (car bx — xol < 22
(xo —5) 2
28 —5)2 —5)2
< (xo —3)¢ (car [x —xo| < M)

(xo—5)2 < 28 28x2
E.

<

On a monté que Ve > 0, Jox > 0/ (Vx € R\ {5}), (Ix —xol < v = |f(x) — T (x0)| < €). T est donc continue en chaque point
de R\ {5}.

Exercice n° 2

—_—

, 1
Min(f, g) = z(f+ g—If —gl) et Max(f, g) =

Exercice n° 3

5 (f — g + If — gl) sont continues en xo en vertu de théorémes généraux.

Notons xg la fonction caractéristique de Q. Soit x¢ un réel. On note que

1 2
X0 € Q& Vn e N, X0+H€Q<:>VTIEN*, xo—i—%%@.

1 2 1 2
Donc, lim xq (Xo + —> existe, lim ¥Xg <x0 + £> existe et lim x <xo + —) # lim ¥ (xo + £> (P'une des
n—-+oo n n—-+oo n n—-+oo n n—-+oo n

1 2
deux limites valant 1 et lautre valant 0) bien que lim xo+ — = lim xo+ — = xo. Ainsi, pour tout réel xo € R, la
n—-+oo n n—-+oo n

fonction caractéristique de Q n’a pas de limite en x¢ et est donc discontinue en xo.
Exercice n° 4
T
1) Pour n € N, posons u,, = 2nm et v,, = 5 +2nm. Ona lim up, = +oo = lim v, mais lim sin(u,) = 0 et
n—-+4oo

n—-+oo n—-+oo

lir_’I} sin (vi,) = 1. Puisque 1 # 0, on en déduit que la fonction x — sinx n’a pas de limite quand x tend vers +oo.
n—-+oo
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1
2) Pour n € N*, posons u, = — et v = =———. Ona lim uy, =0 = lim v, mais lim sin(u,) = 0 et
nm E +2nm n—+oo n—+oo n—+oo

2

1
lim sin(vy) = 1. Puisque 1 # 0, on en déduit que la fonction x — sin (—) n’a pas de limite quand x tend vers 0.
X

n—-+oo
A
xsin | — || = x| x
X

que xsin (— tend vers 0 quand x tend vers 0.
X

3) Pour tout réel non nul x,

1
sin <—> ‘ < |x]. Puisque |x| tend vers 0 quand x tend vers 0, on en déduit
X

1 1
Ainsi, la fonction x +— xsin <—> a une limite réelle quand x tend vers 0 ou encore la fonction x +— xsin (—) est
X X
prolongeante par continuité en 0.
Exercice n° 5

e Soit x € RSix >1,6x—5 > 0 et donc f(x) existe. D’autre part si x < 1, f(x) existe. Finalement f est définie sur
] — 00, 1[U]1, +oc0l.

e Quand x tend vers 1 par valeurs supérieures, x — 1 tend vers 0 et v/6x —5—D tend vers 1 —b. Donc, si b # 1, la fonction
n’a pas de limite réelle en 1 & droite. Si b =1, pour x > 1,

vVex—5—1 6x —5—1 6

f X) = = =
() x—1 (x—1)(\/6x—5+1) Vex—5+1’
et donc lim] f(x) = 7= 3. Finalement, f a une limite & droite en 1 si et seulement si b = 1 et dans ce cas, cette limite est
x—
x>1
égale a 3. Dorénavant, b est égal a 1.
x—1 __ 1 X _ 1
o lim & = lim £ =1 et donc lim f(x) = a.
x—=1 x—1 X—0 X x—1
x>1 X>0 x>1

Donc, si a # 3, HII% f(x) # lin% f(x) et f n’a pas de limite quand x tend vers 1. Si par contre a = 3, f a une limite réelle
x— x—

x>1 x<1
quand x tend vers 1 ou encore f est prolongeable par continuité en 1.

En résumé, f est prolongeable par continuité en 1 si et seulement si a =3 et b = 1. Le prolongement encore noté f est la
fonction

3 -1)
fi@x— 3six=1 =

6
7v6"_5]_1 Véx —5+ 1

six > 1
X_

Exercice n° 6

xsix € (Qﬁ[O,]])\{O,%}
Pour x € [0, 1], posons f(x) = ¢ 1—xsixe (R\Q)NI0,1]

N I
0s1x—§et§s1x—0

f est bien une application définie sur [0, 1] & valeurs dans [0, 1]. De plus, si x € (QNI0, 1])\{0, %}, alors f(f(x)) = f(x) = x.
Sixe (R\Q)NI[0,1], alors T—x € (R\ Q)N [0,1] et donc f(f(x)) =F(1—x)=1—(1 —x%x) =x.

Enfin, f(f(0)) =f (%) =0etf (f (%)) =Tf(0) = %

Finalement, f o f = Ido 1) et f, étant une involution de [0, 1], f est une permutation de [0, 1].

Soit a un réel de [0,1]. On note que lim f(x) =1 —aet lim f(x) = a. Donc, si f a une limite en a,
x—a, x€(R\Q) x—a, xeQ
1 1
nécessairement 1 —a = a et donc a = 5 Ceci montre déja que T est discontinue en tout réel de [0, 1] distinct de 7 D’autre
1 1 1
part, si a = =, lim f(x) =a==#0=1( = ] et donc f est discontinue en tout point de [0, 1].
2 x—a, x€Q, x#a 2 2
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Exercice n° 7
Donnons tout d’abord une expression plus explicite de f(x) pour chaque réel x.
1
e Six > 1, alors < €]0, 1[ et donc, f(x) = 0.
1 1
Si 3 N* — =1, f(x) =px.
eSigper/ne | g2 n = px
1
e f(0) =1 et d’autre part, Vp € Z*, f (5> =1.

e Six < —1, alors :—( € [-1,0[ et donc, f(x) = —x.

(< 0) fournit, par décroissance de la fonction

1
+1 P
<p+ 1(< 0) et donc f(x) = px.

1 1
e Enfin, si Ip € Z\{—1} tel que x € ] o —}, alors <x <
ptlp P

X | =

X < sur | —00,0[, p <
1 1 1 . . .
Etude en 0. Vx € R*, ;—1 < ~ < < etdonc T—x <f(x)<Tsix>0et1<f(x)<1—xsix<O0. Par suite,
vx € R, |f(x) — 1] < |x].
D’aprés le théoréme des gendarmes, lir% f(x) =1 et f est donc continue en 0.
x—
1 1

f est affine sur chaque intervalle de la forme ] ]D—-H’ 5} pour p élément de Z\{—1, 0} et donc est continue sur ces intervalles

et en particulier continue a gauche en chaque —. f est affine sur | — co, —1] et aussi sur ]1,+o0o[ et est donc continue sur

1
ces intervalles. Il reste donc & analyser la continuité & droite en —, pour p entier relatif non nul donné. Mais,
P

f(l+>: lm (x( —1)):1—17&1:1’(1)
P x— g, x> P P P )

1
f est donc discontinue & droite en tout — ol p est un entier relatif non nul donné.

Graphe de f :

|
T

-2

Exercice n° 8
Soit T une période strictement positive de f. On note { la limite de f en +oo.
Soit xo un réel. Yn € Ny f(xo) = f (xo + nT) et quand n tend vers +oo, puisque T > 0, on obtient :

f(x)= lim f(x+nT)= lim f(X)=0«L.

n—-+oo X—+4o00
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Ainsi, ¥x € R, f(x) ={ et donc f est constante sur R.

Exercice n°9

f(2x) —f
Pour x # 0, posons g(x) = M f est définie sur un voisinage de 0 et donc il existe a > 0 tel que ] — a, a[C Dy.
Mais alors, }—%, % {\{0} C Dy.
Soit x € | =2, 5[ \{0} et n € N".
n—1 X X
f(x) = (f (Z_k) —f (Zk“ )) +f (—) (somme télescopique)
k=0
o X X
=3 g9 (o) <1 (35)-
k=0

Par suite, pour x € }—%, %{\{O} etneN* ona:

n—1 n
<5 el ()12

Soit € > 0. Puisque par hypothése, g tend vers O quand x tend vers O,

f(x)

X

Suce |0, 3]/ X € Fayed, 19X < 5.

Or, pour x € [—a, & \ {0} et pour k dans N*, zlk est dans [—a, o \ {0} et par suite,

1
n—1 n—1 ]__
1 X € 1 e 1 m € 1 €
> o)l <3 X g A —5(1—2—“)%»
k=0 k=0 1 ——
2
n
et donc, @}gfﬁ—}M.Onaamsi montré que
X 2 X
f f(x/2™
Vx € [—a, ] \ {0}, ¥Yn € N*, f(x) §§+’¥ .
f(x/2")

f(x/2")
X

Mais, a x fixé, tend vers 0 quand n tend vers +o0o. Donc, on peut choisir n tel que

< 5 ce que 'on

f
fait. On a alors (—X) < £ + £ €. On a montré que
X 2 2
f(x)
Ve >0, da>0/Vxe Dy, |O<X<ax= —~ <el,
. - - fx)

ce qui montre que (f est dérivable en 0 et que) lim — = 0.

x—0 X
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