SESSION 2026 BECEAS

Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles d’Actuariat et Statistique. Option A
Mathématiques.

Questions préliminaires

1. On suppose a = 0. Soit yo € R. Soit f une fonction dérivable sur R.

f solution de (Py,) sur R & Vx € R, f'(x) = bf(x) et f(0) = yo
& Wx € R, e P/ (x) —be Pf(x) = 0 et £(0) = yo & ¥x € R, (e P*f)" (x) = 0 et £(0) = yo
& V¥x e R, e P¥f(x) = £(0)e et £(0) = yo
& ¥x € R, f(x) =yoe’™.

Pour tout yo € R, le probléme (Py,) admet une solution et une seule sur R & savoir la fonction f : x — yoePx.
2. Soit f une solution de (P) sur R. Montrons par récurrence que pour tout k € N*, f est de classe C* sur R.

o f est dérivable et donc continue sur R. Mais alors f’ : x — af(Ax) 4+ bf(x) est continue sur R puis f est de classe C'
sur R.

e Soit k > 1. Supposons que f est de classe C* sur R. Alors, f' : x — af(Ax) + bf(x) est de classe C¥ sur R puis f
est de classe C**1 sur R.

On a montré par récurrence que pour tout k > 1, f est de classe C¥ sur R. Donc, f est de classe C* sur R.

1
3. (a) La fonction g : x = —— est de classe C* sur R* & valeurs dans R et la fonction h : y — eY est de classe C*®

sur R. Donc, la fonction ¢ = ho g est de classe C* sur R.
T\ _ o
Montrons par récurrence que pour tout n € N, il existe P,, € R[X] tel que, pour tout x € R*, ¢ ™ (x) = P, (—) e 2.
X
e Le résultat est vrai quand n = 0 en prenant Py = 1.

e Soit n > 0. Supposons qu'il existe P, € R[X] tel que, pour tout x € R*, ™ (x) =P, (—) et

Alors, pour tout x € R*,

1 1 2 1 i 1 1
(n+1) () — — 2
" (x) = <_X_2PT/1 (;) + ;Pn <;>) e x> =Pnyg <;> e %,
ot P = —X?P/ +2X3P,, € RIX].

Le résultat est démontré par récurrence.

(b) Soit x €], B]. La fonction h est continue sur [, x] et dérivable sur Je, x[. D’aprés le théoréme des accroissements finis,

h(x)—h
il existe c(x) €]a, x[ tel que % = h'(c(x)). Pour tout x €]a, B], @ < c(x) < x et donc, d’aprés le théoréme des

gendarmes, c¢(x) tend vers & quand x tend vers « par valeurs supérieures. Mais alors, par hypothése, h'(c(x)) tend vers (.
h(x) —h(a)

la fonction h est dérivable en « et de plus, h/(x) = £. On note que la fonction h' est continue en «.

Ainsi, le taux a une limité réelle quand x tend vers o« par valeurs supérieures, a savoir . On en déduit que

(c) Montrons par récurrence que pour tout 1 € N, ¢ est de classe C™ sur R et e™(0)=0.

1
e @ est continue sur R*. De plus, lim ¢@(x)= lim e 2 = lim e Y =0 = ¢(0). Donc, ¢ est continue en 0
x—0, x#0 x—0, x#0 y—+oo

puis sur R.

e Soit n > 0. Supposons que @ est de classe C™ sur R et que @™ (0) = 0. Alors, @™ est continue sur R, de classe C'
sur R*. De plus,
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1 1
lim @™ (x) = lim Pniq (—) e %7 = lim Pn(y)e_yz =0
x—0+ X

x—0+ y—+oo
d’aprés un théoréme de croissances comparées. De méme, Xli%lf @™ (x) = 0. D’apres la question précédente,
@™ est de classe C! sur R ou encore @ est de classe C™*! sur R et de plus, @™+ (0) = 0.
Le résultat est démontré par récurrence. Donc, @ est de classe C* sur R et pour tout n € N, (™ (0) = 0.

(d) Pour tout x € R, posons P(x) = @((x — a)(p —x)). La fonction 1 est de classe C* sur R. Ensuite, pour n € N donné,
P est une somme de fonctions du type x — Qi (x)™ ((x — «)(B —x)), Qx € RIX], 0 < k < n. D’aprés la question
précédente, ™ () =™ (B) = 0.

La fonction 1\ convient.

B
(e) Posons I = J P(t) dt. I est 'intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle. Donc, I > 0. On peut donc poser
x

_ X
pour tout x € R, posons x(x) =u+ \%LJ P(t) dt. Puisque P est de classe C* sur R, il en est de méme de x. De plus,

X
x() =uwet x(B) =u-+ ?I =v. Enfin, pour tout n > 1, (™ (a) = V_Iulj)(“’”(oc) =0 et de méme, x™(B) =0.

La fonction ¥ convient.

4. (a) La fonction f’ est positive sur ]0,8] et donc la fonction f est croissante sur ]0, 8] puis la fonction f a une limite
¢ € [—00,+oo[ quand x tend vers O par valeurs supérieures.

f’ est bornée au voisinage de 0 et donc il existe M > 0 et T €]0, 8] tels que pour tout t €]0, 7], f'(t) < M. D’apreés I'inégalité
des accroissements finis, pour tout x €]0, 7], f(r) — f(x) < M(r —x) puis f(x) > f(r) — M(r —x) > f(r) — Mr. La fonction
f est minorée sur ]0, 1] et donc { € R.

(b) La fonction f’ est continue sur ]0, 8] et de plus f'(t) =. (0] (to). Puisque 0 > —1 la fonction f’ est intégrable sur un
t—

5 5
f'(t) dt est une intégrale convergente. Mais alors, f(¢) = f(5) —J f'(t) dt a une limite réelle quand

€

voisinage de 0 puis J
0
¢ tend vers O par valeurs supérieures.

Partiel :lecas 0 < A < 1

5. Soit (otn ), ¢y une suite réelle pour laquelle on suppose a priori Ry > 0. Pour tout x € ]—Ry, Ral,
+oo

on pose f(x) = Z o x™. Pour tout x € ] —R4, Ry, on a
n=0
+o0o +o0o +o0o
f'(x) — af(Ax) — bf(x) = Z Mm+Donx™—a Z o AMX™ — b Z o X"
n=1 n=0 n=0

(M4 Mo —aA o — boy ) x™.

I
M:

3
Il
o

Par unicité des coefficients d’une série entiére, f est solution de (P) sur ]—Ry, Ry[ si et seulement si pour tout n € N,
(M4 1)xni1 — aA™ &y — bot,, = 0 ou encore, pour tout n > 1 Nay = aotn A" ' + b1

6. Si xp = 0, alors par récurrence, pour tout n > 0, &,, = 0 puis Ry = +00. On suppose maintenant oo # 0.

Sl existe ng € N* tel que aA™ ! +b = 0, alors par récurrence, pour tout n > ng, &, = 0 puis Ry = +o00. Sinon,

pour tout n € N*, aA™ " 4+ b # 0. Dans ce cas, par récurrence, pour tout n > 0, &, # 0 puis, pour tout n > 1,
102 1

e (a?\“_] + b) puis

KXn—1 n

= o0o(1) (car 0 < A < 1). D’apres la régle de I’ALEMBERT, Ry = 4o0.

n—-+oo
Dans tous les cas, Ry = +00 ce qui valide les calculs de la question précédente sur R.

7. Soit « la suite définie par oy = yo et pour tout n > 1, na, = aotn_ A" + ban_1. D’aprés les deux questions
précédentes, la fonction f est solution de (Py,) sur R.
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8. ¢ Soit f € €([—A, Al,R). f est continue sur le segment [—A, A] et en particulier, f est bornée sur ce segment. Mais
alors, ||f]|e existe dans R. Ceci montre que ||.||c est une application de €' ([—A, Al,R) dans R.

e Pour tout f € €([—A, AL, R), |[f]lec = If(0)] =0 (positivité).

e Pour tout f € €([—A, AL R), ||f[lcc =0 = Vx € [-A, A, If(x)| < [|f]|cc =0 = Vx € [-A,A], f(x) =0 = f =0 (axiome
de séparation).

e Soient f € €([—A, Al,R) et A € R. On sait que pour toute partie non vide P de R et tout réel positif k, sup(kP) = k sup(P).
Done, || flleo = sup{A[[f(x)], x € [—A, Al} = Alsup{|f(x)], x € [A, Al} = |Al||f]|co (homogénéité).

e Soit (f,g) € (F([—A, Al,R). Pour tout x € [—A, Al, [f(x) + g(x)| < If(x)]+ [g(})] < [|flloo + |glloo- Ainsi, |[f]lco + ||9]lco
est un majorant de {|f(x) + g(x)|, x € [—A, Al}. Puisque ||f + g||co est le plus petlt de ces majorants, on en déduit que
[If + glloo < |Ifllco + |lgllco (inégalité triangulaire).

On a montré que ||.||o est une norme sur € ([—A, Al,R).

9. Soit g € €([—A, AL, R) Puisque 0 < A < 1, pour tout t € [-A, A], At € [-A, A]. Par suite, la fonction t — ag(At)+bg(t)
est continue sur [—A, A]. On en déduit que Ta g est bien définie sur [—A, A] et de plus, Ta g est continue sur [—A, A]. Ainsi,
Ta est une application de € ([—A, Al,R) vers € ([—A, A],R).

Soit f une solution de (Py,) sur [-A, A]. f est de classe C! sur [-A, A] et pour tout x € [—A, Al
X X
Taf(x) =yo +J (af(At) + bf(t)) dt = yo —&-J f'(t) dt = yo + f(x) — £(0) = f(x)
0 0
et donc Taf =f.

X
Réciproquement, soit f € €([—A, Al,R) telle que Taf = f. Alors, pour tout x € [—A, A], f(x) =yo —&—J (af(At) +bf(t)) dt.
0

Puisque f est continue sur [—A, A], la fonction x — J (af(At) +bf(t)) dt est de classe C! sur [-A, A] et il en est de méme

0
de f. En dérivant, on obtient pour tout x € [—A, A], f/(x) = af(Ax) + bf(x). Donc, f vérifie (P) sur R. Enfin, f(0) =y, et
donc f vérifie (Py,) sur R.

10. Soit A > 0. Soit (g1, 92) € (Z([—A, Al,R))?. Pour tout x € [0, Al,

ITag1(x) = Tagz2(x)| =

J (a(gr —g2) (At) + b (g1 — g2) (1)) dt

(lall(g1 — g2) (At)|+ [bll(g1 — g2) ()]) dt

o

X

%

(Ial+ 1ol [Ig1 — 92]loo = x(lal + [0} lg1 — 2]l
0

A(lal+1bl+ 1) [lg1 — 92|l

Si x € [—A,0], le changement de variables u = —t raméne & la situation précédente et donc, pour tout x € [—A, A],
Tag1(x) = Tag2(x)l < Allal +[bl + 1) [[g1 — g2l Puis [Tags — Tagzllo, < Allal+[bl+1) [[g1 — g2l
1

1
On prend alors A = > 0 et on a pour tout (g1,92) € (¢([—A,ALR))?, [[Tagr — Tagzll, < z||g1 — 92|l

2(lal + 1]+ 1)

11. Soient fy et f, deux solutions de (Py,) sur [-A,A] (A ayant été défini a la question précédente). Alors, d’aprés la
question 9. et la question précédente,

1
11 = f2lloe = [Tafr = Taf2llo < 5 If1 — 2l

1
puis 5 |If1 —f2]lo, <O puis ||f1 — 2|, = 0 et finalement f; = f,. Ceci montre I'unicité d’une solution au probléme (Py,)
sur [—A, Al
B . Pour tout x € BB
SN B NONE
(f1 = f2)" (x) = b (f1 = f2) (x) = a (fi —f2) (Ax) =0

12. Soient fy et f2 deux solutions de (Py,) sur {—
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B
car pour tout x € —}, Ax € [-B, B] et par unicité de la solution a (Py,) sur [-B,B]. f; —f; est donc solution sur

AT
B B
N X}’
(f1 — f2) (x) = keP*. En évaluant les deux membres de cette égalité en 0, on obtient k = (f; —f2) (0) = 0 et donc pour

B B
fout x € {—X, ﬂ, f1(x) = f2(x).

B B B B
[_X’ X} de l’équation différentielle y’ — by = 0 sur [_X’ X] puis il existe un réel k tel que pour tout x € [

13. D’apres la question 7., ’équation (Py,) admet au moins une solution sur R.

1
Soient f; et f, deux solutions de (Py, ) sur R. D’aprés la question 11., fy et f, coincident sur [-A, A]ou A = m
a

D’aprés la question précédente, f1 et f, coincident encore sur {_X’ X} puis, par récurrence, pour tout n € N, fy et f,
+oo

A A A A
coincident sur [— —} et finalement, f; et f, coincident sur U [
n=0

— 7\_“] Enfin, 0 <A <1 (et A > 0) et donc,

An AR
lim — = +oo. Par suite, U [—)\—n) Am
n=0

] = R puis f; et f, coincident sur R. Ceci montre I'unicité de f.
n—+oo AT

On a montré que (Py,) admet une solution et une seule sur R.

Partie 2 : le cas A > 1

14. Avec les notations de la question 5., pour tout n > 1, no, = Ao A +ban g = ((17\”*1 + b) OXn—1-51 g #0 et

102
si pour tout n > 1, aA™ ' +b # 0, alors par récurrence, pour tout n € N, o, # 0 puis pour tout n > 1, —— = aA™ ' +b
n—1
puis, en tenant compte de A > 1,
102
o ~ JaA™! 5 4.
An—1 | N+ n—-+oo

+o0o
Dans ce cas, Ry = 0 puis la fonction f : x — yo + Z o X" n’est définie sur aucun voisinage de 0.

n=1

S . ne—1 b . R . . . .

Par contre, si il existe ng € N* tel que A™°~' = —— la suite « est nulle & partir du rang no puis la fonction f est solution

de (Py,) sur R (oubli probable de I’énonc¢).

15. Puisque xp > 0 et A > 1, Axp > xo = x*. De plus, puisque x* > 0 et A > 1, Uintervalle ]x*, +oo[ est stable par
Papplication t — At. Puisque f est solution de (P) sur ]x*, +ool, pour tout x €]x*, +ool, f'(x) = af(Ax) + bf(x).

Soit n € N. En dérivant n fois, on obtient pour tout x € Jx*, +ool, f™+1(x) = aA™f (™) (Ax) + bf(™)(x) et en particulier,

1) (x0) = aA™ ™ (Axo) 4+ bf™) (x0).

1
16. Pour x € [xo,Axol, posons f(x) = g(x) et pour x € }AXO,AZXO}, posons f(x) = 1 (g’ (%) —bg (%)) La fonction f

est de classe C* sur [xg, Axo] et sur p\xo, Azxo]. Pour tout n € N, pour tout x € p\xo, 7\2x0],

e 570 ()40 ()

1 b
lim f(x) = — (g’ (x0) —bg (x0)) = —=g (x0) = g (Ax0) = f(Axo). La fonction f est continue a droite en Axq puis f est
a a
continue sur [XO,AZXO}. Montrons alors par récurrence que pour tout n € N, f est de classe C™ sur [xo, Azxo].
e Le résultat est vrai quand n = 0.

e Soit n > 0. Supposons f de classe C™ sur [Xo,)\ZXQ}. Alors f e C™ ([XO,AZXO] ,R) ncnt! ([Xo,)\ZXQ} \{Axo},R).
De plus, quand x tend vers Axo par valeurs inférieures, f(™*+1)(x) = g+ 1) (x) tend vers g™*1) (Axo) = 0 et quand

1
x tend vers Axo par valeurs supérieures, f(" 1) (x) = pruE (g(“+2) (;) — bg(“’”) (;)) tend vers
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1
pves) (g(“+2) (x0) — g+ 1) (xo)) =0. Ainsi, f™*1) a une limite réelle en Axo. D’aprés le théoréme de

la limite de la dérivée, f est de classe C™*! sur [xo, )\zxo].

Le résultat est démontré par récurrence. f est de classe C* sur [xo, Azxo]. Ensuite, pour tout x € [xo, Axo],
1
< (F(x) = bf(x)) = = (9'(x) — bg(x)) = f(Ax)
1, 1
5 (9" (Ax0) =bg (Axo)) = — x —bg (Axo) =
b 1
—af(Axo). Enfin, pour tout n € N*, f(™) (Azxo) = o (9("“] (Axo) —bg™ (}\XO)) =0.
17. La fonction f définie maintenant sur [X0,7\2Xo] vérifie les mémes hypothéses que g sur Uintervalle [?\xo,)\zxo}. On
peut donc étendre f a [?\Zxo, 7\3xo} de sorte que f est de classe C*° sur [xo, 7\3xo], f est solution de (P) sur [xo, ?\Zxo] et f

vérifie les mémes hypothéses que g sur [7\27(0, )\3x0}. Mais alors, par récurrence, pour tout k > 2, on peut prolonger f en
une fonction de classe C* sur [xo,Akxo] telle que f vérifie (P) sur [xo,Ak*]xo].

puis f'(x) = af(Ax) + bf(x). f vérifie (P) sur [xo,Axo]. Ensuite, f (A%x0) =

+oo

Finalement, on peut prolonger f en une fonction de classe C*° sur U [xo,Akxo] = [xo,+oo[ (car A > 1) telle que f est
k=1

solution de (P) sur [xg,+ool.

18. On veut que pour tout x € [7;\—()»7‘0}7 f'(x) = af(Ax) + bf(x) = ag(Ax) + bf(x) ou encore on veut que f soit solution

X X
sur {TO’XO} de I'équation différentielle y’ — by = ag(Ax). Les solutions sur {TO,XO} de cette équation sont les fonctions

X

de la forme h : x — keP* + aeb"J e tg(At) dt, k € R.
X0
La condition initiale h (xo) = g (xo) fournit k = g (xo) e~®*°. Donc, nécessairement,

X

Vx € [7\ o[ f(x) = g (xo) e x0) aeb"J e Ptg(At) dt.
X0
X
Réciproquement, soit f la fonction définie par : pour tout x € {);\—O,xo [, f(x) = g (xo) e®(xx0) 4 aeb"J' e Ptg(At) dt et
X0

pour tout x € [xg, Axol, f(x) = g(x).

X
Six e [ X0 [, alors pour tout t € [x,xol, At € [xg,Axo] et donc la fonction t — g(At) est continue sur {—O

5 ,xo} de sorte

A )
que f(x) existe. La fonction f est bien définie sur [XTO, Axo}.
A
f est continue sur [XTO,XO [ et sur [xo, Axo]. De plus, lim f(x) = g(xo)e®+0 = f (xo). Done, f est continue sur [—, )\xo} .
X=Xy X0

X
f est de classe C! sur {—O

30 Xo { et sur [xg, Axo]. De plus, pour tout x € { 50X { f’(x) = bg(Ax) + af(x) puis

lim f'(x) =bg (Axo) + ag (xo) = 0.
X=Xy
D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée. f est de classe C! sur [XTO,XO] En particulier, f est dérivable & gauche en

xo et fy(xo) = lim f'(x) =0 = g’ (x0) = fg (x0). f est donc dérivable en xo et ' (xo) = 0. f est alors continue en xo
X‘?Xo

X X
puis f est de classe C! sur {TO,AXO] et par construction, solution de (P) sur [TO’XO]

19. Soit g une fonction vérifiant les conditions de I’énoncé. D’apreés la question précédente, g s’étend déja a une fonction

X X
f de classe C! sur {TO,AXO} et solution de (P) sur [TO,XO]- f est de classe C* sur [xg,Axo] (car coincide avec g sur cet
X
intervalle). Par récurrence, a partir du fait que f est solution sur [TO,XO} de y’ — by = ag(Ax) et grace au théoréme de

la limite de la dérivée, pour tout n € N*, f est de classe C™ sur [XTOJ\XO} et f(M) (xg) = 0.

X
Pour tout x € [70,

xo} , f/(x) = af(Ax) +bf(x). En dérivant n fois, n € N*, on obtient pour tout x € ,x
aA™ ) (Ax) +bf(™) (x) puis en évaluant en );\ , pour tout n € N*, f(n+1) (XTO) = aA"f(M) (xo)+bf(n (XTO)

o} f(n+1)( ) =

(%)

Mais alors, pour tout n € N*, f(™) ();i)) bl ( 5 )

http ://www.maths-france.fr 5 © Jean-Louis Rouget, 2026. Tous droits réservés.



BECEAS 2026 - Mathématiques - Option A - Corrigé

i (X—O) = af (xo) + bf (X—O) et donc les deux membres de 1’égalité sont simultanément nuls ou pas et en cas de nullité,
X
les £() (70)’ n € N*, sont tous nuls.

Je n’ai pas réussi ensuite & recoller les morceaux pour prolonger a gauche par récurrence.

20. e Soit x¢ €]0,+oo[. Pour tout n € N,

n |f (X_O) nox 1— ! K KA
SN 1 <Y =K }\n1+1< T .
k=0 (ﬁ) k:OA ]_X ]_X A=l
Ensuite, pour tout n € N,
() | ()
In % =In U f)\% (produit télescopique)

(inégalité de convexité)

puis

X KA
[ (s ) | < I (xo)l €™ ().

cette inégalité étant valable pour tout n € N (et tout xo €]0, +00]).

Ensuite, la fonction f est continue et donc bornée sur le segment [xo, Axo]. On note M un majorant de la fonction |f| sur
X0 X0

X
7> 7| (car la suite (—O) est strictement décroissante de
AL An keN

ce segment. Soit x € ]0,xo[. Il existe n € N tel que x € { 3
limite nulle) et donc A™'x € [xo, Axo]. D’aprés (x),

KA

[F(x) < [F (A Tx) | ex=T < MeroT.
Le réel Mex 1 ne dépend pas de x et on a donc montré que la fonction f est bornée sur 10, Axo.

e Puisque pour tout réel x > 0, f/(x) = af(Ax) + bf(x), on en déduit que la fonction f’ est bornée sur ]0,xo]. D’aprés la
question 4.b), on en déduit que la fonction f a une limite réelle quand x tend vers 0.
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