SESSION 2026 E.PILT.A

Ecole Pour I'Informatique et les Techniques Avancées.
Mathématiques

Exercice 1 - Décomposition spectrale d’une matrice

Q1. (A—2L4)% +(A—14) (3ls —A) = A2 —4A + 414 — A2 +4A — 31, = L.

Soit alors X € .#4,1(R). On multiplie les deux membres de 1’égalité précédente par X a droite et on obtient

X=Y+ZouY=(A-2L)*XetZ=(A—1) 3L —A)X. (%)

Maintenant, (A —Ls) Y = (A — I4) (A — 214)*> X = 0 puis Y € Ker (A — L4).
De méme, (A —214)%Z = (A — 214)? (A — L4) (314 — A) X = 0 et done Z € Ker ((A - 214)2). Ceci montre que

My (R) = Ker (A — 1) + Ker ((A - 214)2) .

Si de plus, X € Ker (A —14) N Ker ((A — 214)2), légalité () fournit X = 0 (deux polynomes en A commutent). Donc,
Ker (A —14) NKer ((A — 214)2) ={0} et finalement

My 1 (R) = Ker (A — 1) ® Ker ((A - 214)2) .

Q2. D’aprés la question précédente, pour tout X € #41(R), X = Y+ Z avec Y = (A—ZI4)2X € Ker(A—14) et
Z=(A—14) (34— A) € Ker ((A _ 214)2). Donc,

VX € 41 (R), THX = (A —214)* X et TX = (A —14) (31, — A) X.
Donc, Ty = (A —214)% et TT, = (A — 1) (314 — A).
Q3. (a) On sait que TTy +TT, = Ly, TT;TT, = TT2TTy = 04, ﬂ% =TI et TT3 =T1,. Vérifions le explicitement.

M + 1T = (A —214)° + (A — 1) (314 — A) = Iy d’aprés la question QL.

1T, = (A — 214)2 (A —14)(3I4 — A) =04 (314 — A) = 04 =TI,TT; car deux polyndmes en A commutent.

M2 = (A—214)° (A2—A—3A+3L+ L) = A(A—1g) (A—20)° —3(A—14) (A —204)° + (A —214)* = (A —214)" et
donc ﬂ% =TI;.

T2 = (14 —T)> =14 =2 + T2 = I, —TTy =TT,

(b) Soit (a,b) € R%. TT; et TT, commutent en tant que polynémes en A puis

D2 = (TTy + 2M2)? =12 + 411411, + 4T13 =TT, 4 4T1,

puis

Dz—aD—bI4:ﬂ1+4ﬂ2—a(ﬂ1—|—2ﬂ2)—b(ﬂ1+ﬂ2):(1—a—b)ﬂ1+(4—2a—b)ﬂz.
On choisit a et b tel atb=T "t adirea=23etb=—2eton obtient
1 cnoisit a e esque 2(1+b:4 c'est-a-dire a = [§] = et on obtien

D? = 3D —2I,4.

Le polynéme X? —3X+2 = (X—1)(X—2) est scindé sur R a racines simples et annulateur de D. Donc, D est diagonalisable
dans .Z4(R).

(c) NTT; = (A —TTy — 2IM3) TTy = ATy =TTy = (A — I4) (A — 2I4)% = 0. Ensuite,
D=(A—-2L4)*+2(A—14) Bl4—A) = —A2+4A — 2], et donc N=A —D = A2 —3A + 2I; = (A — I4) (A — 214).

Ensuite, puisque deux polynomes en N commutent, NTT; = (A —1I4) (A —214) (A — 214)2 =(A—-14)(A— 214)2 (A —214) =
04 puis N2 = (A —1,)* (A—214)* = (A —14) (A — I4) (A — 214)* = 04 et en particulier, N2TT, = 04.

On a ainsi écrit : A = D+N ot D est diagonalisable, N est nilpotente et ND = DN (car deux polyndmes en A commutent).
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X—1 0 0 0
Q4. xa = 8 Xg] ng _01 :’Xg] Xg1 X ng X__]z‘:(X—UZ(X—Z)Z (déterminant par blocs).
—1 0 0 X—=2
Dong, Sp(A) = (1,1,2,2).
X
e Soit X = 2 € M4, (R).
t
xenwe {71120 #1200
—t 0 1
Ei(A) = j’t , (y,t) € R? S = Vect (U, Us) ot Uy = (1) ot Uy = ?
t 0 —1
X
e Soit X = g € M4, (R).
t
—x=0
Xek(A)& _igo Ex=y=t=0
x=0
0 0
E5(A) = 2 L ZER S = Veot (Us) ott Us = ?

0 0

L’ordre de multiplicité de la valeur propre 2, & savoir 2, n’est pas égale a la dimension du sous-espace propre correspondant,
a savoir 1. Donc, A n’est pas diagonalisable dans .#4(R).

Q5. xp = (X —1)2(X — 2)%. Ensuite,

0
0
rg(D—I4) =rg -1 0
0

et donc, d’aprés le théoréeme du rang, dim (E;(A)) =4 — 2 = 2. Ensuite,
-1 0 00 -1 0
-1 0 0 0 -1
re(D—2Ma)=rg| 4 o o o|=|_1 o |72
1 0 00 1 0

et donc, d’aprés le théoréeme du rang, dim (Ez(A)) =4 —2 = 2.

Ainsi, xp est scindé sur R et 'ordre de multiplicité de chaque valeur propre de D est égale & la dimension du sous-espace
propre correspondant. On en déduit que D est diagonalisable dans .#5(R).

Enfin, N2 = (E3,1 + E3‘4)2 = E§,1 +E31E42 + B4 0E31 + EAZLZ = 04. Donc, N est nilpotente d’indice 2.

Q6. A® = 14. Soit n > 1. En tenant compte du fait que les matrices D et N commutent (en tant que polynomes en A),
la formule du binéme de NEWTION fournit A™ = (D 4+ N)™ = D™ + nND™! car pour k > 2, N* = 0.

Puisque D est diagonalisable, le polynéme minimal de D est up = (X — 1)(X — 2). Soit n € N. La division euclidienne
de X™ par pp s’écrit X™ = Qu(X —1)(X —2) + anX + by, oit Q, € R[X] et (an,bn) € R%. En évaluant en 1 et 2, on
obtient an, + by, = 1 et 2an + by = 2™. Par suite, a, = 2™ — 1 (en retranchant membre & membre les deux équations)
puis by =1 —an, =2—2" Ainsi, X" = Qn(X—1)(X=2)+ (2" —=1) X +2—-2".
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En évaluant en D, on obtient

1 0 0 0 1 0 0 0
n n n om 0O 1 0 0 w0 1T 0 0
D"=2"-1)D+(2-2M) 14 =(2"—-1) 10 2 0 +(2-2M) 00 1 0
1 0 0 2 0 0 0 1
1 o 0 0
_ 0 1 0 0
Tl =2"+1 0 2™ 0
2n—-1 0 0 2™
Par suite, pour n > 1,
1 0o 0 0 00 00 1 0 0 0
0 1 0 0 00 00 0 1 0 0
n_mn n—1
AT=DEANNDT =1 oy 0 o o [T 0 0 1] =21 0 2 0
2—-1 0 0 2™ 00 00 11 0 0 -]
1 o 0 0 0 00 0 1 0 0 0
_ 0 1 0 0 +n 0 0 0 0 B 0 1 0 0
l=2"+1 0 2™ 0 =T o0 0 21| T | =2"4n2™T4+1 0 2 n2n ' |
2n—-1 0 0 2™ 0 0 0 0 2" —1 0 0 n
ce qui reste vrai quand n = 0.
Exercice 2 - Intégrale de Gauss
—xt?
Q7. soit x > 0. La fonctiont'—>1+—t2est continue sur | — 0o, +ool et est dominée part—zen +00 et —oo (car x > 0).

—xt?

Dong, la fonction t — ]e_’_—tz est intégrable sur | — 0o, +00[. On en déduit I'existence de g(x) dans R.

On a montré que la fonction g est définie sur R

+o0o
Q8. Posons @ : [0,+oo[x]— 00,400 — R de sorte que, pour tout x > 0, g(x) = J O(x,t) dt.
efxtz
1+t2

e Pour tout x > 0, la fonction t — ®(x,t) est continue sur ] — oo, +ool.

(x,t)

e Pour tout t €] — oo, +ool, la fonction x — ®(x,t) est continue sur [0, +ool.

et 1
e Pour tout (x,t) € [0, +00[x] — 00, +ool, |®(x,1)| = T < TTe - @(t) ot @ est une fonction continue

par morceaux, positive et intégrable sur | — oo, +o00[ (car dominée par z en 400 et —0).

D’aprés le théoréme de continuité des intégrales & parameétre, la fonction g est continue sur [0, +ool.

+oo —xt? “+00

Q9. Soit x > 0. [g(x)| = J T2 dt < J e dt puis, en posant u = ty/x,

—00 —00

—+o00
g(x)] = ij e du,

—0o0
(les intégrales avant et aprés changement de variable étant de méme nature c’est-a-dire convergentes). Puisque

1 +oo
lim — J e du= 0, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lir_P g(x) =0.
X—+00

X—+00 \/)_c — oo

+oo
Q10. Soit a > 0. Posons @ : [a,4oo[X]—oco,+0o0[ — R de sorte que, pour tout x > a, g(x) = J D(x,t) dt.
e—xt2

o SRERE
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e Pour tout x € [a, +ool, la fonction t — D(x,t) est continue par morceaux sur [a,+ool.

e Pour tout t €] — 0o, +ool, la fonction x — ®(x,1t) est de classe C! sur [a,+oo[ et de plus,
tze—th

G10)
V(X,t) S [Cl, 4o00[x] — OO,+OO[, —(X,t) = —W

ox

Ensuite,

00
- pour tout x € [a, ool la fonction t — ——(x,t) est continue par morceaux sur | — oo, +ool,

ox

0
- pour tout t €] — oo, +ool, la fonction x — a—(x, t) est continue sur [a + ool,
X

oD t2e—xt’
- pour tout (x,t) € [a,+oo[x]— oo, +00l, ‘a—(x,t)’ =11 e Xt Leat! = @1(t). De plus, @1 est une fonction
X

1
continue par morceaux, positive et intégrable sur | — 0o, +0o[ car négligeable en 400 et —oo devant a d’aprés un

théoréme de croissances comparées.

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre, la fonction g est de classe C' sur [a,+oo[ et sa dérivée
s’obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout a > 0, on a montré que la fonction g est de classe
C! sur ]0, +oof et

2
+oo tZefxt

Ty 4

Vx €]0, +ool, g'(x) = —J'

—o0
Q11. On a vu a la question Q9 que I est une intégrale convergente.

X
Q12. La fonction t — e~t” est continue sur R et donc, la fonction h: x — J et dt est de classe C! sur R et pour tout

0
2

x€R, h/(x) =e .

Soit x > 0. En posant u = t? et donc t = \/u puis dt = , on obtient

du
2V
2
X X e—u
h(x) :J et dt :J —— du.
0 0o 2Vu

Q13. Soit x > 0.

+oo tzefxtz +oo e—xt2 +00 (] +t2) e—xt2 +o00 ,
X —g)=—| S8 _ar—| S at=—| YTE)E gi— | et
9'(<) —glx) Joo T+ 02 Joo1+t2 J T+t2 J ¢

—0o0

1 +oo

= —7 J e du (d’aprés la question Q9)
X —00
I

Q14. Les solutions sur ]0, +oo[ de I’équation homogene associée, a savoir y’—y = 0, sont les fonctions de la forme x — Ae*,
AeR.

I
Ensuite, il existe une solution de 'équation y’ —y = —7 sur ]0, +ool de la forme f : x — A(x)e* ol A est une fonction
X

dérivable sur ]0, +ool.

vx >0, f/(x) —f(x) = —% &S Vx >0, M(x)eX = —% Svx >0, M(x) = —% = —Zldix (h (VX))

& Vx>0, Alx) = —2Ih (VX).

1
Une solution particuliére de ’équation y’' —y = —7 sur ]0, +oo[ est la fonction f : x — —2Ih (\/77) e* puis, il existe
X

A € R tel que
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vx >0, g(x) = Ae* —2Ie*h (Vx) .

X “+oo 1
Q15. lim h (ﬁ) = lim J et dt= J e dt=<1 (par parité). Puisque pour tout x > 0, g(x) = e* (7\ —2Ih (ﬁ))
X—+00 2

X—+00 0 0

et que lim e*=4ocoet lim g(x) =0, on a nécessairement 0 = liril A—2Ih (ﬁ) =A— I, puis A = I?. Ainsi,
X—+00

X—+00 X—+00

vx >0, g(x) = e* (I* — 2Th (VX)) .

Maintenant, la fonction g est continue en 0 et donc

+oo d -
2 = lim g(x) = g(0) = L,o 1+—tt2 = [Arctan(t)]7® = = — (—_) —n

puis, en tenant compte du fait que I > 0,

=

Exercice 3 - Entropie d’une variable aléatoire réelle discréte

Cas d’une variable aléatoire réelle discréte finie

Q16. Pour tout k € [[1,1], px € [0,1] et donc —py In (px) = 0 (y compris si px = 0) puis en sommant, H(X) > 0. Ensuite,

HX) =06 3 —piln(pe) =0
k=1

& Vk e [1,n], —pxIn (px) = 0 (réels positifs de somme nulle)
& Vk e [1,n], px €{0, 1}
n
Maintenant si deux aux moins des px sont égaux & 1 ou si tous les px sont nuls, on n’a pas Zpk = 1. Finalement,
k=T
H(X) = 0 si et seulement si I'un des px est égal & 1 et les autres sont nuls ce qui équivaut au fait que X est une variable
certaine.

Q17. Pour tout k € [1,n], P(X =k) = :—1 puis

1
Q18. La fonction In est strictement concave sur ]0, +oo[ car de dérivée seconde x — ——5 strictement négative sur 10, +o0l.

Son graphe est au-dessous de sa tangente en son point d’abscisse 1 ce qui fournit pour tout x €]0, +oo[, In(x) < x—1. De
plus, In(x) =x — 1 si et seulement si x = 1.

1 1 1
Soit x €]0, +-ool. Alors, " €]0, +ool puis In (;) < < 1 puis —xIn(x) < T — x avec égalité si et seulement si x = 1. Avec

la convention de ’énoncé, I'inégalité est encore valable pour x = 0 et cette inégalité est stricte. On a montré que

Vx € [0, +ool, —x1In(x) < 1 — x avec égalité si et seulement si x = 1.
Mais alors, pour tout k € [1,n], — (npx) In (npx) < 1 — npk puis, en sommant,

n

nZ—Pkln(nPk) = Z—(npk)hl(npk) < ZU —npi) :n—nzpkzo

k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n
et donc Z —px In (npx) < 0. D’autre part, Z —px In (npx) = —In(n) Z Z pr In (px) = —In(n) + H(X) et donc
k=1

k=1 k=1
H(X) < In(n).
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Q19. L’inégalité précédente est une égalité si et seulement si toutes les inégalités écrites sont des égalités ou encore pour
tout k € [1,n], — (npk) In (npx) = 1 —npx ou encore pour tout k € [1,n], npx =1 (cas d’égalité de I'inégalité du début

de la question). En résumé, H(X) = In(n) si et seulement si pour tout k € [1,n], px = o c’est-a-dire X suit la loi uniforme
sur [1,n].

Cas d’une variable aléatoire X réelle discréte infinie.

Q20. Soit & €]0,1[. Y(Q) = N* et pour tout n € N*, P(Y =n) = (1 — «)™'. Pour tout n € N*,

Prlln (pr)l = —a(1— )™ "In (a(1 — o)™ ') = —aln(a)(1 — )™ " —aln(1 —a)(n — 1)(1 — )™ .

Puisque 1 — & €]0, 1[, d’aprés un théoréme de croissances comparées, n2py |In (pn)] = o(1) puis pn[In(pn)] =
n—-+oo n—-+oo

o (F) On en déduit que la série de terme général —p, In (pr) = pn [In (pn)| converge puis que Y admet une entropie.

+o00 +o0
1 1
Lo s _ _ n—1 I — _ 3 — - = UL
Déja, Z oaln(x)(1 — «) oaln(o) x T — = In(). Ensuite, pour tout x €] — 1,1[, T Z X
n=1 n=0
+oo
1+ Z x™ 1 puis, en dérivant,
n=2
1 +oo
_ n—2
vx €]l —1,1[, “—X)Z_nzzz(n_nx )
= iy a(1—o)In(1 — «)
Mais alors, —aln(l—o)n—11 —x)" " = —x(1 — o) In(1 — « n—101-a)"?=— =
T; (1— o) —1)(1 - o) (1 — o In( )n;( (1 =) L
—(] —o)In(l — oc). Finalement,
)
H(Y) = —In(o) — U= z‘“ —o

Q21. (a) X admet une espérance et donc la série de terme général np, converge. En particulier, npy = o(1) puis
n—-+oo

1
Pn = O (E) On en déduit que

n—+

1 1 In(n)
\/p_nln (pn) 11—):-0-00 ° (ﬁ) ln (E) n—>:+oo 0 ( \/ﬁ ) n—>:+oo ° ]

d’aprés un théoréme de croissances comparées. Ainsi, lirf VPnln(pn) = 0 et en particulier, il existe ng € N* tel que
n—+oo
pour tout 1 = no, /pxlIn (pn)) | < 1.
(b) Pour tout n > no, pn |In (pn)l = /Pn X /P 0 (pn)l < /P
1 /1 1 1 1
Sipn < 3 alors pn |In (pn)| < 3= I Sinon, pn > 3 puis 0 > In (pn) 2 In <$> = —3In(n) puis
In (pn)| < 3In(n) et finalement, py [In (pn )| < 3pn In(n).

1
On a montré que, pour tout n > ng, pn |ln (pn)| < Max <—3,3pn ln(n)).
n2

3

1
(c) On a encore pour tout n = ng, pnlln(pn)l < — + 3pnIn(n). La série de terme général —- converge (série de
nz2 nz2

3 .
RIEMANN d’exposant 7 > 1). D’autre part, d’aprés un théoréme de croissances comparées,

3paln(n) = npn x 22— o) = ompn).

n n—-+oo n—-+oo

Par hypothése, la série de terme général np,, converge et il en est de méme de la série de terme général 3p,, In(n). Ainsi,

la série de terme général —- + 3py, In(n) converge et donc la série de terme général py [In (pn)| converge.
nz

On a montré que si X admet une espérance, alors X admet une entropie.

1
Q22. (a) Y admet une entropie d’aprés la question Q20. Ensuite, par hypothése E(X) = E(Y) = = < 400 et donc X

admet une entropie d’aprés la question Q21. Ensuite,
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H(X) anln Pn) +anln qn)

+o00 “+oo
Z qnln(gqn) —pnIn(pn)) Z ( —pn)In(gn) +pnln (g“))

n=1 n

Ensuite, pour tout n > 1,

x n
(4 =P 100 = (g~ pr) 1 (201 = ")

0.4
=In (m) (gn —Pn) +In(1 — &) (Ngn —npn) .

Les séries de termes généraux respectifs In (%) (dn —Pn) et In(1 — &) (Nnqn — npn) convergent et de plus,

400 o & 400 400 o«
Z In (m) (qn —pn) =In (m) <T; qn_T;pn> =In <m> (1-1)=0.

n=1

D’autre part,

+o00 “+o0o +oo
Y (1 — &) (ngn —npy) =In(1 — ) (Z ngn— y_ npn> =In(1 — a)(E(Y) — E(X)) =0.

n=1 n=1 n=1

11 reste H(X Z pnln (Qn>

(b) La fonction In est concave et dérivable sur ]0, +oo[. D’aprés l'inégalité de JENSEN,

“+oo
H(X)—H(Y)zzpnln(g—“) m(an ) m(zqn>_ o,
n=1 n Pn

Ainsi, H(X) < H(Y).

(¢) Soit y €]0, +ool. Pour x €]0, +oo[, posons g(x) = f(x) — f(y) — f'(y)(x —y). g est dérivable sur ]0, +oo[ et pour tout
x €]0, +oo[, g’'(x) = f'(x) — f’(y). Maintenant, la fonction f est concave sur ]0, +o00[ et donc la fonction f’ est décroissante
sur ]0, +oo[. Mais alors, la fonction g’ est positive sur ]0,y] et négative sur [y, +ool. La fonction g admet un maximum en
Yy avec g( ) = 0. La fonction g est donc négative sur ]0, +oo[ puis, pour tout x €]0, +ool, f(x) — f(y) < f'(y)(x —y).

+o0o

Avec les notations de 1’énoncé, posons S = Z thPn.

n=1

+o00 +00 +oo +oo
Zf(tn)pn_f<z tnpn) :Zf(tn)pn_ <an> an tn _f S))
n=1 n=1 n=1 n=1
+o0
<D paf'(8) (tn —8) =£/(S) <Z Pntn — S Zm) =f'(S)(5 )
n=1 n=1 n=1

:O’

+oo +oo
et donc, Z fltn)pn < f <Z tnpn>.
n=1

n=1
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