
SESSION 2023 BÉCÉAS

Banque d’Épreuves des Concours des Écoles d’Actuariat et Statistique.
Mathématiques.

Exercice I - Une inégalité entre sommes de séries

1. Un premier exemple

(a) Soit n ∈ N
∗.

n∑

k=1

ak =

n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n∑

k=1

(

1

k
−

1

k + 1

)

= 1−
1

n + 1
(somme télescopique).

Quand n tend vers +∞, on obtient la convergence et la somme de la série de terme général an, n ∈ N
∗ :

+∞∑

k=1

ak = 1.

(b) i. Soit n ∈ N
∗.

n∑

k=1

1

ak

=

n∑

k=1

k(k + 1) =

n∑

k=1

k2 +

n∑

k=1

k =
n(n + 1)(2n + 1)

6
+

n(n + 1)

2
=

n(n + 1)

6
((2n + 1) + 3)

=
n(n + 1)(n + 2)

3

puis hn =
n

n∑

k=1

1

ak

=
3

(n+ 1)(n + 2)
.

ii. Soit n ∈ N
∗.

n∑

k=1

hk = 3

n∑

k=1

1

(k + 1)(k + 2)
= 3

n∑

k=1

(

1

k+ 1
−

1

k+ 2

)

= 3

(

1

2
−

1

n + 2

)

(somme télescopique).

Quand n tend vers +∞, on obtient la convergence et la somme de la série de terme général hn, n ∈ N
∗ :

+∞∑

k=1

hk =
3

2
.

2. Un second exemple

(a) Puisque q ∈]0, 1[, on sait que la série géométrique de terme général ak, k ∈ N
∗, converge et que

+∞∑

k=1

ak =

+∞∑

k=1

qk−1 =
1

1− q
.

(b) Soit n ∈ N
∗.

1

q
∈]1,+∞[ et en particulier

1

q
6= 1 puis

n∑

k=1

1

ak

=

n∑

k=1

(

1

q

)k−1

=

1−

(

1

q

)n

1−
1

q

=
q

q− 1

(

1−

(

1

q

)n)

puis hn =
q− 1

q
× n

1−

(

1

q

)n = (1 − q)
nqn−1

1− qn
.

Puisque q ∈]0, 1[, hn ∼
n→+∞

(1 − q)nqn−1 =
n→+∞

o

(

1

n2

)

d’après un théorème de croissances comparées. Donc, la série

de terme général hn, n ∈ N
∗, converge.
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Ensuite, pour n ∈ N
∗, puisque 0 < qn 6 q < 1 puis 0 < 1− q 6 1 − qn et donc 0 <

1− q

1− qn
6 1. On en déduit que pour

n ∈ N
∗, hn 6

+∞∑

n=1

nqn−1. Or, pour tout réel x ∈] − 1, 1[,
1

1− x
=

+∞∑

k=0

xk. On sait que la somme d’une série entière est

de classe C∞ sur son intervalle ouvert de convergence et que ses dérivées successives s’obtiennent par dérivation terme à
terme. En dérivant, on obtient

∀x ∈] − 1, 1[,

+∞∑

k=1

kxk−1 =
1

(1− x)2
.

Mais, alors pour n ∈ N
∗, hn 6

+∞∑

n=1

nqn−1 =
1

(1− q)2
.

3. (a) Soit ((x1, . . . , xn) , (y1, . . . , yn)) ∈ (Rn)
2.

(

n∑

i=1

xiyi

)2

=

(

n∑

i=1

xiyi

)





n∑

j=1

xjyj



 =
∑

(i,j)∈J1,nK2

xixjyiyj

et

∑

16i<j6n

(xiyj − xjyi)
2
=

∑

16i<j6n

x2iy
2
j +

∑

16i<j6n

x2jy
2
i − 2

∑

16i<j6n

xiyjxjyi

=
∑

(i,j)∈J1,nK2, i6=j

x2iy
2
j −

∑

(i,j)∈J1,nK2, i6=j

xiyjxjyi

Mais alors,

(

n∑

i=1

xiyi

)2

+
∑

16i<j6n

(xiyj − xjyi)
2
=

∑

(i,j)∈J1,nK2

xixjyiyj +
∑

(i,j)∈J1,nK2, i6=j

x2iy
2
j −

∑

(i,j)∈J1,nK2, i6=j

xiyjxjyi

=

n∑

i=1

x2iy
2
i +

∑

(i,j)∈J1,nK2, i6=j

x2iy
2
j =

∑

(i,j)∈J1,nK2

x2iy
2
j

=

(

n∑

i=1

x2i

)





n∑

j=1

y2
j



 .

(b) On en déduit que

(

n∑

i=1

x2i

)





n∑

j=1

y2
j



 >

(

n∑

i=1

xiyi

)2

puis l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

∣

∣

∣

∣

∣

n∑

i=1

xiyi

∣

∣

∣

∣

∣

=

√

√

√

√

(

n∑

i=1

xiyi

)2

6

√

√

√

√

n∑

i=1

x2i

√

√

√

√

n∑

i=1

y2
i .

4. Puisque
1

n(n + 1)2
∼

n→+∞

1

n3
, la série de terme général

1

n(n + 1)2
, n ∈ N

∗, converge.

Pour k ∈ N
∗, on pose uk =

1

2k2
−

+∞∑

n=k

1

n(n + 1)2
. Soit k ∈ N

∗.

uk+1 − uk =
1

2(k + 1)2
−

+∞∑

n=k+1

1

n(n + 1)2
−

1

2k2
+

+∞∑

n=k

1

n(n + 1)2
=

1

2(k + 1)2
−

1

2k2
+

1

k(k + 1)2

=
k2 − (k + 1)2 + 2k

2k2(k+ 1)2
= −

1

2k2(k + 1)2
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Pour tout k ∈ N
∗, uk+1−uk 6 0 et donc la suite (uk)k∈N∗ est décroissante. Chaque terme de cette suite est donc supérieur

ou égal à la limite de cette suite. Or lim
k→+∞

1

2k2
= 0 et d’autre part, lim

k→+∞

+∞∑

n=k

1

n(n + 1)2
= 0 (reste à l’ordre k− 1 d’une

série convergente). Donc, lim
k→+∞

uk = 0.

Par suite, pour tout k ∈ N
∗, uk > 0 puis

∀k ∈ N
∗,

+∞∑

n=k

1

n(n + 1)2
6

1

2k2
.

5. (a) Soit (an)n∈N∗ une suite de réels strictement positifs. Soit n ∈ N
∗. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

(

n(n + 1)

2

)2

=

(

n∑

k=1

k
√
ak × 1√

ak

)2

6

(

n∑

k=1

(k
√
ak)

2

)(

n∑

k=1

(
√
ak)

2

)

=

(

n∑

k=1

k2ak

)(

n∑

k=1

1

ak

)

.

(b) Soit p ∈ N
∗.

p∑

n=1

hn =

p∑

n=1

n
n∑

k=1

1

ak

6

p∑

n=1

n

n∑

k=1

k2ak

(

n(n + 1)

2

)2
= 4

n∑

k=1

1

n(n + 1)2

(

n∑

k=1

k2ak

)

.

(c) Soit p ∈ N
∗.

p∑

n=1

hn 6 4

n∑

k=1

1

n(n + 1)2

(

n∑

k=1

k2ak

)

= 4

p∑

k=1

k2ak

(

p∑

n=k

1

n(n + 1)2

)

6 4

p∑

k=1

k2ak

(

+∞∑

n=k

1

n(n + 1)2

)

6 4

p∑

k=1

k2ak × 1

2k2
(d’après la question 4)

= 2

p∑

k=1

ak.

(d) Par hypothèse, la série de terme général ak, k ∈ N
∗, converge. Puisque la suite a est positive, pour tout p ∈ N

∗,
p∑

k=1

ak 6

+∞∑

k=1

ak puis

∀p ∈ N
∗,

p∑

n=1

hn 6 2

+∞∑

k=1

ak.

La suite des sommes partielles

(

p∑

n=1

hn

)

p∈N∗

est donc majorée. Puisque la suite h est positive, on en déduit que la série

de terme général hn, n ∈ N
∗, converge puis quand p tend vers +∞, on obtient

+∞∑

n=1

hn 6 2

+∞∑

k=1

ak.

6. (a) Pour n ∈ N
∗,

n

(n + 1)α+1
=

n + 1− 1

(n + 1)α+1
=

1

(n + 1)α
−

1

(n + 1)α+1
. Ensuite, α + 1 > 2 et donc pour n > 1,

(n + 1)α+1 > (n + 1)2 puis −
1

(n+ 1)α+1
> −

1

(n + 1)2
.

Pour n ∈ N
∗, on a alors
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+∞∑

n=1

n

(n + 1)α+1
>

+∞∑

n=1

(

1

(n + 1)α+1
−

1

(n + 1)2

)

=

+∞∑

n=0

(

1

(n + 1)α+1
−

1

(n+ 1)2

)

=

+∞∑

n=1

1

nα
−

+∞∑

n=1

1

n2
=

+∞∑

n=1

1

nα
−

π2

6
.

(b) Soit n ∈ N
∗. hn =

n
n∑

k=1

kα
. Par croissance de la fonction t 7→ tα sur [0,+∞[, on a

n∑

k=1

kα 6

n∑

k=1

∫k+1

k

tα dt =

∫n+1

1

tα dt =

[

tα+1

α + 1

]n+1

1

=
1

α+ 1

(

(n + 1)α+1 − 1
)

6
nα+1

α+ 1

et donc

hn > n× α+ 1

(n + 1)α+1
= (α+ 1)

n

(n + 1)α+1
.

(c) Si 1 < α 6 β, pour tout n ∈ N
∗,

1

nα
>

1

nβ
puis

+∞∑

n=1

1

nα
>

+∞∑

n=1

1

nβ
. La fonction α 7→

+∞∑

n=1

1

nα
est donc décroissante

sur ]1,+∞[. Cette fonction admet donc une limite ℓ ∈] −∞,+∞] quand α tend vers 1 par valeurs supérieures.

Pour tous α > 1 et p ∈ N
∗, on a

+∞∑

n=1

1

nα
>

p∑

n=1

1

nα
. Quand α tend vers 1, on obtient

∀p ∈ N
∗, ℓ >

p∑

n=1

1

n
.

Puisque

+∞∑

n=1

1

n
= +∞, quand p tend vers +∞, on obtient ℓ = +∞. On a montré que lim

α→1, α>1

+∞∑

n=1

1

nα
= +∞.

(d) Soit α > 1. D’après les questions précédentes, pour n ∈ N
∗,

C

+∞∑

n=1

1

nα
= C

+∞∑

n=1

an

>

+∞∑

n=1

hn > (α + 1)

+∞∑

n=1

n

(n + 1)α+1

> (α + 1)

(

+∞∑

n=1

1

nα
−

π2

6

)

.

Ainsi, pour tout α > 1, C > (α+ 1) −
π2(α + 1)

6
× 1

+∞∑

n=1

1

nα

. Quand α tend vers 1, la question (c) fournit C > 2.

7. (a) Avec la suite a de la question 2, pour tout q ∈]0, 1[,

1

1− q
=

+∞∑

n=1

an 6 K

+∞∑

n=1

hn 6
K

(1 − q)2
.

Donc„ pour tout q ∈]0, 1[, 1

1− q
6

K

(1− q)2
puis K > 1− q. Quand q tend vers 1, on obtient K > 1.

(b) i. Si n > N2 + 1 de sorte que n− 1 > N2, alors pour tout p ∈ J1,NK, n 6= p2 et n − 1 6= p2. Mais alors,
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an =
(gn)

n

(gn−1)
n−1

=

(

1

2n

)n

(

1

2n−1

)n−1
=

1

2n
2−(n−1)2

=
1

22n−1
.

Puisque
1

4
∈] − 1, 1[, la série géométrique de terme général

1

22n−1
= 2

(

1

4

)n

, n ∈ N
∗, converge et il en est de même de la

série de terme général an, n ∈ N
∗.

ii. Pour tout n ∈ N
∗, gn 6

4

2n
puis

+∞∑

n=1

gn 6 4

+∞∑

n=1

1

2n
= 4× 1

2
× 1

1−
1

2

= 4.

Ensuite, pour p ∈ J1,NK, ap2 =

(

4

2(p
2)

)p2

(

1

2(p
2−1)

)p2−1
= 22p

2−p4+(p2−1)
2

= 2 puis

+∞∑

n=1

an >

N∑

p=1

ap2 = 2N.

(c) Soit n ∈ N
∗.

n∏

k=1

ak =

n∏

k=1

(gk)
k

(gk−1)
k−1

=
(gn)

n

(g0)
0

= (gn)
n (produit télescopique).

(d) Soit n ∈ N
∗. Il est connu que pour tout (x1, . . . , xn) ∈]0,+∞[n, n

√
x1 . . . xn 6

1

n
(x1 + . . .+ xn). Redémontrons-le.

La fonction x 7→ ln(x) est concave sur ]0,+∞[ car sa dérivée seconde, à savoir la fonction x 7→ −
1

x2
est négative sur cet

intervalle. On en déduit que pour (x1, . . . , xn) ∈]0,+∞[n,
1

n

n∑

k=1

ln (xk) 6 ln

(

1

n

n∑

k=1

xk

)

ou encore

ln ( n
√
x1 . . . xn) 6 ln

(

1

n

n∑

k=1

xk

)

. Par stricte croissance de la fonction x 7→ ln(x) sur ]0,+∞[, on en déduit que

n
√
x1 . . . xn 6

1

n
(x1 + . . .+ xn).

En appliquant ce résultat aux réels strictement positifs xk =
1

ak
, k ∈ J1, nK, on obtient

1

gn

= n

√

1

a1

. . .
1

an

6
1

n

(

1

a1

+ . . . +
1

an

)

=
1

hn

puis hn 6 gn.

Ainsi, pour tout N ∈ N
∗, il existe une suite a ∈ E telle que

+∞∑

n=1

hn 6

+∞∑

n=1

gn 6 4 et
+∞∑

n=1

an > 2N et donc telle que

+∞∑

n=1

an

+∞∑

n=1

hn

>
2N

4
=

N

2
.

Ainsi,






+∞∑

n=1

an

+∞∑

n=1

hn

, a ∈ E






n’est pas majoré puis Sup






+∞∑

n=1

an

+∞∑

n=1

hn

, a ∈ E






= +∞. Donc K n’existe pas.
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Exercice 2 - Premier numéro manquant

Partie A : Deux cas particuliers

1. (a) On tire avec remise deux jetons d’une urne contenant N jetons numérotés de 1 à N.
Si les deux jetons ne portent pas le numéro 1, le plus petit numéro non obtenu est le numéro 1.
Si l’un des deux numéros obtenus est le numéro 1 et l’autre est supérieur ou égal à 3, le plus petit numéro non obtenu est
le numéro 2.
Sinon les deux numéros obtenus sont le numéro 1 et le numéro 2 et dans ce cas, le plus petit numéro non obtenu est le
numéro 3.

Donc, U(Ω) = {1, 2, 3}.

(b) Pour tout k ∈ J1,NK, P(X = k) =
1

N
= P(Y = k).

Puisque les variables X et Y sont indépendantes et que les événements ((X = 1) ∩ (Y = 2)) et ((X = 2) ∩ (Y = 1)) sont
disjoints,

P(U = 3) = P(((X = 1) ∩ (Y = 2)) ∪ ((X = 2) ∩ (Y = 1))) = P(X = 1)× P(Y = 2) + P(X = 2)× P(Y = 1)

= 2× 1

N
× 1

N
=

2

N2
.

Ensuite, toujours par indépendance des variables X et Y,

P(U = 1) = P((X > 2) ∩ (Y > 2)) = P(X > 2) × P(Y > 2) = (1− P(X = 1))(1 − P(Y = 1))

=

(

1−
1

N

)2

= 1−
2

N
+

1

N2

Enfin,

P(U = 2) = 1− P(U = 1) − P(U = 3) = 1−

(

1−
2

N
+

1

N2

)

−
2

N2

=
2

N
−

3

N2
.

En résumé,

P(U = 1) = 1−
2

N
+

1

N2
, P(U = 2) =

2

N
−

3

N2
et P(U = 3) =

2

N2
.

(c)

E(U) = P(U = 1) + 2P(U = 2) + 3P(U = 3)

= 1−
2

N
+

1

N2
+ 2

(

2

N
−

3

N2

)

+ 3

(

2

N2

)

= 1+
2

N
+

1

N2

=

(

1+
1

N

)2

.

2. (a) V(Ω) = {1, 2, 3, 4}. Tout d’abord,

P(V = 1) = P((X > 2) ∩ (Y > 2) ∩ (Z > 2)) = (1− P(X = 1))3 =

(

1−
1

N

)3

.

Ensuite, P(V = 4) est la probabilité d’avoir, au cours de trois tirages successifs avec remise, obtenu les trois numéros 1, 2
et 3. Puisque il y a 3! = 6 tels tirages,

P(V = 4) =
6

N3
.
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(b) L’événement (V = 3) « est » l’événement : en trois tirages successifs avec remise, on a obtenu le numéro 1, le numéro
2 et pas le numéro 3. En identifiant un tirage à un triplet de numéro,

• il y a les triplets (1, 1, 2), (1, 2, 1), (2, 1, 1), (1, 2, 2), (2, 1, 2) et (2, 2, 1) au nombre de 6

• et les triplets où deux des trois numéros sont 1 et 2 et le troisième est supérieur ou égal à 4 au nombre de 6(N− 3).

Au total, il y a 6(N − 3) + 6 = 6N − 12 tirages tels que V = 3 et donc P(V = 3) =
6N − 12

N3
.

(c) On en déduit encore que P(V = 2) = 1−

(

1−
3

N
+

3

N2
−

1

N3

)

−

(

6

N2
−

12

N3

)

−
6

N3
=

3

N
−

9

N2
+

7

N3
puis que

E(V) = 1−
3

N
+

3

N2
−

1

N3
+ 2

(

3

N
−

9

N2
+

7

N3

)

+ 3

(

6

N2
−

12

N3

)

+ 4

(

6

N3

)

= 1+
3

N
+

3

N2
+

1

N3
=

(

1+
1

N

)3

.

Partie B : Des égalités

1. Soit (j, n) ∈ N
2 tel que j 6 n. Avec la convention usuelle

(

j

j+ 1

)

= 0, d’après le relation de Pascal,

n∑

k=j

(

k

j

)

=

n∑

k=j

((

k + 1

j+ 1

)

−

(

k

j+ 1

))

=

(

n + 1

j+ 1

)

−

(

j

j+ 1

)

(somme télescopique)

=

(

n + 1

j+ 1

)

.

2. 1ère solution. On note T l’endomorphisme P 7→ P(X+ 1) de sorte que ∆ = T − IdR[X]. Puisque les endomorphismes T

et −IdR[X] commutent, la formule du binôme de Newton fournit pour tout entier naturel m,

∆m =
(

T − IdR[X]

)m
=

m∑

j=0

(−1)m−j

(

m

j

)

T j

puis, pour tout m ∈ N et tout P ∈ R[X],

∆m(P) =

m∑

j=0

(−1)m−j

(

m

j

)

P(X+ j).

2ème solution. Montrons que pour tout m ∈ N, pour tout P ∈ R[X], ∆m(P) =

m∑

j=0

(−1)m−j

(

m

j

)

P(X+ j).

• Pour tout P ∈ R[X],
0∑

j=0

(−1)0−j

(

0

j

)

P(X+ j) = P(X) = ∆0(P). La formule est vraie quand m = 0.

• Soit m > 0. Supposons que pour tout P ∈ R[X], ∆m(P) =

m∑

j=0

(−1)m−j

(

m

j

)

P(X+ j). Alors, pour P ∈ R[X],
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∆m+1(P) = ∆





m∑

j=0

(−1)m−j

(

m

j

)

P(X+ j)



 (par hypothèse de récurrence)

=

m∑

j=0

(−1)m−j

(

m

j

)

∆(P(X + j)) =

m∑

j=0

(−1)m−j

(

m

j

)

(P(X + j+ 1) − P(X+ j))

=

m∑

j=0

(−1)m−j

(

m

j

)

P(X+ j+ 1) −

m∑

j=0

(−1)m−j

(

m

j

)

P(X + j)

=

m+1∑

k=1

(−1)m−(k−1)

(

m

k − 1

)

P(X+ k) −

m∑

j=0

(−1)m−j

(

m

j

)

P(X+ j) (en posant k = j+ 1)

= P(X+m+ 1) +

m∑

j=1

(−1)m+1−j

(

m

j− 1

)

P(X+ j) +

m∑

j=1

(−1)m+1−j

(

m

j

)

P(X+ j) + (−1)m+1P(X)

= P(X+m+ 1) +

m∑

j=1

(−1)m+1−j

((

m

j− 1

)

+

(

m

j

))

P(X+ j) + (−1)m+1P(X)

= P(X+m+ 1) +

m∑

j=1

(−1)m+1−j

(

m+ 1

j

)

P(X+ j) + (−1)m+1P(X) =

m+1∑

j=0

(−1)m+1−j

(

m + 1

j

)

P(X+ j)

La formule est démontrée par récurrence.

3. (a) Si Q est de degré inférieur ou égal à 0 (c’est-à-dire si Q est constant), ∆(Q) = 0 puis deg(∆(Q) = −∞.
Si deg(Q) = q > 1, deg(∆(Q)) = deg(Q(X+ 1) −Q(X)) 6 q.

De plus, le coefficient de Xq dans ∆(Q) est dom(Q)−dom(Q) = 0 et le coefficient de Xq−1 est

(

q

1

)

dom(Q) = qdom(Q) 6= 0.

Donc, deg(∆(Q)) = q− 1 et dom(∆(Q)) = q dom(Q).

Mais alors, si deg(Q) = q ∈ N, par récurrence finie, pour tout r ∈ J0, qK, deg (∆r(Q)) = q− r et

dom (∆r(Q)) = q(q− 1) . . . (q− (r − 1))dom(Q) =
q!

(q− r)!
dom(Q).

(b) D’après la question précédente, deg (∆ (Xn)) = n− n = 0 puis ∆ (Xn) = dom (∆ (Xn)) =
n!

(n− n)!
dom (Xn) = n!.

∀n ∈ N, ∆n (Xn) = n!.

4. (a) Soit n ∈ N. Soit P ∈ R[X] un polynôme de degré n. On pose P =

n∑

k=0

akX
k avec an 6= 0. D’après la question

précédente,

∆n(P) =

n∑

k=0

ak∆
n
(

Xk
)

= an∆ (Xn) = ann!,

puis, d’après la question 2,

ann! =

n∑

j=0

(−1)n−j

(

n

j

)

P(X+ j).

(b) On applique l’égalité précédente au polynôme P =

(

X− n

N

)n

. On obtient

n!

Nn
=

n∑

j=0

(−1)n−j

(

n

j

)(

X+ j− n

N

)n

=

n∑

k=0

(−1)k
(

n

n − k

)(

X− k

N

)n

(en posant k = n − j)

=

n∑

j=0

(−1)j
(

n

j

)(

X− j

N

)n

(la variable de sommation étant muette).
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En évaluant en N, on obtient

n∑

j=0

(−1)j
(

n

j

)(

1−
j

N

)n

=
n!

Nn
.

5. (a) Soit m > n + 1. Avec le polynôme P =

(

X−m

N

)n

, si m > n + 1, on a ∆m(P) = 0 d’après la question 3 puis, par

le même calcul qu’à la question précédente

∀m > m + 1, 0 =

m∑

j=0

(−1)j
(

m

j

)(

X− j

N

)n

En évaluant en N, on obtient

∀m > m+ 1,

m∑

j=0

(−1)j
(

m

j

)(

1−
j

N

)n

= 0

(b) En particulier,

n+1∑

j=0

(−1)j
(

n + 1

j

)(

1−
j

N

)n

= 0 et donc

n+1∑

j=1

(−1)j
(

n + 1

j

)(

1−
j

N

)n

= −(−1)0
(

n+ 1

0

)(

1−
0

N

)n

= −1.

Partie C : Le cas général

1. (a) (T = 1) =

n
⋂

i=1

(Xi > 2) puis, les variables Xi, 1 6 i 6 n, étant indépendantes,

P(T = 1) =

n∏

i=1

P (Xi > 2) =

n∏

i=1

(

1−
1

N

)

=

(

1−
1

N

)n

.

(b) Toujours avec l’interprétation de (X1, . . . , Xn) comme une succession de n tirages successifs avec remise d’un jeton
dans une urne en contenant N numérotés de 1 à N, T = n + 1 si et seulement si on a obtenu une des permutations de
(1, 2, . . . , n), toutes équiprobables. Donc,

P(T = n+ 1) = n!

n∏

i=1

P (Xi = i) =
n!

Nn
.

(c) Pour i ∈ J1, nK, notons Bi l’événement « i des variables Xk sont égales à 1 et les n − i restantes sont supérieures ou
égales à 3 ». L’événement (T = 2) est la réunion disjointe des Bi, 1 6 i 6 n et donc

P(T = 2) =

n∑

i=1

P (Bi) .

Soit i ∈ J1, nK. Chaque événement élémentaire constituant Bi a la même probabilité que l’événement
(X1 = 1, . . . , Xi = 1, Xi+1 > 3, . . . , Xn > 3). L’événement (X1 = 1, . . . , Xi = 1, Xi+1 > 3, . . . , Xn > 3) a pour probabilité (avec
la convention usuelle qu’un produit vide est égale à 1)

P (X1 = 1, . . . , Xi = 1, Xi+1 > 3, . . . , Xn > 3) =

i∏

k=1

P (Xk = 1)×
n∏

k=I+1

P (Xk > 3) =

(

1

N

)i(
N − 2

N

)n−i

.

Enfin, il y a

(

n

i

)

choix possibles des Xk telles que Xk = 1 ou encore

(

n

i

)

événements élémentaires, tous équiprobables,

constituant l’événement Bi. Donc, P (Bi) =

(

n

i

)(

1

N

)i(

1−
2

N

)n−i

. On a ainsi obtenu

P(T = 2) =

n∑

i=1

(

n

i

)(

1

N

)i(

1−
2

N

)n−i

.

Enfin, d’après la formule du binôme de Newton,
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P(T = 2) =

N∑

i=1

(

n

i

)(

1

N

)i (

1−
2

N

)n−i

=

N∑

i=0

(

n

i

)(

1

N

)i(

1−
2

N

)n−i

−

(

1−
2

N

)n

=

(

1

N
+ 1−

2

N

)n

−

(

1−
2

N

)n

=

(

1−
1

N

)n

−

(

1−
2

N

)n

.

(d) Soit n > 2. Déterminons P(T 6 3). Pour ω ∈ Ω,

T(ω) 6 3 ⇔ ∀i ∈ J1, nK/ Xi(ω) 6= 1 ou ∀j ∈ J1, nK/ Xj(ω) 6= 2 ou ∀k ∈ J1, nK/ Xk(ω) 6= 3

⇔ ω ∈
(

n
⋂

i=1

(Xi 6= 1)

)

∪





n
⋂

j=1

(Xj 6= 2)



 ∪
(

n
⋂

i=1

(Xk 6= 3)

)

.

On pose A =

n
⋂

i=1

(Xi 6= 1), B =

n
⋂

j=1

(Xj 6= 2) et C =

n
⋂

i=1

(Xk 6= 3). On obtient

P(T 6 3) = P(A ∪ B ∪ C)

= P(A) + P(B) + P(C) − P(A ∩ B) − P(A ∩ C) − P(B ∩ C) + P(A ∩ B ∩ C)

= 3P(A) − 3P(A ∩ B) + P(A ∩ B ∩ C) (par symétrie des rôles)

D’autre part, on a aussi P(T 6 2) = P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B) = 2P(A) − P(A ∩ B). On en déduit que

P(T = 3) = P(T 6 3) − P(T 6 2)

= (3P(A) − 3P(A ∩ B) + P(A ∩ B ∩ C)) − (2P(A) − P(A ∩ B))

= P(A) − 2P(A ∩ B) + P(A ∩ B ∩ C).

Enfin, P(A) =

n∏

i=1

P (Xi 6= 1) =

(

N− 1

N

)n

, P(A∩B) =
n∏

i=1

P (Xi /∈ {1, 2}) =

(

N− 2

N

)n

et P(A∩B∩C) =
n∏

i=1

P (Xi /∈ {1, 2, 3}) =

(

N − 3

N

)n

. Donc,

P(T = 3) =

(

1−
1

N

)n

− 2

(

1−
2

N

)n

+

(

1−
3

N

)n

.

Cette égalité reste vraie si n = 1 car

(

1−
1

N

)

− 2

(

1−
2

N

)

+

(

1−
3

N

)

= 0 = P(T = 3).

2. (a) Soit j ∈ J1, nK. Soit (i1, i2, . . . , ij) ∈ J1, nKj tel que i1 < i2 < . . . < ij.

Alors, Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aij =

n
⋂

i=1

(Xi /∈ {i1, i2, . . . , ij}) et donc

P
(

Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aij

)

= P

(

n
⋂

i=1

(Xi /∈ {i1, . . . , ij})

)

=

n∏

i=1

P (Xi /∈ {i1, . . . , ij}) =

n∏

i=1

(

N− j

N

)

=

(

1−
j

N

)n

.

(b) Soit k ∈ J1, nK. Pour tout ω ∈ Ω,

T(ω) > k ⇔ ∀i ∈ J1, kK, ∃j ∈ J1, nK/ Xj(ω) = i ⇔ ∀i ∈ J1, kK, ω ∈
n
⋃

j=1

[Xj = i] ⇔ ∀i ∈ J1, kK, ω ∈ Ac
i

⇔ ω ∈
k
⋂

i=1

Ac
i ⇔ ω ∈

(

k
⋃

i=1

Ai

)c

.
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Donc, [T > k] =

(

k
⋃

i=1

Ai

)c

.

(c) Par suite,

P(T > k) = P

((

k
⋃

i=1

Ai

)c)

= 1− P

(

k
⋃

i=1

Ai

)

= 1−

k∑

j=1

(−1)j−1





∑

16i1<i2<...<ij6k

P
(

Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aij

)





= 1−

k∑

j=1

(−1)j−1





∑

16i1<i2<...<ij6k

(

1−
j

N

)n


 .

Enfin, le nombre de j-uplet (i1, . . . , ij) ∈ J1, nKj tel que 1 6 i1 < i2 < . . . < ij 6 k est encore le nombre de parties à j

éléments de J1, kK. Il y en a

(

k

j

)

. Finalement,

∀k ∈ J1, nK, P(T > k) = 1−

k∑

j=1

(−1)j−1

(

k

j

)(

1−
j

N

)n

=

k∑

j=0

(−1)j
(

k

j

)(

1−
j

N

)n

.

3. (a) Soit k ∈ J2, nK.

P(T = k) = P((T > k − 1) \ (T > k)) = P(T > k − 1) − P(T > k) (car (T > k) ⊂ (T > k − 1))

=





k−1∑

j=0

(−1)j
(

k− 1

j

)(

1−
j

N

)n


−





k∑

j=0

(−1)j
(

k

j

)(

1−
j

N

)n




=

k−1∑

j=0

(−1)j
((

k − 1

j

)

−

(

k

j

))(

1−
j

N

)n

− (−1)k
(

k

k

)(

1−
k

N

)n

=

k−1∑

j=1

(−1)j−1

((

k

j

)

−

(

k − 1

j

))(

1−
j

N

)n

+ (−1)k−1

(

k − 1

k − 1

)(

1−
k

N

)n

=

k∑

j=1

(−1)j−1

(

k − 1

j− 1

)(

1−
j

N

)n

Le calcul précédent reste valable quand k = n + 1 car

n+1∑

j=0

(−1)j
(

n + 1

j

)(

1−
j

N

)n

= 0 d’après la question B.5.(a) et

d’autre part, P(T > n + 1) = 0.

Enfin,

1∑

i=1

(−1)i−1

(

1− 1

i− 1

)(

1−
i

N

)n

=

(

1−
1

N

)n

= P(T = 1) d’après la question 1.(a). On a montré que

∀k ∈ J1, n + 1K,P(T = k) =

k∑

j=1

(−1)j−1

(

k− 1

j− 1

)(

1−
j

N

)n

.

(b) On obtient alors

n∑

j=0

(−1)j
(

n + 1

j

)(

1−
j+ 1

N

)n

=

n+1∑

j=1

(−1)j−1

(

n+ 1

j− 1

)(

1−
j

N

)n

= P(T = n+ 1) =
n!

Nn
.

4. Calcul de l’espérance de T .

(a) La formule de l’énoncé semble fausse car par exemple, quand k = 1,

(

N + 1

N

)n 1∑

j=0

(−1)j
(

1

j

)(

N + 1− j

N+ 1

)n

=

(

N+ 1

N

)n

− 1 6= 1−

(

1−
1

N

)n

= P(T > 1).
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ou aussi, en prenant n = N− 1,

(

N+ 1

N

)N−1

− 1 →
N→+∞

e− 1 > 1.

(b) Tout d’abord, pour k ∈ J1, n + 1K, (T > k) ⊂ (T > k − 1) puis (T = k) = (T > k − 1) \ (T > k) et donc P(T = k) =

P(T > k) − P(T > k − 1). On en déduit que

E(T) =

n+1∑

k=1

kP(T = k) =

n+1∑

k=1

k (P(T > k − 1) − P(T > k)) =

n+1∑

k=1

kP(t > k− 1) −

n+1∑

k=1

kP(t > k)

=

n∑

j=0

(j+ 1)P(t > j) −

n+1∑

k=1

kP(t > k) = P(T > 0) +

n∑

k=1

(k + 1)P(t > k) −

n∑

k=1

kP(t > k) (car P(t > n+ 1) = 0)

= P(t > 0) +

n∑

k=1

((k + 1) − k)P(t > k) =

n∑

k=0

P(t > k).

Ensuite, « d’après la question précédente »,

E(T) =

n∑

k=0

(

N + 1

N

)n




k∑

j=0

(−1)j
(

k

j

)(

N+ 1− j

N+ 1

)n




=

(

1+
1

N

)n n∑

j=0

(−1)j
(

N+ 1− j

N + 1

)n n∑

k=j

(

k

j

)

=

(

1+
1

N

)n n∑

j=0

(−1)j
(

n + 1

j+ 1

)(

1−
j

N + 1

)n

(d’après la question B.1)

=

(

1+
1

N

)n

(−(−1)) (d’après la question B.5.(b), en remplaçant N par N + 1)

=

(

1+
1

N

)n

.
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