
SESSION 2023 BÉCÉAS

Banque d’Épreuves des Concours des Écoles d’Actuariat et Statistique. Option A
Mathématiques.

Partie I - Etude et développement en séries d’une fonction de deux variables

1. La fonction g : (x, y) 7→ 2xy− x2 est de classe C∞ sur R
2 en tant que polynôme à deux variables, à valeurs dans R,

et la fonction h : t 7→ et est de classe C∞ sur R. Donc, la fonction f = h ◦ g est de classe C∞ sur R
2.

Pour (x, y) ∈ R
2,

∂f

∂x
(x, y) = 2(y− x)e2xy−x2

et
∂f

∂x
(x, y) = 2xe2xy−x2

. Ensuite,

∂f

∂x
(x, y) =

∂f

∂y
(x, y) = 0 ⇔ 2(y− x)e2xy−x2

= 2xe2xy−x2

= 0 ⇔ x = 0 = x− y ⇔ x = y = 0.

La fonction f admet un et un seul point critique, à savoir le point (0, 0).

Puisque f est de classe C1 sur R
2 qui est un ouvert de R

2, si f admet un extremum local en un point de R
2, ce point est

nécessairement un point critique de f, à savoir (0, 0).

Or, f(0, 0) = 1. Ensuite, pour x 6= 0, f(x, 0) = e−x2

< 1. Donc, dans tout voisinage de (0, 0), la fonction f prend des valeurs

strictement inférieures à f(0, 0) puis f n’admet pas de minimum local en (0, 0). Ensuite, pour x 6= 0, f(x, x) = ex
2

> 1.
Donc, dans tout voisinage de (0, 0), la fonction f prend des valeurs strictement supérieures à f(0, 0) puis f n’admet pas de
maximum local en (0, 0). Finalement, f n’admet pas d’extremum local en (0, 0) .

Ainsi, la fonction f n’admet pas d’extremum local.

2. (a) • La fonction p : (x, y) 7→ x2

4
+ y2 est continue sur R

2 et K = p−1 ([0, 1]). Donc, K est un fermé de R
2 en tant

qu’image réciproque d’un fermé par une application continue.

Ensuite, pour (x, y) ∈ K2,
x2 + y2

4
6

x2

4
+ y2 6 1 et donc ‖(x, y)‖22 6 4 puis ‖(x, y)‖2 6 2. K est donc une partie bornée

de R
2.

K est une partie fermée, bornée de R
2 qui est de dimension finie et donc K est un compact de R

2 d’après le théorème de
Borel-Lebesgue.

• La fonction f est continue sur le compact K à valeurs dans R et donc la fonction f admet sur K un maximum et un
minimum.

(b) Soit (x, y) ∈ R
2 tel que

x2

4
+ y2 = 1. Alors

(x
2

)2
+ y2 = 1 puis il existe t ∈ R,

x

2
= cos(t) et y = sin(t) ou encore tel

que x = 2 cos(t) et y = sin(t). t étant ainsi fixé,

2xy− x2 = 4 cos(t) sin(t) − 4 cos2(t) = 2 sin(2t) − 4× 1+ cos(2t)

2
= 2 sin(2t) − 2 cos(2t) − 2

= 2
√
2

(
1√
2

sin(2t) −
1√
2

cos(2t)

)
− 2 = 2

√
2 sin

(
2t −

π

4

)
− 2.

(c) Si la fonction atteint un extremum en un point (x0, y0) intérieur à K (c’est-à-dire vérifiant
x20
4

+ y2
0 < 1), puisque

l’intérieur de K est ouvert, ce point est un extremum local de f sur R
2. f n’admet pas d’extremum local sur R

2 d’après
la question 1 et donc la fonction f atteint son minimum et son maximum sur le bord de K, c’est-à-dire en un point de la
forme (2 cos(t), sin(t)), t ∈ R. Ainsi,

Min
K

(f) = Min{f(2 cos(t), sin(t)), t ∈ R} et Max
K

(f) = Max{f(2 cos(t), sin(t)), t ∈ R}.

La fonction t 7→ 2
√
2 sin

(
2t−

π

4

)
− 2 admet sur R un minimum égal à −2

√
2 − 2, atteint en un réel t si et seulement si

2t −
π

4
∈ −

π

2
+ 2πZ ou encore t ∈ −

π

8
+ πZ. De même, la fonction t 7→ 2

√
2 sin

(
2t −

π

4

)
− 2 admet sur R un maximum

égal à 2
√
2− 2, atteint en un réel t si et seulement si 2t −

π

4
∈ π

2
+ 2πZ ou encore t ∈ 3π

8
+ πZ.
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Par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R, la fonction t 7→ f(2 cos(t), sin(t)) admet sur R un minimum égal

à e−2
√
2−2 atteint en les points

(
2 cos

(
−
π

8
+ kπ

)
, sin

(
−
π

8
+ kπ

))
, k ∈ Z. De même, la fonction t 7→ f(2 cos(t), sin(t))

admet sur R un maximum égal à e2
√
2−2 atteint en les points

(
2 cos

(
3π

8
+ kπ

)
, sin

(
3π

8
+ kπ

))
, k ∈ Z.

Enfin, puisque cos
(π
8

)
> 0 et sin

(π
8

)
> 0,

cos
(π
8

)
=

√
cos2

(π
8

)
=

√√√√1+ cos
(π
4

)

2
=

1

2

√
2+

√
2

et

sin
(π
8

)
=

√
sin2

(π
8

)
=

√√√√1− cos
(π
4

)

2
=

1

2

√
2−

√
2.

On note enfin que cos

(
3π

8

)
= sin

(
π

2
−

3π

8

)
= sin

(π
8

)
=

1

2

√
2−

√
2 et sin

(
3π

8

)
= cos

(π
8

)
=

1

2

√
2+

√
2.

Le minimum de f sur K, à savoir e−2
√
2−2, est atteint en les points

(√
2+

√
2,−

1

2

√
2−

√
2

)
et

(
−
√
2+

√
2,

1

2

√
2−

√
2

)
.

Le maximum de f sur K, à savoir e2
√
2−2, est atteint en les points

(√
2−

√
2,

1

2

√
2+

√
2

)
et

(
−
√
2−

√
2,−

1

2

√
2+

√
2

)
.

3. Soit x ∈ R. Pour tout y ∈ R,

f(x, y) = e−x2

e2xy =

+∞∑

n=0

(
e−x2 (2x)n

n!

)
yn.

La fonction y 7→ f(x, y) est en particulier développable en série entière sur R.

4. (a) Pour tout réel x, w ′(x) = −2xe−x2

puis H1(x) = 2x.

Pour tout réel x, w ′′(x) =
(
−2+ 4x2

)
e−x2

puis H2(x) = 4x2 − 2.

Pour tout réel x, w(3)(x) =
(
8x +

(
4x2 − 2

)
(−2x)

)
e−x2

=
(
−8x3 + 12x

)
e−x2

puis H3(x) = 8x3 − 12.

(b) Soit n ∈ N. Pour tout réel x, Hn(x) = (−1)ne(x
2)w(n)(x) puis

H ′
n(x) = (−1)n

(
2xw(n)(x) +w(n+1)(x)

)
e(x

2) = 2x× (−1)ne(x
2)w(n)(x) + (−1)ne(x

2)w(n+1)(x)

= 2xHn(x) −Hn+1(x)

et donc, Hn+1(x) = 2xHn(x) −H ′
n(x).

(c) Montrons par récurrence que pour tout n ∈ N, Hn ∈ R, deg (Hn) = n et dom (Hn) = 2n.

• L’affirmation est vraie quand n = 0 car pour tout réel x, H0(x) = 1.

• Soit n > 0. Supposons que Hn ∈ R, deg (Hn) = n et dom (Hn) = 2n.
Puisque pour tout réel x, Hn+1(x) = 2xHn(x) −H ′

n(x), on a Hn+1 ∈ R.
Ensuite, deg (Hn+1) = deg (XHn) = deg (Hn) + 1 = n + 1 et dom (Hn+1) = dom (2XHn) = 2dom (Hn) = 2n+1.

Le résultat est démontré par récurrence.

5. (a) Si pour n ∈ N, on pose Hn =

n∑

k=0

an,kX
k, alors pour n > 1,

Hn+1 = 2XHn −H ′
n = 2X

n∑

k=0

an,kX
k −

n∑

k=1

kan,kX
k−1 =

n∑

k=0

2an,kX
k+1 −

n∑

k=1

kan,kX
k−1

=

n+1∑

k=1

2an,k−1X
k −

n−1∑

k=0

(k + 1)an,k+1X
k

= −an,1 +

n∑

k=1

(2an,k−1 − (k + 1)an,k+1)X
k + 2an,nX

n+1.
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Donc, an+1,0 = −an,1, an+1,n+1 = 2an,n et pour k ∈ J1, nK, an+1,k = 2an,k−1 − (k + 1)an,k+1.

Programme en Python calculant les coefficients de Hn.
✞ ☎

def coefH(n) :
coeff=numpy.zeros=((n+1,n+1))
coeff[0,0]=1
coeff[1,1]=2
for k in range(1,n):

coeff[k+1,0]=−coeff[k,1]
coeff[k+1,k+1]=2∗∗(k+1)
for i in range(1,k+1):

coeff[k+1,i]=2∗ coeff[k,i−1]−(i+1)∗coeff[k,i+1]
return coeff[n,:]

✝ ✆

(b) On obtient 120 0 −160 0 32

6. (a) Soit y ∈ R. Pour tout réel x,

f(x, y) = e−x2 × e2xy =

(
+∞∑

n=0

(−1)n

n!
x2n

)(
+∞∑

n=0

(2y)n

n!

)
.

La fonction fy : x 7→ f(x, y) est donc développable en série entière sur R en tant que produit de fonctions développables
en série entière sur R.

(b) On sait alors que pour tout réel x,

fy(x) =

+∞∑

n=0

f
(n)
y (0)

n!
xn.

Soit n ∈ N. Pour tout réel x, fy(x) = e−x2+2xy = e−(y−x)2−y2

= e−y2

w(y − x). Par suite, pour tout réel x

f(n)
y (x) = (−1)ne−y2

w(n)(y− x).

En évaluant en 0, on obtient f
(n)
y (0) = (−1)ne−y2

w(n)(y) = Hn(y). On a donc montré que

∀(x, y) ∈ R
2, f(x, y) =

+∞∑

n=0

Hn(y)

n!
xn.

Partie II - Un produit scalaire sur L2

1. (a) Soit (u, v) ∈ (L2)
2
. La fonction uv est continue sur R.

Ensuite, puisque (|u| − |v|)2 > 0, on en déduit que |uv| 6
1

2

(
u2 + v2

)
. Mais alors, pour tout réel x,

∣∣∣u(x)v(x)e−x2
∣∣∣ 6

1

2
(u(x))2e−x2

+
1

2
(v(x))2e−x2

.

La fonction x 7→ 1

2
(u(x))2e−x2

+
1

2
(v(x))2e−x2

est intégrable sur R en tant que combinaison linéaire de fonctions intégrables

sur R et il en est de même de la fonction x 7→ u(x)v(x)e−x2

. Ceci montre que l’intégrale

∫+∞

−∞

u(x)v(x)e−x2

dx est une

intégrale convergente.

(b) Montrons que L2 est un sous-espace vectoriel de C0(R,R). La fonction nulle est dans L2. Soient (u, v) ∈ (L2)
2

et
(λ, µ) ∈ R

2. Pour tout réel x,

(λu(x) + µv(x))2e−x2

= λ2(u(x))2e−x2

+ 2λµu(x)v(x)e−x2

+ µ2(v(x))2e−x2

.

Mais alors, la fonction x 7→ (λu(x) + µv(x))2e−x2

est intégrable sur R en tant que combinaison linéaire de fonctions
intégrables sur R. On en déduit que λu+ µv ∈ L2.

On a montré que L2 est un sous-espace vectoriel de C0(R,R) et donc L2 est un R-espace vectoriel.
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Montrons que (.|.) est un produit scalaire sur L2.

• D’après le début de la question, (.|.) est une application de (L2)
2

dans R.

• Soit (u, v) ∈ (L2)
2. (u|v) =

∫+∞

−∞

u(x)v(x)e−x2

dx =

∫+∞

−∞

v(x)u(x)e−x2

dx = (v|u). Donc, (.|.) est symétrique.

• Soient (u1, u2, v) ∈ (L2)
3 et (λ, µ) ∈ R

2. Par linéarité de l’intégration (toutes les intégrales étant convergentes),

(λu1 + µu2|v) =

∫+∞

−∞

(λu1(x) + µu2(x)) v(x)e
−x2

dx = λ

∫+∞

−∞

u1(x)v(x)e
−x2

dx+ µ

∫+∞

−∞

u2(x)v(x)e
−x2

dx

= λ (u1|v) + µ (u2|v) .

Ainsi, (.|.) est linéaire par rapport à sa première variable puis bilinéaire par symétrie.

• Soit u ∈ L2. Par positivité de l’intégration, (u|u) =

∫+∞

−∞

(u(x))2e−x2

dx > 0 et de plus

(u|u) = 0 ⇒
∫+∞

−∞

(u(x))2e−x2

dx = 0

⇒ ∀x ∈ R, (u(x))2e−x2

= 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)

⇒ ∀x ∈ R, u(x) = 0 ⇒ u = 0.

Finalement, (.|.) est une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive sur L2 et donc (.|.) est un produit scalaire sur L2.

2. (a) 0 ∈ P et 0 ∈ I . Ensuite, une combinaison linéaire de fonctions paires (resp. impaires) de L2 est une fonction
paire (resp. impaire) de L2. Donc, P et I sont des sous-espaces vectoriels de L2.

Soit u ∈ P ∩ I . Pour tout réel x, u(x) = u(−x) = −u(x) puis 2u(x) = 0 puis u(x) = 0. Donc, u = 0. Par suite,
P ∩ I = {0}.

Soit u ∈ L2. La fonction x 7→ u(−x) est aussi dans L2 (car

∫+∞

−∞

(u(−x))2e−x2

dx =

∫+∞

−∞

(u(t))2e−t2 dt < +∞). Donc,

si pour tout réel x, on pose v(x) =
1

2
(u(x) + u(−x)) et w(x) =

1

2
(u(x) − u(−x)), v et w sont des éléments de P et I

respectivement tels que u = v+w. Ceci montre que L2 = P + I et finalement que

L2 = P ⊕ I .

(b) Soit p ∈ R. D’après un théorème de croissance comparées, (p(x))2e−x2

=
x→±∞

o

(
1

x2

)
. Ceci montre que la fonction

x 7→ (p(x))2e−x2

est intégrable sur R puis que p ∈ L2. Donc, R ⊂ L2.

Soit n ∈ N
∗. Si n est pair, on pose n = 2p où p ∈ N

∗. Pn = Vect
(
X2k

)
06k6p

et In = Vect
(
X2k+1

)
06k6p−1

. Donc,

dim (P2p) = p+ 1 =
n+ 2

2
et dim (I2p) = p =

n

2
.

Si n est impair, on pose n = 2p + 1 où p ∈ N. Pn = Vect
(
X2k

)
06k6p

et Pn = Vect
(
X2k+1

)
06k6p

. Donc,

dim (P2p+1) = dim (I2p+1) = p + 1 =
n + 1

2
.

(c) Soit u ∈ I . Le minimum cherché est le carré de la distance de u à Pn à savoir ‖u− πPn
(u)‖2 où πPn

(u) est le
projeté orthogonal de u sur l’espace de dimension finie Pn. Maintenant, si u est impaire et P est un polynôme pair, en
posant t = −x, on obtient

(u|P) =

∫+∞

−∞

u(x)P(x) dx =

∫−∞

+∞

u(−t)P(−t)e−(−t)2 (−dt) = −

∫+∞

−∞

u(t)P(t)e−t2 dt = −(u|P)

puis (u|P) = 0. Ainsi, u ∈ P⊥
n et donc πPn

(u) = 0. Finalement

Min

{∫+∞

−∞

(u(x) − P(x))2e−x2

dx, P ∈ Pn

}
= ‖u‖2 =

∫+∞

−∞

(u(x))2e−x2

dx.
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3. (a) Soit u ∈ L2, bornée sur R. Pour n > 2, on note fn la fonction x 7→ (u(x) − vn(x))
2
e−x2

.

Soit x ∈]0,+∞[. Puisque lim
n→+∞

2

n
= 0 < x et lim

n→+∞

n −
1

n
= +∞ > x, pour n grand, on a

2

n
< x < n −

1

n
puis

vn(x) = u(x) puis fn(x) = 0. Mais alors, lim
n→+∞

fn(x) = 0.

Finalement, la suite de fonctions (fn)n>2 converge simplement vers la fonction nulle sur ]0,+∞[.

Soit n > 2. Si x ∈
[
1

n
,
2

n

]
, 0 6 nx− 1 6 1 puis |vn(x)| 6

∣∣∣∣u
(
2

n

)∣∣∣∣ 6 ‖u‖∞.

Si x ∈
[
n −

1

n
, n

]
, 0 6 n(n − x) 6 1 puis |vn(x)| 6

∣∣∣∣u
(
n −

1

n

)∣∣∣∣ 6 ‖u‖∞.

Si x ∈
[
2

n
, n −

1

n

]
, |vn(x)| = |u(x)| 6 ‖u‖∞.

Si x ∈
]
−∞,

2

n
,

[
∪ ]n,+∞[ et en particulier, si x ∈

[
0,

2

n
,

[
∪ ]n,+∞[, |vn(x)| = 0 6 ‖u‖∞.

Ainsi, pour tout x ∈]0,+∞[, |vn(x)| 6 ‖u‖∞ puis |fn(x)| 6 (|u(x)| + |vn(x)|)
2
e−x2

6 4‖u‖2
∞
e−x2

= ϕ(x) où de plus, la
fonction ϕ est intégrable sur [0,+∞[.

En résumé,

• chaque fonction fn, n > 2, est continue par morceaux sur ]0,+∞[,
• la suite de fonctions (fn)n>2 converge simplement vers la fonction nulle sur ]0,+∞[ et de plus la fonction nulle
est continue par morceaux sur ]0,+∞[,
• il existe une fonction ϕ continue par morceaux, positive et intégrable sur ]0,+∞[ telle que pour tout n > 2, pour
tout x ∈]0,+∞[, |fn(x)| 6 ϕ(x).

D’après le théorème de convergence dominée,

• (chaque fonction fn est intégrable sur ]0,+∞[),
• (la fonction nulle est intégrable sur ]0,+∞[),

• la suite

(∫+∞

0

fn(x) dx

)

n>2

converge,

• lim
n→+∞

∫+∞

0

fn(x) dx =

∫+∞

0

0 dx.

Plus explicitement,

lim
n→+∞

∫+∞

0

(u(x) − vn(x))
2
e−x2

dx = 0.

(b) Mais alors, il existe n0 > 2 tel que 0 6

∫+∞

0

(u(x) − vn0
(x))

2
e−x2

dx 6 ε. On pose v = vn0
. v est un élément de K

tel que

∫+∞

0

(u(x) − v(x))
2
e−x2

dx 6 ε.

(c) On suppose de plus que la fonction u est paire. Pour x ∈ R, on pose vp(x) =

{
v(x) si x > 0
v(−x) si x < 0

.

On a

∫+∞

0

(u(x) − vp(x))
2
e−x2

dx =

∫+∞

0

(u(x) − v(x))
2
e−x2

dx 6 ε et d’autre part,

∫0

−∞

(u(x) − vp(x))
2
e−x2

dx =

∫0

+∞

(u(−t) − vp(−t))
2
e−(−t)2(−dt) =

∫+∞

0

(u(t) − v(t))
2
e−t2dt 6 ε

puis

‖u− vp‖ =

∫0

−∞

(u(x) − vp(x))
2
e−x2

dx+

∫+∞

0

(u(x) − vp(x))
2
e−x2

dx 6 2ε.
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Partie III - Un endomorphisme auto-adjoint de R

1. (a) Soit P ∈ R.

g(h(P)) − h(g(P)) = g(2XP − P ′) − h(−P ′′ + 2XP ′ + P)

=
(
(2XP − P ′) + 2X(2P + 2XP ′ − P ′′) −

(
2P ′ + 2P ′ + 2XP ′′ − P(3)

))

−
(
2X(−P ′′ + 2XP ′ + P) −

(
−P(3) + 2P ′ + 2XP ′′ + P ′

))

= 4XP − 2P ′ = 2h(P).

Donc, g ◦ h− h ◦ g = 2h.

(b) Soient λ ∈ R et P ∈ R tels que g(P) = λP. Alors,

g(h(P)) = h(g(P)) + 2h(P) = (λ+ 2)h(P).

2. Soit (P,Q) ∈ R2.

(g(P)|Q) =

∫+∞

−∞

(−P ′′(x) + 2xP ′(x) + P(x))Q(x)e−x2

dx = (P|Q) +

∫+∞

−∞

(−P ′′(x) + 2xP ′(X))Q(x)e−x2

dx

= (P|Q) +

∫+∞

−∞

(
−P ′e−x2

) ′
(x)Q(x) dx.

Les deux fonctions u : x 7→ −P ′(x)e−x2

et v : x 7→ Q(x) sont de classe C1 sur ]−∞,+∞[ et de plus, d’après un théorème
de croissances comparées, lim

x→−∞

u(x)v(x) = 0 = lim
x→+∞

u(x)v(x). On peut donc effectuer une intégration par parties qui

fournit

(g(P)|Q) = (P|Q) +
[
−P ′(x)e−x2

Q(x)
]+∞

−∞

−

∫+∞

−∞

(
−P ′(x)e−x2

)
Q ′(x) dx = (P|Q) +

∫+∞

−∞

P ′(x)Q ′(x)e−x2

dx

= (P|Q) + (P ′|Q ′).

3. (a) Soit P ∈ Rn. Alors, g(P) ∈ R puis deg(g(P)) 6 Max{deg(P ′′), deg(XP ′), deg(P)} 6 deg(P) 6 n. Donc, g(P) ∈ Rn.

(b) gn est un endomorphisme de Rn. Soit (P,Q) ∈ (Rn)
2
. (gn(P)|Q) = (P|Q) + (P ′|Q ′) et (P|gn(Q)) = (Q|P) +

(Q ′|P ′) = (gn(P)|Q). Donc, pour tout (P,Q) ∈ (Rn)
2
, (gn(P)|Q) = (P|gn(Q)). Ceci montre que gn est un endomorphisme

autoadjoint de l’espace euclidien (Rn, (.|.)).

4. (a) Pour k ∈ N, h (Hk) = 2XHk −H ′
k = Hk+1 d’après la question 1.4.b) de la partie 1.

Montrons par récurrence que pour tout k > 0, g (Hk) = (2k + 1)Hk.

• g (H0) = g(1) = 1 = H0 et donc l’égalité est vraie quand k = 0.

• Soit k > 0. Supposons que g (Hk) = (2k + 1)Hk. D’après la question 3.1.b),

g (Hk+1) = g (h (Hk)) = (2k + 1+ 2)Hk+1 = (2(k + 1) + 1)Hk+1.

On a montré par récurrence que pour tout k > 0, g (Hk) = (2k + 1)Hk.

(b) D’après la question 1.4.c) de la partie 1, pour tout k ∈ J0, nK, deg (Hk) = k. La famille (Hk)06k6n est donc une
famille de polynômes non nuls de Rn, de degrés deux à deux distincts. Par suite, la famille (Hk)06k6n est une famille
libre de Rn. De plus, card (Hk)06k6n = n+ 1 = dim (Rn) < +∞. Donc, la famille (Hk)06k6n est une base de Rn.

Soit (j, k) ∈ J0, nK2 tel que j 6= k.

(2j + 1) (Hj|Hk) = ((2j + 1)Hj|Hk) = (g (Hj) |Hk) = (Hj|g (Hk)) = (2k + 1) (Hj|Hk)

puis 2(j − k) (Hj|Hk) = 0 et donc (Hj|Hk) = 0 car j− k 6= 0.

On a montré que la famille (Hk)06k6n est une base orthogonale de l’espace euclidien (Rn, (.|.)).
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(c) Soit u ∈ L2. Soit n ∈ N. Puisque Rn est de dimension finie, la projection orthogonale sur Rn est bien définie. On

note πn(u) le projeté orthogonal de u sur Rn. Puisque

(
Hk

‖Hk‖

)

06k6n

est une base orthonormée de l’espace euclidien

(Rn, (.|.)), on sait que

πn(u) =

n∑

k=0

(
u|

Hk

‖Hk‖

)
Hk

‖Hk‖

puis que

‖πn(u)‖2 =

n∑

k=0

(
u|

Hk

‖Hk‖

)2

=

n∑

k=0

(u|Hk)
2

‖Hk‖2
.

D’après le théorème de Pythagore, puisque πn(u) ∈ Rn et u− πn(u) ∈ R⊥
n , on a

‖u‖2 = ‖πn(u)‖2 + ‖u− πn(u)‖2 > ‖πn(u)‖2 .
Ainsi, pour tout n ∈ N,

n∑

k=0

(u|Hk)
2

‖Hk‖2
= ‖πn(u)‖2 6 ‖u‖2 =

∫+∞

−∞

(u(x))2e−x2

dx.

En résumé, pour tout k ∈ N,
(u|Hk)

2

‖Hk‖2
> 0 et la suite des sommes partielles

(
n∑

k=0

(u|Hk)
2

‖Hk‖2

)

n∈N

est majorée. On en déduit

que la série de terme général
(u|Hk)

2

‖Hk‖2
converge. De plus, quand n tend vers +∞, on obtient

+∞∑

k=0

(u|Hk)
2

‖Hk‖2
6

∫+∞

−∞

(u(x))2e−x2

dx.

5. (a) Soient x > 0 et n ∈ N.
D’après la formule de Taylor-Laplace appliquée à la fonction t 7→ e−t sur [0, x] à l’ordre n,

∣∣∣∣∣e
−2x −

n∑

k=0

(−1)k

k!
xke−x

∣∣∣∣∣ = e−x

∣∣∣∣∣e
−x −

n∑

k=0

(−1)k
xk

k!

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣e

−x

∫x

0

(x − t)n

n!
(−1)n+1e−t dt

∣∣∣∣ = e−x

∫x

0

(x− t)n

n!
e−t dt

6 e−x

∫x

0

(x− t)n

n!
dt = e−x

[
−
(x− t)n+1

(n + 1)!

]t=x

t=0

=
xn+1

(n+ 1)!
e−x.

Soit n ∈ N. Pour x > 0, posons hn(x) = xn+1e−x. La fonction hn est dérivable sur [0,+∞[ et pour x > 0,

h ′
n(x) = (n+ 1)xne−x − xn+1e−x = (n+ 1− x)xne−x.

La fonction h ′
n est positive sur [0, n + 1] et négative sur [n + 1,+∞[. Donc, la fonction hn est croissante sur [0, n + 1] et

décroissante sur [n + 1,+∞[. On en déduit que pour tout réel positif x,

hn(x) 6 hn(n + 1) = (n+ 1)n+1e−n−1.

Finalement, pour tout n ∈ N et tout x ∈ [0,+∞[,

∣∣∣∣∣e
−2x −

n∑

k=0

(−1)k

k!
xke−x

∣∣∣∣∣ 6
xn+1

(n+ 1)!
e−x

6
(n + 1)n+1

(n + 1)!
e−n−1.

(b) Pour n ∈ N, posons Q2,n =

n∑

k=0

(−1)k

k!
Xk ∈ R. D’après la question précédente, pour tout n ∈ N et tout x ∈ [0,+∞[,

∣∣e2(x) −Q2,n(x)e
−x
∣∣ 6 (n + 1)n+1

(n + 1)!
e−n−1,
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et donc ‖e2 −Q2,ne1‖∞,[0,+∞[ 6
(n + 1)n+1

(n + 1)!
e−n−1. Maintenant, d’après la formule de Stirling,

(n + 1)n+1

(n + 1)!
e−n−1 ∼

n→+∞

(n + 1)n+1

(
n + 1

e

)n+1√
2π(n + 1)

e−n−1 =
1√

2π(n + 1)
∼

n→+∞

1√
2πn

.

On en déduit que lim
n→+∞

(n + 1)n+1

(n + 1)!
e−n−1 = 0 puis que lim

n→+∞

‖e2 −Q2,ne1‖∞,[0,+∞[. Ceci montre que la suite de

fonctions (Q2,ne1)n∈N
converge uniformément vers la fonction e2 sur [0,+∞[.

(c) Montrons par récurrence que pour tout p > 2, il existe une suite de polynômes (Qp,n)n∈N
telle que la suite de fonctions

(x 7→ Qp,n(x)e
−x)n∈N

converge uniformément sur [0,+∞[ vers la fonction ep.

• Le résultat est vrai pour p = 2 d’après la question précédente.

• Soit p > 2. Supposons le résultat pour p. Pour n ∈ N et x ∈ R, posons Qp+1,n(x) = Qp,n

(x
2

)( n∑

k=0

(−1)k(p + 1)k

2kk!
xk

)
.

Posons fn : x 7→ Qp,n

(x
2

)
e−

x
2 et gn : x 7→

(
n∑

k=0

(−1)k

k!

(
(p + 1)x

2

)k
)
e−

x
2 de sorte que pour

tout n ∈ N et tout x ∈ [0,+∞[, fn(x)gn(x) = Qp+1,n(x)e
−x.

La suite de fonctions (fn) converge uniformément sur [0,+∞[ vers la fonction f : x 7→ e−
px
2 par hypothèse

de récurrence car pour n ∈ N, la fonction x 7→ x

2
étant une bijection de [0,+∞[ sur lui-même,

‖fn − f‖
∞,[0,+∞[ = Sup

{∣∣∣Qp,n

(x
2

)
e−

x
2 − e−

px
2

∣∣∣ , x ∈ [0,+∞[
}

= Sup
{∣∣Qp,n (y) e−y − e−py

∣∣ , y ∈ [0,+∞[
}

→
n→+∞

0.

La suite de fonctions (gn) converge uniformément sur [0,+∞[ vers la fonction g : x 7→ e−
(p+1)x

2 × e−
x
2 = e−

(p+2)x
2

car

‖gn − g‖
∞,[0,+∞[ = Sup

{

e−
x
2

∣∣∣∣∣e
−

(p+1)x

2 −

n∑

k=0

(−1)k

k!

(
(p+ 1)x

2

)k
∣∣∣∣∣ , x ∈ [0,+∞[

}

6 Sup

{∣∣∣∣∣e
−

(p+1)x
2 −

n∑

k=0

(−1)k

k!

(
(p + 1)x

2

)k
∣∣∣∣∣ , x ∈ [0,+∞[

}

= Sup

{∣∣∣∣∣e
−y −

n∑

k=0

(−1)k

k!
yk

∣∣∣∣∣ , y ∈ [0,+∞[

}

→
n→+∞

0 (d’après la question précédente).

Ensuite, la suite de fonctions (fngn) converge simplement sur [0,+∞[ vers la fonction fg = ep+1.
Vérifions que cette convergence est uniforme. La fonction f est bornée sur [0,+∞[. Puisque la suite de fonctions (fn)

converge uniformément vers f sur [0,+∞[, il existe n0 ∈ N tel que, pour n > n0, ‖fn − f‖ 6
1

2
.

Pour n > n0 et p > n0, on a

‖fn‖∞ − ‖fp‖
∞

6 ‖fn − fp‖ 6 ‖fn − f‖+ ‖f − fp‖
∞

6 1.

On sait que la fonction u 7→ ‖u‖∞ est continue sur l’espace des fonctions bornées sur [0,+∞[ muni de ‖ ‖∞. Donc,

lim
p→+∞

‖fp‖
∞

=

∥∥∥∥ lim
p→+∞

fp

∥∥∥∥
∞

= ‖f‖∞. La fonction f étant bornée sur [0,+∞[, quand p tend vers +∞, on obtient

pour tout n > n0, ‖fn‖∞ 6 1+ ‖f‖∞. Pour n > 0, on a alors,

‖fngn − fg‖
∞

= ‖fngn − fng+ fng− fg‖
∞

6 ‖fn‖∞ ‖g− gn‖∞ + ‖g‖∞ ‖fn − f‖
∞

6 ‖g‖∞ ‖fn − f‖
∞

+ (1+ ‖f‖∞) ‖gn − g‖
∞
.

Ceci montre que ‖fngn − fg‖
∞

→
n→+∞

0 et donc que la suite de fonctions (x 7→ Qp+1,n(x)e
−x) converge uniformément

sur [0,+∞[ vers la fonction ep+1.
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On a montré par récurrence que pour tout p > 2, il existe une suite de polynômes (Qp,n)n∈N
telle que la suite de fonctions

(x 7→ Qp,n(x)e
−x)

n∈N
converge uniformément sur [0,+∞[ vers la fonction ep. Le résultat reste vrai pour p = 1 en prenant

pour tout n ∈ N, Q1,n = 1,

(d) Le résultat est faux si P = 1 ou plus généralement si P est une constante non nulle. En effet, soit (Qn)n∈N
une suite

de polynômes puis, pour n ∈ N, fn(x) = Qn(x)e
−x. On suppose que la suite de fonctions (fn)n∈N

converge simplement
sur [0,+∞[ vers la fonction f : x 7→ P (e−x) = 1. On a

lim
n→+∞

(
lim

x→+∞

Qn(x)e
−x

)
= lim

n→+∞

(0) = 0 et lim
x→+∞

(
lim

n→+∞

Qn(x)e
−x

)
= lim

x→+∞

(1) = 1 6= 0.

Le théorème d’interversion des limites montre alors que la suite de fonctions (fn)n∈N
ne converge pas uniformément vers

f sur [0,+∞[.

Soit P =

k∑

i=i

aiX
i ∈ R[X], k > 1, (de sorte que P(0) = 0). Pour n ∈ N, on pose Qn =

k∑

i=1

aiQi,n ∈ R. Pour tout n ∈ N et

tout x ∈ [0,+∞[,

∣∣Qn(x)e
−x − P

(
e−x

)∣∣ 6
k∑

i=1

|ai|
∣∣Qi,n(x)e

−x − ei(x)
∣∣ 6

k∑

i=1

|ai| ‖Qi,ne1 − ep‖
∞,[0,+∞[

puis, pour tout n ∈ N, ‖Qne1 − P ◦ e1‖∞,[0,+∞[ 6

k∑

i=1

|ai| ‖Qne1 − ei‖∞,[0,+∞[.

On en déduit que ‖Qne1 − P ◦ e1‖∞,[0,+∞[ →
n→+∞

0 puis que la suite de fonctions (x 7→ Qn(x)e
−x)n∈N

converge unifor-

mément sur [0,+∞[ vers la fonction x 7→ P (e−x). Le résultat est donc démontré pour tout polynôme P tel que P(0) = 0.

6. (a) Soit ε > 0. Soit [α,A] un segment contenu dans ]0,+∞[ hors duquel v est nulle. Soit ε > 0. Considérons la fonction

ṽ : t 7→
{

v(− ln(t)) si t ∈]0, 1]
0 si t = 0

. Puisque ṽ est nulle en dehors de
[
e−A, e−α

]
⊂]0, 1[, lim

t→0, t>0
ṽ(t) = 0 = ṽ(0). Mais

alors, ṽ est continue en 0 puis sur [0, 1].

D’après le théorème de Weierstrass, il existe un polynôme P1 tel que, pour tout t ∈ [0, 1], |̃v(t) − P1(t)| 6
ε

2
et donc,

pour tout x > 0, |v(x) − P1 (e
−x)| 6

ε

2
. Quand x tend vers +∞, en tenant compte de lim

x→+∞

v(x) = 0, on obtient |P1(0)| 6
ε

2
.

Soit alors P = P1 − P1(0). P est un polynôme tel que P(0) = 0 et de plus, pour tout réel x > 0,

∣∣v(x) − P
(
e−x

)∣∣ =
∣∣v(x) − P1

(
e−x

)
+ P1(0)

∣∣ 6
∣∣v(x) − P1

(
e−x

)∣∣ + |P1(0)| 6
ε

2
+

ε

2
= ε.

(b) Soient ε > 0 puis P un polynôme tel que P(0) = 0 et, pour tout x > 0, |v(x) − P (e−x)| 6
ε

2
. Soit (Qn)n∈N

une

suite de polynômes telle que la suite de fonctions (x 7→ Qn(x)e
−x) converge uniformément sur [0,+∞[ vers la fonction

x 7→ P (e−x). Pour n ∈ N et x ∈ [0,+∞[,

∣∣v(x) −Qn(x)e
−x
∣∣ 6

∣∣v(x) − P
(
e−x

)∣∣+
∣∣P
(
e−x

)
−Qn(x)e

−x
∣∣ 6 ε

2
+
∣∣P
(
e−x

)
−Qn(x)e

−x
∣∣ .

Il existe alors n0 ∈ N tel que, pour tout n > n0 et tout x ∈ [0,+∞[, |P (e−x) −Qn(x)e
−x| 6

ε

2
. Mais alors, pour tout

n > n0 et tout x ∈ [0,+∞[, |v(x) −Qn(x)e
−x| 6

ε

2
+

ε

2
= ε.

On a montré que ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N/ ∀n > n0, ∀x ∈ [0,+∞[, |v(x) −Qn(x)e
−x| 6 ε et donc la suite de fonctions

(x 7→ Qn(x)e
−x) converge uniformément sur [0,+∞[ vers la fonction v.

(c) Soit ε > 0. Pour tout réel non nul x, wP(x) = w(x) + w(−x) = w(|x|) + 0 = v

(
x2

4

)
e

x2

4 , ce qui reste vrai pour

x = 0 car v(0) = 0 et donc w(0) = 0. D’après la question précédente, il existe un polynôme Q tel que pour tout t > 0,
|v(t) −Q(t)e−t| 6 ε. Mais alors, pour tout x ∈ R,

(
wP(x) −Q

(
x2

4

))2

e−x2

=

(
v

(
x2

4

)
−Q

(
x2

4

)
e−

x2

4

)2

e−
x2

2 6 ε2e−
x2

2 .

En intégrant, on obtient

∫+∞

−∞

(
wP(x) −Q

(
x2

4

))2

e−x2

dx 6 ε2
∫+∞

−∞

e−
x2

2 dx.
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Pour tout réel x, wi(x) =

{
w(x) si x > 0

−w(−x) si x < 0
= sgn(x)w(|x|). Pour tout polynôme R, la fonction x 7→ wi(x) − xR

(
x2

4

)

est impaire puis la fonction t 7→
(
wi(x) − xR

(
x2

4

))2

e−x2

est paire. En posant t =
x2

4
pour x > 0 et donc x = 2

√
t, on

obtient pour tout polynôme R,

∫+∞

−∞

(
wi(x) − xR

(
x2

4

))2

e−x2

dx = 2

∫+∞

0

(
w(x) − xR

(
x2

4

))2

e−x2

dx

= 2

∫+∞

0

(
w
(
2
√
t
)
− 2

√
tR (t)

)2
e−4t dt√

t

= 8

∫+∞

0

(
w
(
2
√
t
)

2
√
t

− R(t)

)2

e−4t
√
t dt

= 8

∫+∞

0

(
w
(
2
√
t
)

2
√
t

e−t − R(t)e−t

)2

e−2t
√
t dt

Soit v1 : t 7→






w
(
2
√
t
)

2
√
t

e−t si t > 0

0 si t 6 0

. v1 est un élément de K et on peut donc choisir R tel que pour tout réel t,

|v1(t) − R(t)e−t| 6 ε2. Pour ce choix,

∫+∞

−∞

(
wi(x) − xR

(
x2

4

))2

e−x2

dx 6 8ε2
∫+∞

0

e−2t
√
t dt

= 8ε2
∫+∞

0

e−
x2

2 × x

2
× x

2
dx (en posant x = 2

√
t ou encore t =

x2

4
puis dt =

x

2
dx)

= 2ε2
∫+∞

0

x2e−
x2

2 dx = ε2
∫+∞

−∞

x2e−
x2

2 dx

(d) Soit η > 0. Soit ε =
η√∫+∞

−∞

e−
x2

2 dx

. Soit Q un polynôme défini comme à la question précédente puis PP = Q

(
X2

4

)
.

PP est un polynôme pair tel que

‖wP − PP‖ =

√∫+∞

−∞

(wP(x) − PP(x))
2
e−x2

dx 6
√
η2 = η.

De même, en prenant ε =
η√∫+∞

−∞

x2e−
x2

2 dx

et Pi = XR

(
X2

4

)
, Pi est un polynôme impair tel que ‖wi − Pi‖ 6 η.

7. (a) Question non correctement résolue.

(b) Soit (Pk)k∈N
une suite de polynômes convergeant vers u pour la norme ‖ ‖. Soit ε > 0. Il existe k ∈ N tel que

‖u− Pk‖ 6 ε.

Soit n0 un entier supérieur ou égal à deg (Pk). Pour n > n0, Pk ∈ Rn puis (en se rappelant que

n∑

i=0

(u|Hi)

‖Hi‖2
Hi est le

projeté orthogonal de u sur Rn),

∥∥∥∥∥u−

n∑

i=0

(u|Hi)

‖Hi‖2
Hi

∥∥∥∥∥ = d (u,Rn) = Min {‖u− P‖, P ∈ Rn} 6 ‖u− Pk‖ .

On a montré que : ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N/ ∀n > n0,

∥∥∥∥∥u−

n∑

i=0

(u|Hi)

‖Hi‖2
Hi

∥∥∥∥∥ 6 ε et donc
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lim
n→+∞

∥∥∥∥∥u−

n∑

i=0

(u|Hi)

‖Hi‖2
Hi

∥∥∥∥∥ = 0.

(c) Puisque

n∑

i=0

(u|Hi)

‖Hi‖2
Hi ∈ Rn et que u−

n∑

i=0

(u|Hi)

‖Hi‖2
Hi ∈ R

⊥
n , d’après le théorème de Pythagore,

‖u‖2 =

∥∥∥∥∥

n∑

i=0

(u|Hi)

‖Hi‖2
Hi

∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥u−

n∑

i=0

(u|Hi)

‖Hi‖2
Hi

∥∥∥∥∥

2

=

n∑

k=0

(u|Hn)
2

‖Hn‖2
+

∥∥∥∥∥u−

n∑

i=0

(u|Hi)

‖Hi‖2
Hi

∥∥∥∥∥

2

(d’après la question 4 de la partie 2).

Quand n tend vers +∞, on obtient

+∞∑

k=0

(u|Hn)
2

‖Hn‖2
=

∫+∞

−∞

(u(x))2e−x2

dx.

(d) Question non correctement résolue.
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