SESSION 2023 BECEAS

Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles d’Actuariat et Statistique. Option A
Mathématiques.

Partie I - Etude et développement en séries d’une fonction de deux variables

1. La fonction g : (x,y) — 2xy — x? est de classe C*® sur R? en tant que polynéme & deux variables, & valeurs dans R,
et la fonction h : t+— e est de classe C* sur R. Donc, la fonction f = ho g est de classe C* sur R?.

of of
—(x,y) = 2(y —x)e2X¥ " et —(x,y) = 2xe>*Y—*" . Ensuite,

2
Pour (x,y) € R4, o ™

—xXy)=—xy)=0 2y —x)e 72: xe *2: Sx=0=x—y&Sx=y=0.
S 000) = Sox,) =0 & 2y = x> = 269 06 x =0 0

La fonction f admet un et un seul point critique, a savoir le point (0, 0).

Puisque f est de classe C' sur R? qui est un ouvert de R?, si f admet un extremum local en un point de R?, ce point est
nécessairement un point critique de f, a savoir (0, 0).

Or, f(0,0) = 1. Ensuite, pour x # 0, f(x,0) = e < 1. Donc, dans tout voisinage de (0, 0), la fonction f prend des valeurs
strictement inférieures a f(0,0) puis f n’admet pas de minimum local en (0,0). Ensuite, pour x # 0, f(x,x) = e > 1.
Donc, dans tout voisinage de (0,0), la fonction f prend des valeurs strictement supérieures a f(0,0) puis f n’admet pas de
maximum local en (0,0). Finalement, f n’admet pas d’extremum local en (0,0) .

Ainsi, la fonction f n’admet pas d’extremum local.
2
X
2. (a) e La fonction p : (x,y) — T +1y? est continue sur R? et K = p~! ([0,1]). Donc, K est un fermé de R? en tant
qu’image réciproque d’un fermé par une application continue.
X2 + 2
y?
4 4

Ensuite, pour (x,y) € K?, +y? < 1 et donc ||(x,y)||3 <4 puis [|(x,y)]|2 < 2. K est donc une partie bornée

de R2.

K est une partie fermeée, bornée de R? qui est de dimension finie et donc K est un compact de R? d’aprés le théoréme de
BOREL-LEBESGUE.

e La fonction f est continue sur le compact K & valeurs dans R et donc la fonction f admet sur K un maximum et un
minimum.
2

2
(b) Soit (x,y) € R? tel que XI +y2 =1. Alors (E) +y? =1 puis il existe t € R

3 = cos(t) et y =sin(t) ou encore tel

’ 2
que x = 2cos(t) et y =sin(t). t étant ainsi fixé,

1+ cos(2t)
2

=2V2 (7 sin(2t) — % cos(Zt)) —2=2V2sin (Zt — ;) —2.

2xy — x? = 4 cos(t) sin(t) — 4 cos?(t) = 2sin(2t) — 4 x = 2sin(2t) — 2 cos(2t) — 2

2
X
(c) Si la fonction atteint un extremum en un point (xo,yo) intérieur a K (c’est-a-dire vérifiant ZO +1y3 < 1), puisque

l'intérieur de K est ouvert, ce point est un extremum local de f sur R?. f n’admet pas d’extremum local sur R? d’aprés
la question 1 et donc la fonction f atteint son minimum et son maximum sur le bord de K, c¢’est-a-dire en un point de la
forme (2 cos(t),sin(t)), t € R. Ainsi,

R/En(f) = Min{f(2 cos(t),sin(t)), t € R} et Méix(f) = Max{f(2cos(t),sin(t)), t € R}.

T
La fonction t — 2v/2sin (Zt — Z) — 2 admet sur R un minimum égal & —2v/2 — 2, atteint en un réel t si et seulement si

2t — ;—T € —7—; + 277 ou encore t € —g + 7Z. De méme, la fonction t — 2v/2sin (Zt — ;) — 2 admet sur R un maximum

T T 3n
égal a 2¢/2 — 2, atteint en un réel t si et seulement si 2t — 1 € > + 21Z ou encore t € 3 + .
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Par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R, la fonction t — (2 cos(t),sin(t)) admet sur R un minimum égal
T T
e2V2-2 atteint en les points (2 cos (—g + kﬂ) , sin (—g + kﬂ)), k € Z. De méme, la fonction t — (2 cos(t),sin(t))

3 3
admet sur R un maximum égal & e2V2-2 atteint en les points (2 cos (?ﬂ + kT[) ,sin (?T[ + kﬂ)), k € Z.

Enfin, puisque cos (g) > 0 et sin (g) >0,

1+ cos
cos =4/ cos2 2442

(T Yz
n (3) = o (3
On note enfin que cos (3?7-[) = sin (7—t — 3—“) = sin (E) = l 2—+/2 et sin (%) = cos (E) = %\/2 + V2.

2 8 8

et

1 1
Le minimum de f sur K, a savoir 6*2\5*2, est atteint en les points <\/2 +2,—= \/2 — \/Z) et (—\/2 +2, = \/2 — \/Z) .

Le maximum de f sur K, a savoir ezﬁ_z, est atteint en les points (\/2 \/2 + \/—> et < V2 \/ 2+ \/Z) .

3. Soit x € R. Pour tout y € R,

+o0
2 n
fxy)=e e =3 (e_"2 ( T);) )y“.

n=0
La fonction y — f(x,y) est en particulier développable en série entiére sur R.

4. (a) Pour tout reel w'(x) = ~2xe puis Hy(x) = 2x.
Pour tout réel x, w” ( -2+ 4x2) e’ puis Ha(x) = 4x? — 2.
Pour tout réel x, wm( ) = (8x + (4x* —2) (—2x)) e = (—8x3 +12x) e puis Hz(x) = 8x3 — 12.
(b) Soit n € N. Pour tout réel x, Hy (x) = (—1)“e(xz)w(“) (x) puis
H, (x) = (—1)" (ZXW(n)(X) +w(“+”(x)) ") = 2x x (—1)“e("z)w(“)(x) + (—1)“e("2)w(“+”(x)
= 2xHn (x) — Hni1 (%)
et donc, Hp41(x) = 2xHqp (x) — HJ ().
(c) Montrons par récurrence que pour tout n € N, Hy € #, deg (Hn) = n et dom (H,,) = 2™.
e L’affirmation est vraie quand n = 0 car pour tout réel x, Ho(x) = 1.

e Soit n > 0. Supposons que H,, € Z, deg (Hn) =n et dom (Hy,) = 2™.
Puisque pour tout réel x, Hn1(x) = 2xHn (x) —H/ (x), on a Hh11 € Z.
Ensuite, deg (Hny1) = deg (XHy) = deg (Hp) +1=n+1 et dom (Hy41) = dom (2XH,,) = 2dom (H,,) = 2"+,

Le résultat est démontré par récurrence.

n
5. (a) Sipour n € N, on pose H,, = Z an k X¥, alors pour n > 1,
k=0

n n n n
Hu1=2XHn —H =2X ) ana X = ) kan i X' =) 200, X5 = 3 kan 1 X<
k=0 k=1 =

n+1 n—I1

=D 2ank1X = ) (k+ Dania Xt
k=1

k=0

n
:'_aml4'z:ﬂ2ank—1_'U<+])ank+1)xk_%2amnxn+t
k=1
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Donc, any1,0 =—an,1, Gniint1 = 2an,n et pour k € [1,n], Anil,k = 20n,k—1 — (k + ])an,k+1-

Programme en Python calculant les coefficients de H,,.

def coefH(n)
coeff=numpy.zeros=((n+1,n+1))
coeff[0,0]=1
coeff[1,1]=2
for k in range(l,n):
coeff[k+1,0]=—coeff[k,1]
coeff[k+1,k+1]=2+x(Ck+1)
for i in range(l,k+1):
coeff[k+1,i]=2+xcoeff[k,i—1]—(i+1)xcoeff[k,i+1]
return coeff[n,:]

(b) On obtient 120 0 =160 0 32
6. (a) Soit y € R. Pour tout réel x,

—x? 2x < (_1)n 2n
flx,y)=e x ey = Z %

n=0

< 2y
Zo n )

La fonction fy, : x - f(x,y) est donc développable en série entiére sur R en tant que produit de fonctions développables
en série entiere sur R.

(b) On sait alors que pour tout réel x,

400 .(n)
fy (0)
— 2y \Mon
fy(x) = E y x™.
Soit n € N. Pour tout réel x, fy(x) = e X HIY = ey’ —y® = e*‘sz(y —x). Par suite, pour tout réel x

f;“)(x) = (—1)“e_92w(“)(y —x).

En évaluant en 0, on obtient f&n)(O) = (—1)“e*Uzw(“) (y) = Hn(y). On a donc montré que

V(Xay) S RZ) f(xay) =

Partie II - Un produit scalaire sur %

1. (a) Soit (u,v) € (fz)z. La fonction uv est continue sur R.

1
Ensuite, puisque ([u| — [v[)?> > 0, on en déduit que juv| < 5 (uz —|—v2). Mais alors, pour tout réel x,

> (v(x))2e .

N —

(u(x))?e ™ +

NI —

u(x)v(x)e <

1

1
La fonction x — 5 (u(x))ze_Xz + 7 (v(x))ze_XZ est intégrable sur R en tant que combinaison linéaire de fonctions intégrables
+oo
sur R et il en est de méme de la fonction x — u(x)v(x)e‘xz. Ceci montre que 'intégrale J u(x)v(x)e

—00

2
X dx est une

intégrale convergente.
(b) Montrons que %5 est un sous-espace vectoriel de C°(R,RR). La fonction nulle est dans .%5. Soient (u,Vv) € (,2”2)2 et
(A, 1) € R2. Pour tout réel x,

(Au(x) + pv(x))2e ™ =A2(u(x))2e ™ + 2auu(x)v(x)e ™ + p(v(x))2e .

Mais alors, la fonction x — (Au(x) + uv(x))ze_Xz est intégrable sur R en tant que combinaison linéaire de fonctions
intégrables sur R. On en déduit que Au+ pv € %.

On a montré que . est un sous-espace vectoriel de CO(R,R) et donc .%> est un R-espace vectoriel.
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Montrons que (.].) est un produit scalaire sur .%5.

e D’aprés le début de la question, (.|.) est une application de (.,?2)2 dans R.

+oo +o0
u(x)v(x)e_Xz dx :J v(x)u(x)e_Xz dx = (vju). Donc, (.|.) est symétrique.

—00

o Soit (1,v) € (%)% (ulv) :J

—00

e Soient (uy,uz,v) € (%)° et (A , 1) € R2. Par linéarité de I'intégration (toutes les intégrales étant convergentes),

+o0 +o0o

Uy (x)v(x)e’"2 dx + uJ uz(x)v(x)e*"z dx

—00

+o0o

(Aur (x) + pa (X)) vix)e ™ dx = ?\J

—00

Ay + puzfv) = J

—00

=A(wv) +p(uzfv).

Ainsi, (.|.) est linéaire par rapport a sa premiére variable puis bilinéaire par symétrie.

+oo
e Soit u € .. Par positivité de 'intégration, (uju) = J' (U.(x))ze*X dx > 0 et de plus
+oo N
(uu) =0 = J (u(x))?e™ dx =0

= Vx € R, (u(x))zef"2 =0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)
>VxeR, ux)=0=u=0.
Finalement, (.|.) est une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive sur %5 et donc (.|.) est un produit scalaire sur %5.

2. (a) 0 € & et 0 € .4. Ensuite, une combinaison linéaire de fonctions paires (resp. impaires) de .4 est une fonction
paire (resp. impaire) de %. Done, & et .# sont des sous-espaces vectoriels de .%5.

Soit u € &Z N .Z. Pour tout réel x, u(x) = u(—x) = —u(x) puis 2u(x) = 0 puis u(x) = 0. Donc, u = 0. Par suite,
2N ={0}

+o0 5 +oo N
Soit u € %. La fonction x — u(—x) est aussi dans %5 (car J (u(—=x))?e™ dx = J (u(t))?e t dt < +00). Donc,

1 1
si pour tout réel x, on pose v(x) = = (u(x) +u(—x)) et w(x) = = (u(x) —u(—x)), v et w sont des éléments de & et .&
2

respectivement tels que u =v 4+ w. Ceci montre que % = & + .# et finalement que

LH=P S
1
(b) Soit p € Z. D’aprés un théoréme de croissance comparées, (p(x))ze*"z =0 <x_2> Ceci montre que la fonction
X—T0oO
X = (p(x))ze_Xz est intégrable sur R puis que p € %,. Donc, Z C 4.
Soit n € N*. Si n est pair, on pose n = 2p ou p € N*. &, = Vect (XZk)nggp et #, = Vect (XZk”)nggp_]. Donc,
2
dim () =p+1= TL-ZI- et dim (SHp) =p = %
Si n est impair, on pose n =2p + 1 o p € N. &, = Vect (XZk)0<k<10 et , = Vect (X2k+1 )nggp. Donc,
. . n+1

dim (P2p41) =dim (Sop 1) =p+1= —

(c) Soit u € .#. Le minimum cherché est le carré de la distance de u a &, a savoir |[u— g, (U H ou Ty, (u) est le

projeté orthogonal de u sur l'espace de dimension finie &,,. Maintenant, si u est impaire et P est un polyndéme pair, en
posant t = —x, on obtient

+o00 —00 5 +oo 5
(ulp) = J u(x)P(x) dx = J u(—t)P(=t)e Y (—dt) = —J w(t)P(t)e v dt = —(ulP)
—00 “+o00 —00
puis (u[P) = 0. Ainsi, u € &+ et donc e, (1) = 0. Finalement
+o0 5 +oo 2
Min {J (u(x) —P(x))?e ™ dx, P e %} = ||u? :J (u(x))?e ™ dx.
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3. (a) Soit u € %, bornée sur R. Pour n > 2, on note fy, la fonction x — (u(x) —vn(x))2 e

2 1 2 1
Soit x €]0,4+ool. Puisque lim — =0 < xet lim n— — = 400 > x, pour n grand, on a — < X < N — — puis
n—too N n—+oo n n n
vn(x) = u(x) puis fr.(x) = 0. Mais alors, hIJIrl fn(x)=0.

n—-+oo

Finalement, la suite de fonctions (1’“)n> , converge simplement vers la fonction nulle sur ]0, 4-ool.
. . 1 2 . 2
Soitn>2.Sixe o ,0< nx—1<1 puis v (x)] < |u - < ulco-

Sixe [n— T]—I,n], 0<nn—x) <1 puis vy (x)] < ‘u (n— %)’ < ] co-

. 2 1
Sixe |2 —], v ()] = u(x)] < el oo
n n

| 2 2
Six € |—oo, o {U]n, ~+oo[ et en particulier, si x € {O, o Uln, +ool, vn(x)] =0 < |1 co-

2

(u(x)] + ()2 e < 4|Juf2 e = @(x) o de plus, la

N

Ainsi, pour tout x €]0,4o00[, [vn(x)] < ||u]lco puis [fn(x)
fonction ¢ est intégrable sur [0, ool

En résumé,

e chaque fonction f,,, 1 > 2, est continue par morceaux sur ]0, +ool,

e la suite de fonctions (fn)112 , converge simplement vers la fonction nulle sur ]J0, +oco[ et de plus la fonction nulle
est continue par morceaux sur ]0, +o00l,

e il existe une fonction @ continue par morceaux, positive et intégrable sur ]0, +ool telle que pour tout n > 2, pour
tout x €]0, +ool, [fn(x)] < @(x).

D’aprés le théoréme de convergence dominée,

e (chaque fonction f;, est intégrable sur ]0, +ool),
e (la fonction nulle est intégrable sur ]0, +ool),

+oo
e la suite <J fn(x) dx> converge,

0 n>2
+oo +oo
e lim J fn(x) dx :J 0 dx.
n—-+oo 0 0
Plus explicitement,
“+oo ) 5
lim J (u(x) —va(x)) e ™™ dx=0.
n—+oo Jo
“+oo 2 5
(b) Mais alors, il existe ng > 2 tel que 0 < J (u(x) —vn,(x))" e ™ dx < e. On pose v="vy,. Vv est un élément de ¢
0
+oo
tel que J (u(x) —v(x))* e dx <e.
0

v(x)six >0

(c) On suppose de plus que la fonction u est paire. Pour x € R, on pose vy (x) = { v—x)six <0 °

“+o00 “+o00
On a J (u(x) —vp (x))2 e dx = J (u(x) — v(x))z e dx < ¢ et d’autre part,
0 0

0 N 0 5 +oo 2
J (u(x) —vp(x))* e dx = J (u(—t) —vp(—t) 2 e V7 (—dt) = J (u(t) —v(t)) et dt<e
—o00 +oo 0

puis

0 5 +oo 2
u—vp :J_ (u(x) —vp(x))*e ™ dx+L (u(x) —vp(x))?e ™ dx < 2e.
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Partie IIT - Un endomorphisme auto-adjoint de &%
1. (a) Soit P € Z.

g(2XP —P’) —h(—P” +2XP’ +P)
= ((ZXP —P') 4+ 2X(2P + 2XP’ — P") — (zp/ 4P’ 4 IXP — Pm))

— (2X(=P" +2XP" + P) — (=P 4 2P" + 2XP" 4 P') )
4

Donc, goh—hog=2h.
(b) Soient A € R et P € Z tels que g(P) = AP. Alors,

2. Soit (P,Q) € #?.

“+o00 5 “+o0 5
(g(P)IQ) :J_ (—P"(x) +2xP’(x) + P(x)) Q(x)e ™ dx = (PIQ) +J_ (—P"(x) +2xP’(X)) Q(x)e ™ dx
= (PIQ) + J_oo (—P’e_"z) "(x)Q(x) dx.

Les deux fonctions u : x — —F"(x)e_Xz etv : x — Q(x) sont de classe C! sur ] — oo, +-00[ et de plus, d’aprés un théoréme
de croissances comparées, lim u(x)v(x) =0 = 1in{1 u(x)v(x). On peut donc effectuer une intégration par parties qui
X——00 X—+00

fournit

2

+o00 +oo > 5
(9(PIQ) = (PIQ)+ [P (e Qeu] = [ (-Pe ) Qv ax = (IQ) + | P0Q e e
= (PIQ) + (P'IQ").

3. (a) Soit P € #Z,,. Alors, ¢g(P) € Z puis deg(g(P)) < Max{deg(P"),deg(XP’),deg(P)} < deg(P) < n. Donc, g(P) € %Zn.

(b) gn est un endomorphisme de %,. Soit (P,Q) € (%n)z. (gn(P)IQ) = (PIQ) + (P/IQ") et (Plgn(Q)) = (QIP) +
(Q’IP’) = (gn(P)IQ). Donc, pour tout (P, Q) € (%’n)z, (gn(P)IQ) = (Plgn(Q)). Ceci montre que g, est un endomorphisme
autoadjoint de I’espace euclidien (%Zn, (.].)).

4. (a) Pour k € N, h (Hi) = 2XHy — H|, = Hi1 d’aprés la question 1.4.b) de la partie 1.
Montrons par récurrence que pour tout k > 0, g (Hx) = (2k + 1)Hx.

e g(Hp) =g(1) =1 =Hp et donc 'égalité est vraie quand k = 0.

e Soit k > 0. Supposons que g (Hy) = (2k + 1)Hy. D’aprés la question 3.1.b),

g(Hiki1) =g(h(Hk)) = (2k + T+ 2)Hi 1 = (2(k + 1) + 1) Hy 1.
On a montré par récurrence que pour tout k > 0, g (Hx) = (2k + T)Hx.

(b) D’apreés la question 1.4.c) de la partie 1, pour tout k € [0,n], deg (Hx) = k. La famille (Hidockgn est donc une
famille de polynomes non nuls de %Zn, de degrés deux a deux distincts. Par suite, la famille (Hy), <k<n €St une famille
libre de #,,. De plus, card (Hk)ogkgn =n+1=dim (%n) < +o0. Dongc, la famille (Hk)ogkgn est une base de %, .

Soit (j, k) € [0,n]? tel que j # k.

(2j + 1) (HjlHk) = ((2j + DH;IHk) = (g (Hj) Hi) = (Hjlg (Hy)) = (2k + 1) (H;[Hx)
puis 2(j — k) (Hj/Hyx) =0 et donc (H;|/Hy) =0 car j —k # 0.

On a montré que la famille (Hk)ogkgn est une base orthogonale de I'espace euclidien (%n, (.|.)).
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(c) Soit u € %,. Soit n € N. Puisque %, est de dimension finie, la projection orthogonale sur %, est bien définie. On

note 7, (u) le projeté orthogonal de u sur %,. Puisque (ﬁ) est une base orthonormée de ’espace euclidien
kil / ogk<n
(%n, (.I.)), on sait que

w Hy Hy
() =) (“'||Hk|> Tl

puis que

= He \2 & Ho )2
||nn<u)|2—z< ”H';H) _y WH®

k=0 k=0 ||HkH

D’aprés le théoréme de PYTHAGORE, puisque 7, (1) € Zn et W — 7, (1) € Z3, on a

[ul? = men (W) ® + lu—mn(w)]* > 7w

Ainsi, pour tout n € N,

n +o0
(uHy)? 2 _x2
D =@ <P =] (ux)e ™ dx.
= IH? —o0
n 2
u/H
En résumé, pour tout k € N, (”7|)2 0 et la suite des sommes partielles <Z %) est majorée. On en déduit
k k=0 k N
2
u/H
que la série de terme général % converge. De plus, quand n tend vers +oo, on obtient
Kk
—+o00
1LH +oo
Z | J (u(x))2e ™" dx.
= IHP? oo

5. (a) Soient x >0 et n € N.

D’aprés la formule de TAYLOR-LAPLACE appliquée 4 la fonction t +— et

sur [0,x] a 'ordre n,

n — n k X _ n X _ n
— Z ( =e Xle X — Z(—ka—' = ’e"‘J u(-])“ﬂe_t dt‘ = e_XJ ue_t dt
k=0 P k o T o nl
X _\n _ \n+17t=Ex
BN ST g
o m! m+1D! ]
Xn+1 _
RECES

Soit n € N. Pour x > 0, posons hy (x) = x™*1e *. La fonction h,, est dérivable sur [0, +oo[ et pour x > 0,

h (x) =M+ 1x"e > —x"Te = (n+1—x)x"e ™.
La fonction h/ est positive sur [0,n + 1] et négative sur [n + 1,4oc0[. Donc, la fonction hy est croissante sur [0,n + 1] et
décroissante sur [n + 1,+oo[. On en déduit que pour tout réel positif x,
hon(x) Sha(m+1) =+ 1) e T,
Finalement, pour tout n € N et tout x € [0, 400,

n xn+1 - (n+])n+1e
\(n+1)! S

—n—

(=¥
(b) Pour n € N, posons Q2n = Z o
k=0

€ %Z. D’aprés la question précédente, pour tout n € N et tout x € [0, 400,

(n+41)n+T
mt+1)l <

—n—1
)

le2(x) — Qz,n(x)e | <
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(TL + ])n+1
00,(0, ool = T ]

et donc |lez — Qa,neirl| e "~ !. Maintenant, d’aprés la formule de STIRLING,

(n+ 1)+ o (n+ ])n+1 1 _ 1 1
m+1) n—+oo (n+1>“+] ST V2 + 1) no+oo /2’
e
(n+])n+1 i

On en déduit que T\-ETOOW

fonctions (Q2,ne1),cy converge uniformément vers la fonction ez sur [0, +ool.

= 0 puis que nng|\e2 — Q2ne1llo (0,400~ Cecl montre que la suite de

(c) Montrons par récurrence que pour tout p > 2, il existe une suite de polynémes (Qp,n)
(x = Qpn(x)e ™), oy converge uniformément sur [0, +-oo[ vers la fonction e,.

nen telle que la suite de fonctions

e Le résultat est vrai pour p = 2 d’aprés la question précédente.

n
e Soit p > 2. Supposons le résultat pour p. Pour n € Net x € R, posons Qp41,n(x) = Qp,n (;) Z

i
o

X . DDk S p+Dx\ < .
Posons fr, : x— Qp.n (E) e 2etgn @ x— Z W ( 7 ) e~ Z de sorte que pour
k=0 ’

tout n € N et tout x € [0,400[, fn(x)gn(x) = Qpr1,n(x)e ™.
px
2

La suite de fonctions (f;,) converge uniformément sur [0, 400l vers la fonction f : x +— e~z par hypothése

. X, ce . C A
de récurrence car pour n € N, la fonction x — 5 étant une bijection de [0, +oo[ sur lui-méme,

an - fHOO,[O,Jroo[ - Sup {‘Qp,n (%) e_% _ e—%
=Sup {|Qpin (y)e™¥ —e PV, y e 0, +o0l} 0.

n—-+oo

, X € [0,+oo[}

. . . . . _ (pH+1)x
La suite de fonctions (gn) converge uniformément sur [0, +o00[ vers la fonction g : x+— e T Xe

car

_ (p+2)x
2

N
I
o

x| _max & (=1)K +1)x\*
|9n_9||oo,[o,+oo[—SUP{e ez —Z ( k') <(P 3 ) > , X € [O,—i—oo[}
k=0
by = (—1)K x\ "
gSup{ RS By ( k!) ((PJ; )x) e [0,+oo[}
k=0
n Kk
= Sup{ e Y — Z Gl y*l, yelo +oo[} — 0 (d’aprés la question précédente)
k! ’ ’ n—+oo .
k=0

Ensuite, la suite de fonctions (fngn) converge simplement sur [0, 4-o00[ vers la fonction fg = ep 1.
Vérifions que cette convergence est uniforme. La fonction f est bornée sur [0, +oo[. Puisque la suite de fonctions (f;,)

converge uniformément vers f sur [0, +o0l, il existe ng € N tel que, pour n = no, ||[fn —f|| < 7

Pourn>2npetp>np,ona

Ifnlloe = Ifplloe < [1fn = fpll < Ifn =l + [If = fp [l < 1.
On sait que la fonction u — ||ul|s est continue sur Pespace des fonctions bornées sur [0, +o0o[ muni de || ||s. Donc,
lim |[[fpll, =] lim fp|| =|f]c. La fonction f étant bornée sur [0, +oo[, quand p tend vers +oo, on obtient
p—+oo p—+oo

(oo}
pour tout n > ng, ||fn|l <14 ||f]leo. Pour n >0, on a alors,

[fngn = f9lle = [[fngn = fng + fag = fglle < lIfnlloo 19 = gnlloo + lIglleo l[fn —fll
< [l9lloo Ifn = flloo + (T 4+ [1flloc) Ign — 9l -

Ceci montre que ||frngn — gl - 0 et donc que la suite de fonctions (x — Qp41,n(x)e™™) converge uniformément
n—-+oo

sur [0, +oo[ vers la fonction ep 1.
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On a montré par récurrence que pour tout p > 2, il existe une suite de polynémes (Qp,n),, oy telle que la suite de fonctions
(x = Qpn(x)e™™), oy converge uniformément sur [0, +-00[ vers la fonction ep,. Le résultat reste vrai pour p = 1 en prenant
pour tout n €N, Q1 n =1,

(d) Le résultat est faux si P =1 ou plus généralement si P est une constante non nulle. En effet, soit (Qn)pen une suite
de polynémes puis, pour n € N, f,(x) = Qn(x)e™ . On suppose que la suite de fonctions (fy ),y converge simplement
sur [0, 400l vers la fonction f : x — P(e™*)=1.0On a

lim ( lim Qn(x)e_") = lim (0)=0et lim ( lim Qn(x)e_x> = lim (1)=1#0.
n—-+oo \ Xx—-+oo n—-+oo X—+o00 \ n—+oo X—+00
Le théoreme d’interversion des limites montre alors que la suite de fonctions (fy), oy ne converge pas uniformément vers
f sur [0, +ool.
k _ k
Soit P = Z aiX' € R[X], k > 1, (de sorte que P(0) =0). Pour n € N, on pose Q,, = Z aiQin € Z. Pour tout n € N et
i=i i=1

tout x € [0, +ool,

k k

|Qn(x)e™ =P (e7)] < Z lail |Qin(x)e ™ —ei(x)| < Z lail [[Qiner —epllog, 0,100l

i=1 i=1

puis, pour tout n € N, ||[Qne; —Poe;g Hoo,[o,+oo Z lail |Qner — eillo ,10, 400"

On en déduit que ||Qner —Poeq|| — O puls que la suite de fonctions (x +— Qn(x)e ™), oy converge unifor-

n—+oo
mément sur [0, +oo[ vers la fonction x — P (e™*). Le résultat est donc démontré pour tout polynéme P tel que P(0) = 0.

00,[0,+00]

6. (a) Soit € > 0. Soit [ex, A] un segment contenu dans ]0, +oo[ hors duquel v est nulle. Soit € > 0. Considérons la fonction

vVt v(—.ln(t)) sit €10, 1] . Puisque V est nulle en dehors de [e‘A, e_o‘} clo, 1, lim v(t) = 0 = v(0). Mais
0sit=0 t—0, t>0

alors, v est continue en 0 puis sur [0, 1].
— I3
D’aprés le théoréme de WEIERSTRASS, il existe un polynome Pq tel que, pour tout t € [0,1], v(t) — P1(t)] < 5 et donc,

13 I3
pour tout x > 0, [v(x) — Py (e )| < 5 Quand x tend vers +o0, en tenant compte de lir+n v(x) = 0, on obtient [P7(0)] < 5
X—+00

Soit alors P = P; — P1(0). P est un polynome tel que P(0) = 0 et de plus, pour tout réel x > 0,

_ _ € €
[v(x) =P (e )| = [v(x) = P1 (e %) + P1(0)] < |[v(x) =Py (e )|+ [P1(0)] < S5t+3=¢
(b) Soient ¢ > 0 puis P un polynome tel que P(0) = 0 et, pour tout x > 0, [v(x) —P (e )| < % Soit (Qn),cy une
suite de polynémes telle que la suite de fonctions (x — Qn(x)e ™) converge uniformément sur [0,+oo[ vers la fonction

x+— P (e ™). Pour n € Net x € [0, +o0l,

[v(x) = Quix)e | < [v(x) =P (e )[4+ [P (e *) — Qnix)e | < % +|P(e7) — Qnix)e ™|.

€
11 existe alors ng € N tel que, pour tout n > ng et tout x € [0,+oc0[, [P (e ) — Qn(x)e ™| < 7 Mais alors, pour tout

n > nyp et tout x € [0, +ool, [v(x) — Qn()—x\gg_g_%:g

On a montré que Ve > 0, Ing € N/ Vn > ng, Vx € [0,400l, V(x)—Qn(x)e ™| < ¢ et donc la suite de fonctions
(x = Qn(x)e™™) converge uniformément sur [0, +oo[ vers la fonction v.

2
X Xz
c) Soit ¢ > 0. Pour tout réel non nul x, wp(x) = w(x) + w(—x) = w(lx|]) + 0 = v | — ) e™@, ce qui reste vrai pour
4

x = 0 car v(0) = 0 et donc w(0) = 0. D’aprés la question précédente, il existe un polynéme Q tel que pour tout t > 0,
v(t) — Q(t)e Y < &. Mais alors, pour tout x € R,

2 2
(ot () e = ( (5) -0 (%) %) ¥ < ¥,

+oo x2 2 5 +o0 .2
En intégrant, on obtient J (Wp (x)—Q (—)) e dx < £2J e 7 dx.

—00
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w(x) six >

2
wi—x)six<0 — segn(x)w(|x]). Pour tout polynéme R, la fonction x — w;i(x) — xR (X—)

Pour tout réel x, wi(x) = { 4

2\\ 2 2
X X
est impaire puis la fonction t — (Wi(x) —xR (Z)) e est paire. En posant t = - pour x > 0 et donc x = 2v/t, on

obtient pour tout polynéme R,

+o00 2\ \ 2 . +o00 2\ \ 2 .
LOO (wl( )—XR(4>) e dx:2dO (w(x)—xR (Z)) e dx
dt

=2 (w (Zﬁ) —2VtR (t))2 e 4t 7

2
w2Vt R(t)) e/t dt

(
2
2
Wigzﬁ) et — R(t)et> e 24/t dt

WY giso
Soit vi : t— 2Vt st . v1 est un élément de £ et on peut donc choisir R tel que pour tout réel t,

0sit<O0
lvi(t) — R(t)e Y < €2. Pour ce choix,

2

+o0o x2 5 +o00
J <wi(x) —xR (T)) e X dx < 8£2J e YVt dt
—o0 0
S 2 x x x2 . X
=8¢ e 7 X = x = dx (en posant x = 2v/t ou encore t = — puis dt = = dx)
0 22 4 2
+oo 22 +oo L2
:2£2J x?e™ T dx = sZJ x?e T dx
0 —o0
. . n : . . . . . X2
(d) Soit 11 > 0. Soit ¢ = — Soit Q un polynome défini comme & la question précédente puis Pp = Q )
o0 xz
J e 'z dx

Pp est un polyndéme pair tel que

+o0o
[wp —Ppl| = \/J (Wp(x) = Pp(x))? e dx < vn2 =n.

2
De méme, en prenant ¢ = N et P; = XR (—

+o00 5 4
2 . xZ
J x“e T dx

—00

), P; est un polyndme impair tel que |[w; — Pi]| <1

7. (a) Question non correctement résolue.

(b) Soit (Py),cy une suite de polynomes convergeant vers u pour la norme | ||. Soit & > 0. Il existe k € N tel que
[lw— Py <.
. : . s ulH;)
Soit np un entier supérieur ou égal a deg (Px). Pour n > ng, Px € %, puis (en se rappelant que Z iH H > Hi est le
i=0 i

projeté orthogonal de u sur %,),

ZHHi

i=0

=d((u,%n) =Min{|[lu—"P||, P € Zn} < |lu—Py] .

< ¢ et donc

|v1:

On a montré que : Ve > 0, Inp € N/ vn > ny,

H;

iz ||H ||
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Hi)

(c) Puisque Z H € P et que U — Z

5 IIH 1|| = ||H I?
(u\Hi) (‘LL|H1)
” Hz = 2 Hi|| +|u— 2 Hi
; IIHiII ; ([Hll
2
n n
H, H;
Z (u || — Z (u 12) Hi|| (d’aprés la question 4 de la partie 2).
i—o IHn H o IIHil
(uHn)? _ [+ :
Quand n tend vers +o0o, on obtient Z W J (u(x))?e ™ dx.

k=0 —oo

(d) Question non correctement résolue.
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