BECEAS 2023

Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2023

Epreuve a option (A) : Mathématiques
Durée : 4h

Le probleme porte sur une famille de polyndmes orthogonaux, appelés polynoémes de
Hermite, qui interviennent dans de nombreuses applications, en physique, en théorie du
signal et en probabilité, par exemple.

L'énoncé est divisé en trois parties, largement indépendantes, que les candidats ne sont
pas tenus de traiter dans |'ordre.

L'évaluation des copies sera étroitement liée a la rigueur des raisonnements et a une utili-
sation diment justifiée du cours. Une présentation soignée sera appréciée, une présentation
par trop négligée sanctionnée.
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On note %, I'ensemble des applications u de R dans R, continues sur R et telles que
+00

l'intégrale généralisée f (u(x))*e™™ dx converge.

On note Z le R-espace vectoriel des applications polynomiales de R dans R, qu’on peut
confondre avec les polyndmes de R [X] pour en définir les coefficients et le degré (égal a —oo
pour la fonction nulle).

Pour tout n € N, on note #,, le R-espace vectoriel des applications polynomiales de R
dans R, de degré inférieur ou égal a n.

Partie1 Etude et développements en séries d’une fonction de deux variables

On note f la fonction définie sur R? par :
V(x,y) eR?  flx,y) =e?V "

1. Justifier que f est de classe C* sur R? et que son seul point critique est I’origine (0, 0).
La fonction f admet-elle un extremum local en ce point?

2
2. On note K I'ensemble des éléments (x, y) de R2 tels que xz + y2 <1.

a) Justifier que f admet un maximum et un minimum sur K.
2
X
b) Soit (x, y) € R? tel que 7 y*=1.

x=2cost
Justifier qu'’il existe un réel ¢ tel que, pour cette valeur de ¢, { - et:
y =sin

/4
2xy—x2 :2\/§sin(2t—z)—2.

¢) En déduire le maximum et le minimum de f sur K, puis les points de K ou ils
sont atteints.

3. Justifier que, pour tout x € R, la fonction y — f(x, y) est développable en série en-
tiere sur R et en donner le développement en série entiere.
4. Onnote w I'application de R dans IR, de classe C*, définie par

VxeR, wkx) = e

Pour tout n € N, on note H;, I'application de R dans R définie par

VxeR, Hy,(x) =(-1)"e" w"™ )

o1 w'" désigne la dérivée n-iéme de w.
En particulier: Hy(x)=1.

a) Calculer, pour tout x € R, Hy(x), H>(x), H3(x).
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b) Montrer, pour tout n € N et tout xe R :
Hp11(x) = 2xHy (x) = Hy (x).

¢) En déduire que, pour tout n € N, H,, est un polynéme de degré n et trouver son
coefficient dominant.

5. a) Compléter I'avant-derniere ligne du code Python suivant (en substituant une
expression convenable aux trois points d’interrogation) pour que la fonction "coefH"
calcule les coefficients du polyndme P,, pour la valeur de n entrée en parametre.

def coefH(n):

coeff=numpy.zeros ((n+1,n+1))
coeff[0,0]=1
coeff[1,1]=2
for k in range(1l,n):

coeff [k+1,0]=-coeff [k, 1]

coeff [k+1,k+1]=2%*(k+1)

for i in range(1,k+1):

coeff [k+1,i]=2%coeff [k,i-1]- 777 # ligne & modifier

return coeff[n,:]

coefH(4) # exemple: les coefficients de H4, égal a 16 X~4 - 48 X~2 + 12
Qut: array([ 12., -0., -48., 0., 16.])

b) Qu’obtiendrait-on pour "coefH(5)" aprés avoir modifié le code de la fonction
"coefH" en insérant avant sa derniére ligne ("return coeff[n, :]") 'instruction sui-
vante?

print (coeff)

6. a) Justifier que, pour tout y € R, la fonction x — f(x, y) est développable en série

entiere sur R .

2 TSR T, +ooHn(_V) n
b) Pour tout (x, y) € R*, établir I'égalité : f(x,y) = Z - x".

n=0

Partie2 Un produit scalaire sur %,

+00
1. a) Justifier que, pour tout (u, v) € %2, 'intégrale f u(x) v(x)e_xz dx converge.

—00
On note (.|.) I'application de %% dans R définie par:

+00

Y (u,v) € L% (ulv) :f u(x)v(x)e_xzdx.

(o 0]

b) Justifier que % est un R-espace vectoriel et que I'application (.|.) est un pro-
duit scalaire sur %».

On note ||.|| la norme sur %, associée au produit scalaire (.|.), définie par :

Yue,, llull=v(ulu.
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2. On note & I'ensemble des fonctions paires de %> et .# I'’ensemble des fonctions im-
paires de %>.

a) Justifier I'égalité :
Lr=Pos . 1)

b) Pour tout entier n € N*, onnote &, = nN%, et %, = F NR&,,.

Trouver, pour tout n € N*, la dimension de 22, et la dimension de .#, (on distinguera
le cas ou 7 est pair du cas ol n est impair).

c) Pour tout u € .£ et tout n € N*, calculer min {ffo‘f (u(x) - P(x))ze‘xzdx; Pe 9]’,1} .

3. On note £ '’ensemble des fonctions de £, qui sont nulles hors d'un segment inclus
dans l'intervalle ouvert 0, +oo[ :

K ={veL;Ja>0,7A>a, Vx ¢ |a,A], v(x)=0}.

Soit u une fonction bornée appartenant a %» et € un nombre réel strictement positif.

a) Pour tout entier n strictement supérieur a 1, on pose :

. 1
0 six <
(nx—l)u(g) sil<x<2
n n — - n
vn(x) =< u(x) siZ<x<n-1.
1
nn—x)un--—) sin—%sxsn
n
0 six>n
+0o0 2 2
Démontrer que I'intégrale f (u(x) — v, (x)) e dx tend vers 0 quand n tend vers
0

I'infini.
On pourra utiliser le théoréme de convergence dominée.

b) Justifier 'existence d'un élément v de £ tel que :
+00 2 )
f (ux)-v) e dx<e.
0

c) Justifier que si la fonction u est paire, alors il existe un élément v de £ tel que :

9 . v(x) six=0
lu—vpll®<2e ou wvpx)= ] .
v(—x) six<0

On démontre de méme, et on pourra I’admettre, que si la fonction u est impaire, alors
il existe un élément v de £ tel que :

) . v(x) six=0
lu—v;ll<2e ou v;(x)= ) :
—-v(—x) six<0
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Partie3 Unendomorphisme autoadjoint de %

On note g et h les endomorphismes de % définis par :

g(P)=-P"+2XP'+P

VPeXR,
{h(P) =2XP-P'

Ainsi, par exemple, pour tout P€ Z ettout xe R:  (h(P))(x) = 2xP(x) — P'(x).
1. a) Etablir 'égalité : goh—hog=2h.
b) Montrer que, pour tout A € R et tout P € %, si g(P) = AP, alors
g(h(P))=(A+2)h(P) (%)
2. Etablir, pour tout (P,Q) € % :
(P'1Q) = (g(P)IQ) - (PIQ) .

3. Soit n € N.
a) Montrer : YPeR,, gMP)eER,.

b) On note g, 'endomorphisme de %, défini par :
VPeRn, gn(P)=g(P).

Montrer que g, est un endomorphisme autoadjoint de %,,, pour le produit scalaire

¢l

4. Les polyndmes H,, utilisés dans la suite sont ceux de la partie 1.
a) Calculer, pour tout k € N, h(Hy), et en déduire que :

VkeN, g(Hy)=Q@k+1)H.

b) Justifier que, pour tout n € N*, la famille (Hy, ..., H,) est une base orthogonale

de %,,.
- v WH?
¢) En déduire, pour tout u € %>, la convergence de la série Z AL etl'inéga-
n=0 n
lité : .\ )
(e.@] u H +00 2
(ul ”)2 sf (u(x))ze_x dx . 2)
n=o I Hn —00
5. Pour tout entier p € N*, on note e, la fonction x — e 7*.
a) Etablir, pour tout n € N et tout réel x > 0, les inégalités :
B n (_1)k ~ xn+1 ~ n+1)"
|e2x_Z_xkex|S—exS( ) nl.
=0 k! (n+1)! n!

b) En déduire une suite de polynomes (Q2,,) »en telle que la suite des
fonctions x — Q5 ,(x)e™” converge uniformément sur R, vers la fonction e,.
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c) Démontrer par récurrence que, pour tout entier p supérieur ou égal a 2, il existe
une suite de polyndomes (Qp,»)nen telle que la suite des fonctions x — Qp,n(x)e_x
converge uniformément sur R, vers la fonction ey,.

x (& EDFp+nF
—)( Z d xk) .

On pourra utiliser les fonctions polynomiales x — Qp, ,( 5 12k
k=0 :

d) En déduire que, pour toute fonction polynomiale P, il existe une suite (Q) ,eN
d’éléments de Z telle que la suite des fonctions x — Q,(x)e”™ converge uniformé-
ment sur R, vers la fonction x — P(e™ ™).

6. Soit v une fonction appartenant a 'ensemble £ défini dans la partie 2.

a) En utilisant le théoreme de Weierstrass et le changement de variable x = —In(t),
justifier, pour tout € > 0, 'existence d'un polyndéme P tel que :

Vx=0, |[v(x)-Pe™)| <e.

b) En déduire qu'’il existe une suite (Q,) ey de polyndmes (éléments de £) telle
que la suite des fonctions x — Q,(x)e”* converge uniformément sur R ; vers la fonc-
tion v.

¢) On note w la fonction définie sur R par

x2 x%/4
wx) =14 Ve

0 sinon

six=0
et, pour tout x € R, on pose :

wy(x) = wx) + w(-x)
w;(x) = w(x) — w(=x)
Pour tout réel € > 0, justifier I'existence de deux polynémes Q et R vérifiant les inéga-
lités
2 +00

+00o
f (wp(x) - Q(%))Ze_xzdx < ezf e 2dx

(o.0] (e.0]

+00 2 +oo
f (wi(x) —xR(xZ))ze—xzdx < ng xze—xz/zdx

(e e] (e o]

Pour parvenir a la seconde inégalité, on pourra, en lieu et place de v, utiliser la fonction

w2Vt

(—\/_)e_t Slt>0

t—< 2Vt .
0 sinon
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d) Soit n > 0.
Déduire des résultats précédents que :

» pour toute fonction paire w), telle que la fonction

wp(x) six=0
X —
0 sinon
appartient a %/, il existe un polynéme pair P, tel que
lwp—Ppll=n

e pour toute fonction impaire w; telle que la fonction

w;(x) six=0
X r—
0 sinon
appartient a £, il existe un polynéme impair P; tel que
lwi-Pill=n.

7. Soit # une fonction continue et bornée sur R.

a) En s’appuyant sur les derniers résultats de la partie 2 et sur ce qui précede,
démontrer qu'il existe une suite d’éléments de % qui converge vers u pour la norme

b) Justifier I'égalité :

. % (ulHyg)
lim || u-— 5
n—+oo i=o I He |l

k=0
c) Justifier que I'inégalité (2) démontrée en question 4 est en fait une égalité :

+00 Hn 2 +00
2, %—JZ :f (u)’e ™ dx . (3)
n= n —0o0

d) Ces propriétés restent-elles vraies si u appartient a %, sans étre bornée?
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