France métropolitaine. Septembre 2014. Enseignement spécifique

EXERCICE 1 (5 points) (commun a tous les candidats)

- =
Sur le graphique ci-dessous, on a tracé, dans un repére orthonormé (O, i, j ), une courbe % et la droite (AB) ou A
et B sont les points de coordonnées respectives (0; 1) et (—1; 3).

On désigne par f la fonction dérivable sur R dont la courbe représentative est &.
On suppose, de plus, qu’il existe un réel a tel que pour tout réel x,

fx) =x+1+ axe .
1) a) Justifier que la courbe € passe par le point A.
b) Déterminer le coefficient directeur de la droite (AB).

c) Démontrer que pour tout réel x,
f'(x) =1—a(2x*—1) e,

d) On suppose que la droite (AB) est tangente a la courbe € au point A.
Déterminer la valeur du réel a.

2) D’aprés la question précédente, pour tout réel x,
fix)=x+1-3xe ™ et f'(x)=1+3 (2x* —1) e,
a) Démontrer que pour tout réel x de lintervalle ] —1; 0], f(x) > 0.
b) Démontrer que pour tout réel x inférieur ou égal a —1, f'(x) > 0.
c) Démontrer qu’il existe un unique réel ¢ de U'intervalle [—; ; —1} tel que f(c) =0.
Justifier que ¢ < —% +2x 1072,

3) On désigne par & aire, exprimée en unités d’aire, du domaine défini par :

c<x<0 et 0<y<Af(x).

a) Ecrire & sous la forme d’une intégrale.

0
b) On admet que l'intégrale I = J f(x) dx est une valeur approchée de o7 a 1073 prés.
_3

Calculer la valeur exacte de l’intégrale L
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France métropolitaine. Septembre 2014. Enseignement spécifique
EXERCICE 1 : corrigé
1) a) f(xa) =0+14+ax0=1=ya. Donc, la courbe ¢ passe par le point A.
b) Le coefficient directeur de la droite (AB) est

Yys — YA 73—1 _
xg—xa 0—1

¢) La fonction f est dérivable sur R et pour tout réel x,
f'ix)=14+0+a (1 x e +x x (—2x) x e”‘z) =1+a(1—2x%) e =1 a(2x*—1) e .
d) Puisque la droite (AB) est tangente a la courbe % au point A, le coefficient directeur de la tangente a la courbe €
au point A est —2 d’aprés la question b). Ce coefficient directeur est aussi f'(0) avec f/(0) =T —ax (—1)xe® =1+4+a
puis
f'0)=—2&1+a=-2&a=-3.

a=-3.

2) a) Soit x €] — 1,0]. e > 0 et —3x > 0. Donc “3xe X’ > 0. D’autre part, x > —1 et donc x +1 > 0. En
additionnant, on obtient f(x) > 0. On a montré que

pour tout réel x de Uintervalle ] — 1 ; 0], f(x) > 0.

b) Soit x €] — 0o, —1]. Alors x < —1 puis x? > 1 et donc 2x> —1 > 2 x 1 —1 ou encore 2x> — 1 > 1. En particulier,
2x2 —1 > 0. Comme d’autre part 3¢ > 0, on en déduit que 3 (sz — 1) e’ > 0 puis que f’'(x) > 1. En particulier,
f'(x) > 0.

pour tout réel x de l'intervalle | — oo ; —1], f/(x) > 0.

3
¢) La fonction f est continue et strictement croissante sur I'intervalle {—Z ; —1]. D’aprés un corollaire du théoréme
3
des valeurs intermédiaires, on sait que pour tout réel k de Iintervalle [f (_Z) , T (—1)], I’équation f(x) = k admet
3
une solution et une seule dans l'intervalle [_E ; —1} .
. 3 1.9 on 1 ) C
Puisque f —5) =3 + Ee /4 = —0,02... < 0 et que f(—1) = 3e~! > 0, le réel 0 appartient a l'intervalle

3 3
[f (—z) (=1 )} . Ceci montre qu’il existe un unique réel ¢ de 'intervalle [_E ; —1} tel que f(c) = 0.

Ensuite, f <—§ +2x 102) =0,0T...>0. Ainsi, f (—% +2x 102> > f(c) et les deux nombres ¢ et —; +2x102

sont dans ] — oo, —1].
3
Puisque f est strictement croissante sur I'intervalle ] — oo, —1], on en déduit que ¢ < -5 +2x 1072
3) a) La fonction f est croissante sur [c,—1] et f(c) = 0. Donc, la fonction f est positive sur 'intervalle [c, —1]. D’autre

part, la fonction f est positive sur U'intervalle [—1,0] d’aprés la question 2) a) et finalement la fonction f est positive
sur 'intervalle [c, 0].

0
Ainsi, la fonction f est continue et positive sur l'intervalle [c, 0] et donc &7 = J f(x) dx.

b) ‘
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