
Polynésie 2014. Enseignement spécifique

EXERCICE 4 (5 points) (commun à tous les candidats)

Soient f et g les fonctions définies sur R par

f(x) = ex et g(x) = 2e
x

2 − 1.

On note Cf et Cg les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repère orthogonal.

1) Démontrer que les courbes Cf et Cg ont un point commun d’abscisse 0 et qu’en ce point, elles ont la
même tangente ∆ dont on déterminera une équation.

2) Étude de la position relative de la courbe Cg et de la droite ∆.

Soit h la fonction définie sur R par h(x) = 2e
x

2 − x− 2.

a) Déterminer la limite de la fonction h en −∞.

b) Justifier que, pour tout réel non nul x, h(x) = x

(

e
x

2

x
2

− 1−
2

x

)

.

En déduire la limite de la fonction h en +∞.

c) On note h′ la fonction dérivée de la fonction h sur R.
Pour tout réel x, calculer h′(x) et étudier le signe de h′(x) suivant les valeurs de x.

d) Dresser le tableau de variations de la fonction h sur R.

e) En déduire que, pour tout réel x, 2e
x

2 − 1 ! x+ 1.

f) Que peut-on en déduire quant à la position relative de la courbe Cg et de la droite ∆ ?

3) Étude de la position relative des courbes Cf et Cg.

a) Pour tout réel x, développer l’expression
(

e
x

2 − 1
)2

.

b) Déterminer la position relative des courbes Cf et Cg.

4) Calculer, en unité d’aire, l’aire du domaine compris entre les courbes Cf et Cg et les droites d’équations
respectives x = 0 et x = 1.
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Polynésie 2014. Enseignement spécifique

EXERCICE 4 : corrigé

1) f(0) = e0 = 1 et g(0) = 2e0 − 1 = 2− 1 = 1. Donc le point A(0, 1) appartient aux courbes Cf et Cg.

Le coefficient directeur de la tangente à la courbe Cf en A est f ′(0). Or, pour tout réel x, f ′(x) = ex et donc f ′(0) = 1.
La tangente à Cf en A admet pour équation cartésienne y = 1× (x− 0) + 1 ou encore y = x+ 1.

De même, pour tout réel x,

g′(x) = 2×
1

2
× e

x

2 + 0 = e
x

2 ,

et en particulier, g′(0) = 1. La tangente à Cg en A admet également pour équation cartésienne y = x+ 1.

On a montré que les courbes Cf et Cg ont en commun leur point d’abscisse 0 et qu’en ce point, elles ont la même
tangente à savoir la droite ∆ d’équation y = x+ 1.

2) a) En posant X =
x

2
, on obtient

lim
x→−∞

e
x

2 = lim
X→−∞

eX = 0

et donc lim
x→−∞

2e
x

2 = 0. D’autre part, lim
x→−∞

(−x− 2) = +∞. En additionnant, on obtient

lim
x→−∞

h(x) = +∞.

b) Soit x un réel non nul.

h(x) = 2e
x

2 − x− 2 = x

(

2e
x

2

x
−

x

x
−

2

x

)

= x

(

e
x

2

x
2

− 1−
2

x

)

.

D’après un théorème de croissances comparées,

lim
x→+∞

e
x

2

x
2

= lim
X→+∞

eX

X
= +∞.

D’autre part, lim
x→+∞

(

−1−
2

x

)

= −1. En additionnant, on obtient lim
x→+∞

(

e
x

2

x
2

− 1−
2

x

)

= +∞.

Enfin, lim
x→+∞

x = +∞ et en multipliant, on obtient

lim
x→+∞

h(x) = +∞.

c) h est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables sur R et pour tout réel x,

h′(x) = 2×
1

2
× e

x

2 − 1 = e
x

2 − 1.

Si x > 0, alors
x

2
> 0 puis e

x

2 > 1 et donc h′(x) > 0 et si x < 0, alors
x

2
< 0 puis e

x

2 < 1 et donc h′(x) < 0. Enfin,

h′(0) = 0.

En résumé, la fonction h′ est strictement négative sur ]−∞, 0[, strictement positive sur ]0,+∞[ et s’annule en 0.

d) En tenant compte de h(0) = 2e0 − 2 = 0, on en déduit le tableau de variations de la fonction h sur R.

x −∞ 0 +∞

h′(x) − 0 +

+∞ +∞
h

0

e) La fonction h admet un minimum en 0 égal à 0. On en déduit que pour tout réel x, on a h(x) ! 0. Par suite, pour
tout réel x, 2e

x

2 − x− 2 ! 0 ce qui s’écrit encore 2e
x

2 − 1− (x + 1) ! 0 ou enfin 2e
x

2 − 1 ! x+ 1.

Pour tout réel x, 2e
x

2 − 1 ! x+ 1.
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f) On en déduit que la courbe Cg est au-dessus de la droite ∆ sur R.

3) Étude de la position relative des courbes Cf et Cg.

a) Soit x un réel.

(

e
x

2 − 1
)2

=
(

e
x

2

)2
− 2× e

x

2 + 1 = ex − 2e
x

2 + 1.

b) Soit x un réel.

f(x)− g(x) = ex −
(

2× e
x

2 − 1
)

= ex − 2e
x

2 + 1 =
(

e
x

2 − 1
)2

.

Pour tout réel x non nul, e
x

2 ̸= 1 et donc
(

e
x

2 − 1
)2

> 0. D’autre part, on sait que f(0) = g(0).

On en déduit que Cf est strictement au-dessus de Cg sur ]−∞, 0[ et sur ]0,+∞[ et que Cf et Cg ont en commun leur
point d’abscisse 0.

4) Puisque les fonction f et g sont continues sur [0, 1] et que pour tout réel x de [0, 1], f(x) ! g(x), l’aire demandée
est

A =

∫ 1

0

(f(x)− g(x)) dx =

∫ 1

0

(

ex − 2e
x

2 + 1
)

dx =

⎡

⎢

⎣
ex − 2

e
x

2

1

2

+ x

⎤

⎥

⎦

1

0

=
(

e1 − 4e
1

2 + 1
)

−
(

e0 − 4e0 + 0
)

= e − 4e
1

2 + 4.

L’aire demandée est égale à e − 4e
1

2 + 4 ou encore 0, 12 à 10−2 près par défaut.
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