Pondichéry 2013. Enseignement spécifique

EXERCICE 1 (5 points) (commun a tous les candidats)
Partie 1

On s’intéresse a I’évolution de la hauteur d’un plant de mals en fonction du temps. Le graphique en annexe 1
représente cette évolution. La hauteur est en métres et le temps en jours.

On décide de modéliser cette croissance par une fonction logistique du type :

. a
" 1+ be 0,09

oll a et b sont des constantes réelles positives, t est la variable temps exprimée en jours et h(t) désigne la hauteur
du plant, exprimée en métres.

h(t)

On sait qu’initialement, pour t = 0, le plant mesure 0,1 m et que sa hauteur tend vers une hauteur limite de 2 m.

Déterminer les constantes a et b afin que la fonction h corresponde a la croissance du plant de mais étudié.
Partie 2

On considére désormais que la croissance du plant de mais est donnée par la fonction f définie sur [0;250] par
B 2
14 19e0,04t°

1) Déterminer f'(t) en fonction de t (f’ désignant la fonction dérivée de la fonction f).
En déduire les variations de la fonction f sur I'intervalle [0;250].

f(t)

2) Calculer le temps nécessaire pour que le plant de mais atteigne une hauteur supérieure a 1,5 m.
3) a) Vérifier que pour tout réel t appartenant a l'intervalle [0;250] on a

20,04t
~e004t 1197

Montrer que la fonction F définie sur I'intervalle [0;250] par F(t) = 501n(e®% % 4+ 19) est une primitive de
la fonction f.

£(t)

b) Déterminer la valeur moyenne de f sur 'intervalle [50;100].
En donner une valeur approchée a 1072 prés et interpréter ce résultat.

4) On s’intéresse a la vitesse de croissance du plant de mais; elle est donnée par la fonction dérivée de la
fonction f.

La vitesse de croissance est maximale pour une valeur de t.
En utilisant le graphique donné en annexe, déterminer une valeur approchée de celle-ci.
Estimer alors la hauteur du plant.
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Annexe (Exercice 1)
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Pondichéry 2013. Enseignement spécifique
EXERCICE 1 : corrigé

Partie 1

a

Soient a et b deux réels puis h la fonction définie par : pour tout réel t, h(t) = T be o0t

Les conditions de ’énoncé s’écrivent h(0) = 0,1 et hr+n h(t) =2.
t—+4+o0

Tout d’abord, lim e %%t = lim X =0 et donc hm h(t)= ————— =a. Donc lim h(t)=2& a=2.
t—+oo X——00 1+ b 0 t—-+oo
2
Ensuite, h(0) = e 2 puis

14+be® 1+0b
2
h(0) = 01(:} =0,12=010+0,10,1b=1,9 b =19.

En résumé, h correspond a la croissance du plan de mafis étudié si et seulement si

2

pour tout réel t, h(t) = W

Partie 2

1) f est dérivable sur [0,250] en tant qu’inverse d’une fonction dérivable sur [0,250] et ne s’annulant pas sur [0, 250].
De plus, pour tout réel t de [0, 250],

19 x (—0,04)e %04t 1 52 ¢~ 0,04t
(14 19¢-0,04t)? (14 19e—0,04t)2"
Pour tout réel t de [0,250], 1,52 e=%04t > 0 et (1 + 196*0*04")2 > 0. Par suite, pour tout réel t de [0,250], h'(t) > 0.

f'it) =2 x —

On en déduit que la fonction h est strictement croissante sur [0, 250].

2) Soit t un réel de l'intervalle [0, 250].

2
h(t) > 1,5& TF 190 00m >1,582>1,5+285e %% (car 14 19¢7 %0 > ()

0,5 1
28 5 —0,04t < 5 —0,04t < ) —0,04t <
S e 0,5&e€ —28, 5 ~e 57

&S —0,04t < <5—) par stricte croissance de la fonction In sur ]0, 4+00[)
n (5

& —0,04t < —

In (57) & 0,04t > In (57)
&t >251n(57).

Le temps nécessaire pour que le plant de mals atteigne une hauteur supérieure a 1,5 m est to = 251n (57) = 101,07...
(et donc to € [0,250]) soit & partir de 102 jours.

3) a) Soit t un réel appartenant a l'intervalle [0, 250].

2 2 ze0,04t
f(t) = T+ 190,04t — 19 = 0,04t 119"

20,04t

Pour tout réel t de [0,250], %4t 4+ 19 > 0. Donc, la fonction F est dérivable sur [0,250] et pour tout réel t de [0,250],

(eo,o4t —H‘?)/ 0. 040,04t 20,04t
F/(t) =50 X ~—5 om0~ o~ =30 5,07t o =~ won 7o — (-

Dong, la fonction F est une primitive de la fonction f sur [0, 250].

b) La valeur moyenne de f sur I'intervalle [50, 100] est

;Jmof(t) dt = 1 [FO1%° = In (¢ +19) — In (e2 +19) =1 et +19
100 — 50 Jso - so — . ~M\et9)e

Une valeur approchée a 1072 prés par défaut de cette valeur moyenne est 1,02. Donc, entre 50 et 100 jours, le plan de
malis atteint en moyenne 1,02 m de haut.

4) La vitesse de croissance est maximale quand la pente de la tangente au point d’abscisse t est maximale.
Sur le graphique, cela semble correspondre & une hauteur de 1 m et une durée de 75 jours.
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