
Centres étrangers 2013. Enseignement spécifique

EXERCICE 3 (5 points) (commun à tous les candidats)

On considère la fonction g définie pour tout réel x de l’intervalle [0; 1] par :

g(x) = 1+ e−x.

On admet que, pour tout réel x de l’intervalle [0; 1], g(x) > 0.

On note C la courbe représentative de la fonc-
tion g dans un repère orthogonal, et D le do-
maine plan compris d’une part entre l’axe des
abscisses et la courbe C , d’autre part entre les
droites d’équation x = 0 et x = 1. La courbe
C et le domaine D sont représentés ci-contre.
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Le but de cet exercice est de partager le domaine D en deux domaines de même aire, d’abord par une droite
parallèle à l’axe des ordonnées (partie A), puis par une droite parallèle à l’axe des abscisses (partie B).

Partie A

Soit a un réel tel que 0 < a < 1.
On note A1 l’aire du domaine compris entre
la courbe C , l’axe (Ox),les droites d’équation
x = 0 et x = a, puis A2 celle du domaine
compris entre la courbe C , (Ox) et les droites
d’équation x = a et x = 1.
A1 et A2 sont exprimées en unités d’aire.
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1) a) Démontrer que A1 = a− e−a + 1.

b) Exprimer A2 en fonction de a.

2) Soit f la fonction définie pour tout réel x de l’intervalle [0; 1] par :

f(x) = 2x− 2e−x +
1

e
.

a) Dresser le tableau de variation de la fonction f sur l’intervalle [0; 1]. On précisera les valeurs exactes de
f(0) et f(1).

b) Démontrer que la fonction f s’annule une fois et une seule sur l’intervalle [0; 1], en un réel α.
Donner la valeur de α arrondie au centième.

3) En utilisant les questions précédentes, déterminer une valeur approchée du réel a pour lequel les aires A1 et A2

sont égales.

Partie B

Soit b un réel positif.
Dans cette partie, on se propose de partager le domaine D en deux domaines de même aire par la droite d’équation
y = b. On admet qu’il existe un unique réel b positif solution.

1) Justifier l’inégalité b < 1+
1

e
. On pourra utiliser un argument graphique.

2) Déterminer la valeur exacte du réel b.
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EXERCICE 3

Partie A
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1) a) La fonction g est continue et positive sur l’intervalle [0, 1]. Donc,

A1 =

∫a

0

(

1+ e−x
)

dx =
[

x− e−x
]a

0
=

(

a− e−a
)

−
(

0− e0
)

= a− e−a + 1.

b) De même,

A2 =

∫1

a

(

1+ e−x
)

dx =
[

x− e−x
]1

a
=

(

1− e−1
)

−
(

a− e−a
)

= 1−
1

e
− a+ e−a.

2) a) La fonction f est dérivable sur [0, 1] en tant que somme de fonctions dérivables sur [0, 1] et pour tout réel x de
[0, 1],

f ′(x) = 2− 2
(

−e−x
)

= 2
(

1+ e−x
)

.

Pour tout réel x de [0, 1], e−x > 0 et donc, pour tout réel x de [0, 1], f ′(x) > 0.

En tenant compte de f(0) = 0 − 2e0 +
1

e
= −2 +

1

e
et f(1) = 2 − 2e−1 +

1

e
= 2 −

1

e
, on peut dresser le tableau de

variations de la fonction f :

x 0 1

f ′(x) +

2−
1

e
f

−2+
1

e

b) Le fonction f est continue et strictement croissante sur [0, 1]. On sait que pour tout réel k de [f(0), f(1)] =
[

−2+
1

e
, 2−

1

e

]

, l’équation f(x) = k a une solution et une seule dans [0, 1]. En particulier, puisque −2+
1

e
< 0 < 2−

1

e
,

la fonction f s’annule une fois et une seule sur l’intervalle [0; 1], en un réel que l’on note α.

La calculatrice fournit f(0, 45) = −0, 007 . . . et f(0, 455) = 0, 008 . . . Donc, f(0, 45) < f(α) < f(0, 455). Puisque la
fonction f est strictement croissante sur [0, 1], on en déduit que 0, 45 < α < 0, 455 et en particulier que

α = 0, 45 arrondi au centième.

3) Soit a un réel de [0, 1].

A1 = A2 ⇔ a− e−a + 1 = 1−
1

e
− a+ e−a ⇔ 2a − 2e−a +

1

e
= 0 ⇔ f(a) = 0 ⇔ a = α.

Le réel a pour lequel les aires A1 et A2 sont égales est le réel α = 0, 45 arrondi au centième.

Partie B

1) Si on partage le domaine D en deux domaines d’aires égales, chacun de ces domaines a une aire égale à la moitié
de l’aire de D .
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L’aire du domaine D , exprimée en unités d’aires, est strictement inférieure à 2 car le domaine D est contenu dans le
rectangle de sommets les points de coordonnées respectives (0, 0), (1, 0), (1, 2) et (0, 2). Donc la moitié de l’aire de D

est strictement inférieure à 1.
L’aire, exprimée en unités d’aires, du rectangle de sommets les points de coordonnées respectives (0, 0), (1, 0), (1, 1)
et (0, 1) est égale à 1. Cette aire est déjà strictement supérieure à la moitié de l’aire de D . Donc, on a nécessairement

b < 1 et en particulier b < 1+
1

e
.
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2) Puisque b < 1+
1

e
, le domaine sous la droite d’équation y = b, d’aire égale à la moitié de l’aire de D , est le rectangle

de sommets les points de coordonnées repsectives (0, 0), (1, 0), (1, b) et (0, b).
Notons A l’aire du domaine D , exprimée en unités d’aires et A ′ l’aire du rectangle de sommets les points de coor-
données repsectives (0, 0), (1, 0), (1, b) et (0, b).

1

2

y

1 x

C

b

D’une part,

A =

∫1

0

(

1+ e−x
)

dx =
[

x− e−x
]1

0
=

(

1− e−1
)

−
(

0− e0
)

= 2−
1

e
.

D’autre part, l’aire A ′ = b× 1 = b. Ensuite,

A
′ =

A

2
⇔ b =

1

2

(

2−
1

e

)

⇔ b = 1−
1

2e
.

b = 1−
1

2e
= 0, 816 . . .
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