Asie 2013. Enseignement spécifique

EXERCICE 2 (6 points) (commun a tous les candidats)

On considére les fonctions f et g définies pour tout réel x par :
f(x) =e*et g(x)=1—e"%.
Les courbes représentatives de ces fonctions dans un repére orthogonal du plan, notées respectivement %r et 4y,
sont fournies en annexe.
Partie A

Ces courbes semblent admettre deux tangentes communes. Tracer aux mieux ces tangentes sur la figure de ’annexe.
Partie B

Dans cette partie, on admet 1’existence de ces tangentes communes.
On note Z 'une d’entre elles. Cette droite est tangente a la courbe % au point A d’abscisse a et tangente a
la courbe €y au point B d’abscisse b.

1) a) Exprimer en fonction de a le coefficient directeur de la tangente a la courbe %F au point A.
b) Exprimer en fonction de b le coefficient directeur de la tangente & la courbe €y au point B.
c) En déduire que b = —a.

2) Démontrer que le réel a est solution de I'équation

2(x—1)e* +1=0.

Partie C

On considére la fonction ¢ définie sur R par
ex)=2(x—1)e* +1.

1) a) Calculer les limites de la fonction ¢ en —oo et +oo.
b) Calculer la dérivée de la fonction @, puis étudier son signe.
c) Dresser le tableau de variation de la fonction @ sur R. Préciser la valeur de ¢(0).
2) a) Démontrer que I’équation ¢@(x) = 0 admet exactement deux solutions dans R.
b) On note « la solution négative de I'équation @(x) =0 et 3 la solution positive de cette équation.

A Taide d’une calculatrice, donner les valeurs de « et 3 arrondies au centiéme.

Partie D

Dans cette partie, on démontre ’existence de ces tangentes communes, que ’on a admise dans la partie B.
On note E le point de la courbe ¢ d’abscisse a et F le point de la courbe €y d’abscisse —a (a est le nombre réel
défini dans la partie C).

1) Démontrer que la droite (EF) est tangente a la courbe %% au point E.

2) Démontrer que (EF) est tangente a €y au point F.
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Partie B

1) a) Soit a un réel. Le coefficient directeur de la tangente & €% au point d’abscisse a est f’(a) ou encore e®.

b) Soit b un réel. Pour tout réel x, g’(x) = e ™. Donc, le coefficient directeur de la tangente & €y au point d’abscisse

b est g’(b) ou encore e~ .

c) Soient a et b deux réels. Si la tangente a €; au point d’abscisse a est aussi la tangente a €y au point d’abscisse b,
alors ces deux tangentes ont en particulier méme coefficient directeur. On en déduit que e® = e~ ? puis que a = —b
ou enfin que b = —a.

2) Soit a un réel. Une équation de la tangente & %% au point d’abscisse a est y = f’(a)(x — a) + f(a) ou encore
y=-e%x—a)+ e ou enfin
y=e“x—ae® +e“.
Une équation de la tangente a €y au point d’abscisse —a est y = g’(—a)(x+a)+g(—a) ou encorey = e%(x+a)+1—e®
ou enfin
y=-e%+ae*+1—e.

Si ces deux droites sont confondues, alors leurs ordonnées a l'origine sont égales. Par suite, —ae® +e® = ae® +1—e?
ou encore 2ae® —2e® +1 =0 ou enfin 2(a —1)e* +1=0.

On a montré que le réel a est solution de I’équation 2(x — 1)e* +1 =0.
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Partie C

1) a) Limite de ¢ en +oc0. lim 2(x—1) = +ooet lim e* = +4oco. En multipliant, on obtient lim 2(x—1)e* =400
X—+00 X—+o0o X—+00

puis

lim @(x) = +oo.
X—+00

Limite de ¢ en —oo. Pour tout réel x, @(x) = 2xe* — 2e* + 1.

lim e* = 0 et d’autre part, lim xe* = 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées. On en déduit que
X——00 X——00
lim @(x)=2x0—-2x0+1=1.
X——00
lim @(x)=1.
X——00

b) La fonction @ est dérivable sur R et pour tout réel x,

e'(X)=2(1xe*+(x—1)xe¥)+0=2(1+x—1)e* = 2xe~.

Pour tout réel x, e* > 0 et d’autre part, 2 > 0. Donc, pour tout réel x, ¢’(x) est du signe de x. On en déduit que la
fonction ¢’ est strictement négative sur ] — oo, 0[, strictement positive sur ]0, +oo[ et s’annule en 0.

c) (0)=2(0—1e’ +1=-2+1=-1.
On en déduit le tableau de variation de la fonction ¢ sur R.

X —00 0 +o00

/(%) - 0 +

2) a) e La fonction ¢ est continue et strictement décroissante sur | — co,0]. On sait alors que pour tout réel k de
Iintervalle |@(0), lim @(x) { = [—1,1][, 'équation @(x) = k admet une solution et une seule dans ] — oo, 0]. Comme
X——00

le nombre O appartient a I'intervalle [—1, 1[, on a montré que ’équation @(x) = 0 admet une solution et une seule dans

Iintervalle ] — 00, 0]. On note « cette solution. Comme @(0) #£ 0, on a & # 0 et donc & < 0.

e De méme, la fonction @ est continue et strictement croissante sur [0,+oo[. Donc, pour tout réel k de lintervalle
X—+00

[(p(O), lim @(x)| = [—1,+o0o[, 'équation @(x) = k admet une solution et une seule dans [0, +oo[. Comme le nombre

0 appartient & l'intervalle [—1,+o0[, on a montré que 'équation @(x) = 0 admet une solution et une seule dans
Iintervalle [0, +oo[. On note B cette solution. Comme ¢(0) # 0, on a  # 0 et donc > 0.

On a montré que I'équation @(x) = 0 admet exactement deux solutions dans R, I'une strictement négative et 'autre
strictement positive.

b) La calculatrice fournit ¢(—1,68) =0,001... et @(—1,675) = —0,002.... Donc ¢(—1,68) > 0 et ©(—1,675) < 0 ou
encore @(—1,675) < @(«) < @(—1,68). Puisque la fonction @ est strictement décroissante sur ] — 0o, 0], on en déduit
que —1,68 < « < —1,675. En particulier,

o = —1,68 arrondi au centiéme. '

La calculatrice fournit ¢(0,765) = —0,01... et ©(0,77) = 0,006.... Donc ¢(0,765) < @(B) < ¢(0,77). Puisque la
fonction ¢ est strictement croissante sur | — 0o, 0], on en déduit que 0,765 < & < 0,77. En particulier,

3 = 0,77 arrondi au centiéme. I

Partie D

a désigne 'un des deux réels o ou 3. En particulier, le réel a n’est pas nul.
Le point E a pour coordonnées (a, e®) et le point F a pour coordonnées (—a, 1 — e®).
Le coefficient directeur de la droite (EF) est
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Puisque @(a) = 0, on a 2(a — 1)e* + 1 = 0 et donc 2ae®* — 2e* + 1 = 0 ou encore 2e® — 1 = 2ae®. Par suite,
2e®—1 2ae®
2a¢.  2a
Une équation de la droite (EF) est donc y = e®(x—xg)+yg ou encore y = e®(x—a)+e® ou enfin y = e*x—ae® +e?.

— pQ

1) D’aprés la question 2) de la partie B, la tangente a la courbe %% au point E a aussi pour équation cartésienne
y =e%% — ae® + e®. Donc, la droite (EF) est la tangente & %f au point E.

2) D’aprés les calculs effectués a la fin de la partie B, 1'égalité @(a) = O est équivalente a l'égalité —ae® + e® =
ae® + 1 —e®. Donc, une équation cartésienne de la droite (EF) est aussiy = e®x + ae® + 1 —e?.

Ceci montre que la droite (EF) est la tangente a €y au point F.
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