
Amérique du sud. Novembre 2013. Enseignement spécifique

EXERCICE 1 : corrigé

Partie A

1) Soit x un réel.

f(x) = xe1−x = x× e1 × e−x = e× x×
1

ex
= e×

x

ex
.

2) Limite de f en −∞. lim
x→−∞

e1−x = lim
X→+∞

eX = +∞. D’autre part, lim
x→−∞

x = −∞. En multipliant, on obtient

lim
x→−∞

f(x) = −∞.

3) Limite de f en +∞. D’après la question 1), pour tout réel x, f(x) = e×
x

ex
.

D’après un théorème de croissances comparées, lim
x→+∞

ex

x
= +∞. En prenant l’inverse, on obtient lim

x→+∞

x

ex
= 0 puis

lim
x→+∞

f(x) = 0.

4) La fonction f est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R et pour tout réel x

f ′(x) = 1× e1−x + x× (−1) × e1−x = (1− x)e1−x.

Pour tout réel x, f ′(x) = (1− x)e1−x.

5) Pour tout réel x, on a e1−x > 0 et donc pour tout réel x, f ′(x) est du signe de 1 − x. On en déduit le tableau de
variation de la fonction f.

x −∞ 1 +∞

f ′(x) + 0 −

1

f

−∞ 0

Partie B

1) Soit x un réel.

(1− x)gn(x) = gn(x) − xgn(x)

=
(

1+ x+ x2 + · · ·+ xn−1 + xn
)

−
(

x+ x2 + · · ·+ xn−1 + xn + xn+1
)

= 1+
(

x+ x2 + · · ·+ xn−1 + xn
)

−
(

x+ x2 + · · ·+ xn−1 + xn
)

− xn+1

= 1− xn+1

et donc

pour tout réel x 6= 1, gn(x) =
1− xn+1

1− x
.

2) Pour tout réel x, hn(x) = g ′

n(x) et donc pour tout réel x 6= 1,

hn(x) =
(−(n + 1)xn) (1− x) −

(

1− xn+1
)

(−1)

(1 − x)2
=

−(n + 1)xn(1− x) + 1− xn+1

(1− x)2

=
−(n + 1)xn + (n+ 1)xn+1 + 1− xn+1

(1− x)2
=

nxn+1 − (n + 1)xn + 1

(1− x)2
.
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pour tout réel x 6= 1, hn(x) =
nxn+1 − (n + 1)xn + 1

(1− x)2
.

3) Soit n un entier naturel non nul

Sn = f(1) + f(2) + ...+ f(n) =
1

e0
+

2

e1
+

3

e2
+ · · ·+

n

en−1
= 1+ 2×

(

1

e

)1

+ 3×

(

1

e

)2

+ · · ·+ n×

(

1

e

)n−1

= hn

(

1

e

)

=

n

(

1

e

)n+1

− (n + 1)

(

1

e

)n

+ 1

(

1−
1

e

)2

Pour tout entier naturel non nul n, n

(

1

e

)n+1

= ne−n−1 = e−2 × ne1−n = e−2f(n).

D’après la partie A, lim
n→+∞

n

(

1

e

)n+1

= lim
n→+∞

e−2f(n) = 0.

De même, pour tout entier naturel non nul n, (n + 1)

(

1

e

)n

= (n + 1)e−n = (n + 1)e1−(n+1) = f(n + 1) et donc

lim
n→+∞

(n + 1)

(

1

e

)n

= lim
n→+∞

f(n + 1) = 0.

On en déduit que lim
n→+∞

Sn =
0− 0+ 1
(

1−
1

e

)2
=

(

e

e− 1

)2

.

lim
n→+∞

Sn =

(

e

e− 1

)2

.
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