Réunion 2011. Enseignement spécifique

EXERCICE 3 (6 points) (commun a tous les candidats)

4e*
e +1°
On note € sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O, 1, )

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =1 —

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé la courbe €. Elle coupe 'axe des abscisses aux points A et B.

PARTIE A

L’objet de cette partie est de démontrer certaines propriétés de la fonction f que ’on peut conjecturer a partir du
graphique.

1) La fonction f semble croissante sur l'intervalle [0, +ool.

4ex(e?* —1)
2 'ﬁ 2 1 ! —
a) Vérifier que pour tout réel x, f/(x) 7(62)( 72

b) En déduire le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle [0, +ool.

2) La droite d’équation x = 0 semble étre un axe de symétrie de la courbe €.
Démontrer que cette conjecture est vraie.

3) On désigne par a labscisse du point A et on pose ¢ = e®.

a) Démontrer que le réel c est une solution de I'équation x? —4x + 1 = 0.
En déduire la valeur exacte de a.

b) Donner le signe de f(x) selon les valeurs de x.
PARTIE B

L’objet de cette partie est d’étudier quelques propriétés de la fonction F définie sur R par :

1) Déterminer les variations de la fonction F sur R.
2) Interpréter géométriquement le réel F(a). En déduire que —a < F(a) < 0.
3) On cherche la limite éventuelle de F en +o0.
a) Démontrer que pour tout réel positif t, f(t) > 1—4e .
b) En déduire que pour tout réel positif x, F(x) > x —4 et déterminer la limite de F(x) lorsque x tend vers +o0.

4) Dans cette question, toute trace de recherche ou d’initiative, méme incompléte, sera prise en compte dans
l’évaluation.

Déterminer la limite de F(x) lorsque x tend vers —oo.
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Réunion 2011. Enseignement spécifique

EXERCICE 3 : corrigé
Partie A

1) a) Pour tout réel x, e?* 4+ 1 > 1 et en particulier, pour tout réel x, e** +1 # 0. Donc la fonction f est dérivable sur
R en tant que quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule pas sur R. De plus, pour tout
réel x,

e¥ (e +1) — e (2¢%¥) e* (e?* 4+ 1—2e%¥) eX (1—e”)  4eX (e**—1)

(e2x+ 1) (e2x+1)? (e + 1) (e2x+1)?

dex(e?* —1)
Pour tout réel x, f'(x) = —s5——=—5—.
our tout réel x, f'(x) (e2x +1)2

b) Pour tout réel x > 0, 2x > 0 et donc e?* > 1 puis e?* — 1 > 0. D’autre part, pour tout réel x > 0, 4e* > 0 et
(e2* +1)% > 0. On en déduit que pour tout réel x > 0, f/(x) > 0.

Ainsi, la fonction f’ est strictement positive sur ]0, +oo[ et donc la fonction f est strictement croissante sur [0, +ool.

La fonction f est strictement croissante sur [0, 4+ool.

2) Soit x un réel.

4
4e~> o o 4 e?x 4ex
flex) =T — g e g e g% ¢ g% gy
(=) e 2% 41 L e?* +1 e e 11 e?x +1 ()
e2x e2x

En résumé, pour tout réel x, f(—x) = f(x). Donc deux points de ¥ d’abscisses opposées ont la méme ordonnée et par
suite, la droite d’équation x = 0 est un axe de symétrie de €.

La courbe % est symétrique par rapport a 'axe (Oy).
3) a) Soit a ’abscisse du point A. a est un réel positif solution de Iéquation f(X) = 0. Soit X un réel.

4eX e2X —4eX 41
X)=06& e?X 41 0= e?X +1

S (ex)z —4 (eX) +1=0& eX est solution de léquation x> —4x + 1 = 0.

=0& e —4eX +1=0 (car e?X +1#£0)

Le discriminant de I’équation x> —4x +1 =0 est A = (—4)?2 —4 x 1 x 1 = 12. Donc 'équation x> —4x + 1 = 0 admet
4412 4423 2(2+\/§)
2 B 2 B 2

Ensuite, puisque 2 +v/3 > 0 et 2 — /3 > 0, pour tout réel X on a

:2+\/§etxz:2—\/§.

deux solutions réelles distinctes & savoir x1 =

f(X):O(:)eX:2+\/§oue><:z—\/§<:>xz1n(z+\/§) oulen(Z—ﬁ).

Enfin, In (2 + \/§) =1,3...>0et In (2 — \/§) = —1,3... < 0. Par suite, I’équation f(X) = 0 admet une solution

positive et une seule a savoir In (2 + \/§) ou encore

a:ln(Z—i-\/g).

b) Puisque la fonction f est strictement croissante sur [0, +oo[, si 0 < x < a, on a f(x) < f(a) =0 et six > a, on a
f(x) > 0. Puisque la courbe % est symétrique par rapport & (Oy), on en déduit le signe de f(x) suivant les valeurs de
X :

X —00 In (2 — \/g) In (2 + \/g) 400
f(x) + 0 — 0 +
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Partie B

1) La fonction f est continue sur R. Donc la fonction F est définie et dérivable sur R (la fonction F est une primitive
de la fonction f sur R). Pour tout réel x, on a F’(x) = f(x). Le signe de la fonction f a été étudié a la question 3)b) de
la partie A. On en déduit le tableau de variations de la fonction F :

X —00 In (2 — \/§) In (2 + \/§) +00
F/(x) + 0 — 0 -+

F /’\/

2) D’aprés la question 3)b) de la partie A, la fonction f est négative sur [0, a] et donc —F(a) est laire du domaine
2 du plan compris entre ’axe des abscisses, la courbe % et les droites d’équations respectives x = 0 et x = a. En
particulier, —F(a) > 0 ou encore F(a) < 0.

C D

Notons C le point de coordonnées (0,f(0)) = (0,—1) et D le point de coordonnées (a,—1). Puisque la fonction f est
croissante sur [0, a], le domaine 2 est contenu dans le rectangle OADC. Son aire —F(a) est inférieure ou égale a laire
de ce rectangle c’est-a-dire 1 x a = a. Ainsi, —F(a) < a ou encore F(a) > —a. En résumé,

—a < Fla) 0.

3) a) Soit t un réel positif. On a e** +1 > e?* > 0 et donc

t t
PRI B

1
T < s Ensuite, puisque —4e* < 0, on en déduit
t
) et .
puis que f(t) > 1 —dgr=1—4et

e
ue —4 R
a o2t

Pour tout réel positif t, f(t) > 1 —4e"t.

b) Soit x un réel positif. Pour tout réel t de [0,x], f(t) > 1 —4e* et donc, par croissance de I'intégrale, on obtient

X X
F(x) :J' f(t) dt}J (1—4e™") dt= [t+4e_t}g =x+4e X —4>x—4.
0 0

Pour tout réel positif x, F(x) > x — 4.

Puisque lim x —4 = 400, on en déduit encore que
X—+00

lim F(x) = +oo0.

X—+00

t

4) Soit t un réel négatif ou nul. Alors, et +1 > 1 puis pS T < 1 puis o > —4et et donc
4et .

Soit x un réel strictement négatif. Puisque pour tout réel t de [x,0] on a f(t) > 1 —4e', par croissance de 'intégrale
on en déduit que

0 0
J f(t) dt}J (1—4e") dt:[t—4et}i:—4—(x—4e"):—x—4+4eX
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et par suite,

0
F(x) :—J' f(t) dt <x+4 —4e*.

On sait que lim e* =0 et donc lim x+4 —4e* = —co. Mais alors
X——00 X——00
lim F(x) = —oo0.
X——00
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