Pondichéry 2011. Enseignement spécifique

EXERCICE 1 : corrigé

Partie I
1 B
2 A
3 C

1) La fonction f; est strictement décroissante sur ]0, +o00[ et 'axe des ordonnées est asymptote a la courbe %>. Donc
1in%) fa(x) = +o0.
xX—

2) L’axe des abscisses est asymptote & la courbe €>. Donc liIJIrl fa(x) =0
X—+00

3) %> est strictement au-dessus de €7 sur 10, 1[, strictement au-dessous sur ]1,4o00[ et enfin, €7 et €, se coupent en
leur point d’abscisse 1. Donc le tableau de signe de f2(x) — f1(x) est :

X 0 1 ~+o0
f2(x) —f1(x) + 0 -
Partie 11
.. .1 . 1 . .
1) Limite en 0. lim — = +o0 et donc lim [ 1 — — ) = —c0. D’autre part, lim In(x) = —co et donc en additionnant
x—0 X x—0 X x—0
x>0 x>0 x>0
1
lim f(x) = lim (ln(x) +1— —) = —00.
x—0 x—0 X
x>0 x>0
lim f(x) = —o0.
x—0
x>0
Limite en +o0o. On sait que lim In(x) = +o00. D’autre part, lim 1— — = 1. Par suite, en additionnant
X—+00 X—+00 X

lim f(x) = +oo.

X—+00

2) La fonction f est dérivable sur ]0, +oo[ en tant que somme de fonctions dérivables sur ]0,+oo[ et pour tout réel
x >0,

Donc, la fonction f’ est strictement positive sur ]0, +oco[ puis la fonction f est strictement croissante sur ]0, +oo[. On
en déduit le tableau de variations de la fonction f.

X 0 400
f'(x) +
/+oo
f
—00

3) On note tout d’abord que f(1) =1n(1) +1—1 = 0. Puisque la fonction f est strictement croissante sur ]0, +ool, si
x est un réel tel que 0 < x < 1, on a f(x) < f(1) ou encore f(x) < 0. Si x est un réel tel que x > 1, on a f(x) > f(1) ou
encore f(x) > 0. On résume ces résultats dans un tableau de signes :

X 0 1 400
f(x) - 0 +

4) La fonction F est dérivable sur ]0,+oo[ et pour x > 0,

F(x)=1 xln(x)—l—xx1—1:1n(x)+1—1:f(x).
X X X
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Donc la fonction F est une primitive de la fonction f sur ]0, +ool.
5) La fonction F est dérivable sur [1,4o00[ et sa dérivée, a savoir f, est strictement positive sur ]1,+oo[ d’aprés la

question 3). Donc, la fonction F est strictement croissante sur [T, +ool.

6) La fonction F est continue et strictement croissante sur [1, +oo[. Donc pour tout réel k de I'intervalle {FH ), lirf F(x) [,
X—+00
I’équation F(x) = k admet une solution et une seule dans [1, +ool.

Or, F(1) =0 et 1 —% =0,6.... Donc F(1) < 1— 1; D’autre part, liIE F(x) = lim (x —1)In(x) = +oo et donc
X—+00

X—+00

X—+00 X—+00

1 1 1
lim F(x)>1-— o Ainsi, 1— S € [FH), lim F(x) [ = [0, 400l et donc I'équation F(x) =1 — S admet une solution

et une seule, notée «, dans [1,+ool.

7) Fla) =1 — ]E = 0,63... Ensuite, F(1,9) = 0,57... et F(2) = 0,69.... Donc F(1,9) < F(a) < F(2). Puisque la

fonction F est strictement croissante sur [1,+ool, on en déduit que

Partie II1

1) Soit x un réel strictement positif.

1
hix)=0&Inx)=-1&x=¢"! (:)X:E'

1
Le point A a pour coordonnées <—, 0).
e

2) Soit x un réel strictement positif.

g(x) = h(x) ﬁln(x)—ﬂ—%:O@f(x) =0.

D’aprés 1'étude du signe de la fonction f effectuée a la question I1.3), 'équation f(x) = 0 admet une solution et une
seule & savoir x = 1. Comme g(1) =h(1) =1,

le point P a pour coordonnées (1,1).

1
3) a) Pour tout réel x de ]0,+o0[, on a g(x) —h(x) = —In(x) — 1+ <= —f(x). D’apres la question I1.3), la fonction f

1 1
est négative sur [—, 1] et donc la fonction g — h est positive sur {—, 1] . Par suite,
e e

1 1

o = | gk = hix) dx = (~f0x) ax
1/e 1/e

b) D’aprés la question 11.4), on en déduit que

A = [—F(x)]}/e =—F1)+F (1) =—0+ 1hl (1) —1In (l) = —l In(e) +1In(e) =1—
e e e e

e

Jz{:1—l.
e

4) a) Soit t un réel strictement supérieur a 1. Dans ce cas, pour tout réel x de [1,t], on a h(x) — g(x) = f(x) > 0. Par
suite,

By = J (h(x) —g(x)) dx = J f(x) dx = [F(x)ﬁ =F(t) — F(1) = F(t) = tln(t) — In(t).
1
b) Soit t > 1. D’aprés la question 11.6),
Bt:ﬂ(:)F(t):1—]E(:>t:oc.

Il existe un réel t et un seul tel que By = o7 : le réel & défini a la question 11.6).
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