Réunion 2010. Enseignement spécifique

EXERCICE 1 (6 points) (commun a tous les candidats)

x).

Soit f la fonction définie sur l'intervalle | — 1, 4+oo[ par f(x) =1+ In(1 +
-
1, )

On note Cy sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O;
On note D la droite d’équation y = x.

Partie A

1) a) Etudier le sens de variation de la fonction f.
b) Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
2) On désigne par g la fonction définie sur Uintervalle | — 1, +oo[ par g(x) = f(x) —x.
a) Déterminer xliIE] g(x).

In(1
b) Déterminer lim M En déduire lim g(x).

x—+oo 1 X X——+00

c) Etudier le sens de variation de la fonction g, puis dresser le tableau de variations de la fonction g.

d) Montrer que sur l'intervalle ] — 1, +oo[ I’équation g(x) = 0 admet exactement deux solutions « et 3, avec

négative et 3 appartenant a l'intervalle [2;3].

e) A l'aide des questions précédentes, déterminer le signe de g(x). En déduire la position relative de la courbe

Ct et de la droite D.

Partie B

Dans cette partie, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative, méme non fructueuse, sera prise en

compte dans l’évaluation.

u():Z

Soit (un) la suite définie pour tout nombre entier naturel n par : .
Unt1 =T (Un)

1) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, 2 < u, < f.

2) La suite (u,) est-elle convergente ? Justifier la réponse.
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Réunion 2010. Enseignement spécifique
EXERCICE 1

Partie A

1) a) Puisque pour tout réel x de ] — 1,400l on a x + 1 > 0, la fonction x — In(x + 1) est dérivable sur | — 1, +ool[. Il
en est de méme de f. De plus, pour tout réel x de | — 1, +o0|,

La fonction f’ est strictement positive sur ] — 1, +oo[ et donc

la fonction f est strictement croissante sur | — 1, 4ool.

b) ¢ lim In(x+ 1) = lim In(X) = —oo et donc lim f(x) = —co.
x——1 X—0 x——1
x>—1 X>0 x>—1
e lim In(x+1)= lim In(X)=+4oo et donc lim f(x) = +oco.
xX—-+00 X—4o00 xX——+00
lim f(x)=—ocoet lim f(x)=-+o0.
x—)—]] X—+00
xX>—

2) a) Pour tout réel x de | — 1,4o00[, g(x) =In(x+ 1) + 1 —x.
lim 1—x=2et lim In(1+x)=—oc0. Donc lim ¢g(x) = lim (In(1+4+x)+1—x)=—c0.

x——1 x——1 x——1 x——1
x>—1 x>—1 x>—1 x>—1
. In(1+x . In(X .
b) lim ¥ = lim (X) = 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées.
x—+00 1 4% X—+o00

Maintenant, pour tout réel x de ] —1,4o00[, on a x + 1 # 0 puis

gx)=—x+1+In(1+x)=(x+1) (

—x+1 +ln(1+x)) ().

x+1 x+1
1 1 1 1 1 !
—x+1 - — 5 1 —x+1 —
Pour x > 0, Xt =—X>< X —_ X Or, lim —=0etdonc lim Xt = lim — X — 1.
X+ 1 X 1 1 x—+00 X x—+oo X+ 1 X—+00 1
14+ - 1+ - 14—
1X In(1 + X)
— X
On en déduit que lim X + - = —1. Comme d’autre part, lim (x+ 1) = +o0o, I’égalité (*) nous
x—+oo \ X + 1 x+1 x—+00
permet d’affirmer que lim g(x) = —oo.
X—+00
x1i>r£11 g(X) =—ooet XBIEOO g(X) -
x>—1

¢) La fonction g est dérivable sur ] — 1, 4+o00[ en tant que somme de deux fonctions dérivables sur | — 1, 4+o00[ et pour
tout x > —1,

B 1 B X
T 14x x+1

Pour tout réel x de ] — 1,400, on a x + 1 > 0 et donc g’(x) est du signe de —x. On en déduit le tableau de variations
de la fonction g.

X —1 0 400
g’(x) + 0 —
1
g / \
—o0 —00

d) La fonction g est continue et strictement croissante sur ] — 1,0].

Donc pour tout réel k de lim] g(x),g(0)|{ =] — oo, 1], 'équation g(x) = k admet une solution et une seule dans
X——
x>—1

1 —1,0]. En particulier, I'’équation g(x) = 0 admet une solution et une seule dans | — 1,0]. On note « cette solution.
Puisque g(0) =1#0, on a « # 0 et donc €] — 1,0[.
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De méme, la fonction g est continue et strictement décroissante sur [0, +ool.
Donc pour tout réel k de ] 111}3 g(x),g(0)| =] — 00, 1], I'équation g(x) = k admet une solution et une seule dans
X—+00

[0, +ocol. En particulier, ’équation g(x) = 0 admet une solution et une seule dans [0, 4+o00[. On note B cette solution.
Onag2)=In(3)—1=0,09... >0et g(3) =In(4) —2 = —0,6... < 0. Ainsi, g(2) > g(B) > g(3) et puisque la
fonction g est strictement décroissante sur [0, +oo[, on a 2 < 3 < 3. On a montré que $ € [2,3].

e) La fonction g est strictement croissante sur ] — 1, . Done, pour tout x de ] — 1, «[, on a g(x) < g(a) = 0. Ainsi, la
fonction g est strictement négative sur ] — 1, «[.

De méme, la fonction g est strictement positive sur ], 0], strictement positive sur [0, B[ et strictement négative sur
1B, +ool. En résumé,

la fonction g est strictement négative sur ] — 1, «[ et sur 1, +00l, strictement positive sur ], B[
et s’annule en o et f3.

Le signe de g(x) = f(x) — x fournit la position relative de la courbe Cy et de la droite D :

Cy est strictement au-dessous de D sur | — 1, «[ et sur B, +oo[, strictement au-dessus de D sur |, B[
et C¢ coupe D aux points d’abscisses « et f3.

Partie B
1) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u, existe et 2 < u, < p.

e Puisque 1y = 2, c’est vrai pour n = 0.

e Soit n > 0. Supposons que u, existe et 2 < un < B. Puisque [2, B] C] — 1,400, un1 = f(uyn) existe.
Maintenant, puisque la fonction f est croissante sur ] — 1, +oo[ et que 2 < un < 3, on en déduit que
f(2) < f(un) < f(B) ou encore que f(2) < uny1 < P (égalité g(f) = 0 fournit f(B) = B).

Mais f(2) =1+ 1n(3) =2,09... > 2 et donc 2 < uny1 < B.

On a montré par récurrence que

pour tout entier naturel n, 2 < u, < 3.

2) Etudions le sens de variations de la suite (un)nen-

Soit n € N. uny1—un = f(un)—un = g(un). Or u,y € [2, B et, d’aprés la question 2)e) de la partie A, on a g(u,) > 0
ou encore Un1 = Un.

On a montré que pour tout entier naturel n, un < un; et donc la suite (un )nen est croissante. La suite (Un )nen est
croissante et majorée par 3 d’aprés la question précédente. Donc la suite (U, )nen est convergente vers un certain réel
¢ de Uintervalle [2, B].

De plus, £ = lim upy1 = lim (1 +In(1 +u,)) =1+ In(1 + €) et donc le réel € est une solution de 1’équation
n—+oo n—-+4oo

f(x) = x ou encore de ’équation g(x) = 0. Comme le réel £ appartient & [2, ], on en déduit que £ = . On a montré
que la suite (un )nen converge vers f3.
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