Liban 2010. Enseignement spécifique

EXERCICE 4 (6 points) (commun a tous les candidats)
Partie A

Soit u la fonction définie sur ]0, +oo[ par u(x) = x> —2 + Inx.
1) Etudier les variations de u sur ]0, +o0[ et préciser ses limites en 0 et en +oo.

2) a) Montrer que 'équation u(x) = 0 admet une solution unique sur ]0, +ool.
On note « cette solution.

b) A l'aide de la calculatrice, déterminer un encadrement d’amplitude 1072 de o.
3) Déterminer le signe de wu(x) suivant les valeurs de x.

4) Montrer I'égalité : In o = 2 — «?.
Partie B

On considére la fonction f définie et dérivable sur ]0, +oo[ par f(x) = x* + (2 — Inx)?.
On note f’ la fonction dérivée de f sur ]0, +ool.

1) Exprimer, pour tout x de ]0,+ool, f'(x) en fonction de u(x).

2) En déduire les variations de f sur ]0, +ool.
Partie C

- =
Dans le plan rapporté & un repére orthonormé (O; i, ), on note :

e I" la courbe représentative de la fonction In (logarithme népérien) ;
e A le point de coordonnées (0,2);
e M le point de I' d’abscisse x appartenant & ]0, +ool.

1) Montrer que la distance AM est donnée par AM = \/f(—x) .

2) Soit g la fonction définie sur ]0, +oo[ par g(x) = 1/f(x).
a) Montrer que les fonctions f et g ont les mémes variations sur ]0, +ool.
b) Montrer que la distance AM est minimale en un point de I', noté P, dont on précisera les coordonnées.
c) Montrer que AP = /1 + &2,

3) Pour cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative, méme non fructueuse, sera prise
en compte dans ’évaluation.

La droite (AP) est-elle perpendiculaire & la tangente & I' en P 7
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Liban 2010. Enseignement spécifique

EXERCICE 4 : corrigé
Partie A

1) e La fonction u est dérivable sur ]0,+oo[ en tant que somme de fonctions dérivables sur |0, 4+o00[ et pour tout réel
x >0,

1
u'(x) =2x + —.
X

Pour tout réel strictement positif x, u’(x) > 0 et donc la fonction u est strictement croissante sur ]0, +ool.

e lim Inx = —o0 et lim (x? —2) = —2. En additionnant, on obtient lim u(x) = —oo.
x—0 x—0 x—0
x>0 x>0 x>0

e lim Inx=+4o00et lim (x?—2)=+oco. En additionnant, on obtient lim u(x) = +oo.
X—-+00 X—+00 X—+00

2) a) La fonction u est continue et strictement croissante sur ]0, +ool[.

Donc pour tout réel k de | lim f(x), lim f(x) [ =] — 00, +oo[, ’équation u(x) = 0 admet une solution et une seule
X*}(()) X—400
x>

dans ]0, +ool. En particulier, I’équation 1(x) = 0 admet une solution unique dans ]0, +ool.

b) La machine donne u(1,31) = —0,01... < 0 et u(1,32) =0,02... > 0. Donc, u(1,31) < u(«) < u(1,32) et puisque

la fonction u est strictement croissante sur ]0, +oo[

1,31 << 1,32. '

3) Pour x €]0, [, on a u(x) < u(a) ou encore u(x) < 0 et pour x €]at, +00[, on a u(x) > u(a) ou encore u(x) > 0.
Donc,

la fonction u est strictement négative sur ]0, «[, strictement positive sur J«, +oo[ et s’annule en «.
4) Légalité u(o) = 0 s’écrit «® — 2+ In o = 0 ou encore In x =2 — «?.
Partie B

1) La fonction f est dérivable sur ]0,4oco[ en tant que somme de fonctions dérivables sur ]0,+oo[ et pour tout réel
x >0,

2(2—Inx) 2x?2 —2(2—1nx) B 2(x* =2 +Inx)

X

fi(x) =2x+2 x (—l) X (2—1Inx) = 2x —
X X X

2u(x)
N

2
2) Pour tout réel x > 0, — > 0. Donc, pour tout réel x > 0, f'(x) est du signe de u(x). D’apreés la question 3 de la
X

partie A, la fonction f’ est strictement négative sur ]0, x[ et strictement positive sur J«, +oo[. On en déduit que

la fonction f est strictement décroissante sur ]0, o et strictement croissante sur [o, +ool.

Partie C

1) Soit x > 0.

AM = /(xm —xA)2 + (Yym —ya)2 = /(x —0)2 + (Inx — 2)2 = \/x2 + (2 —Inx)2 = /f(x).

2) a) Pour tout réel x > 0, f(x) > x? > 0. Donc la fonction f est strictement positive sur 0, +oco[. On en déduit que
f'(x)
2/

la fonction g est dérivable sur ]0,4oco[ puis que pour tout réel x > 0, g’(x) Mais pour tout réel x > 0,

2718() > 0 et donc, pour tout réel x > 0, g’(x) est du signe de f’(x). Par suite, les fonction f et g ont les mémes
X

variations sur ]0, +ool.
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b) D’apreés la question 2 de la partie B, la fonction f admet un minimum sur ]0, +oo[ atteint en «. Puisque les fonctions
f et g ont les mémes variations sur ]0, +ool, la distance AM est minimale quand 1’abscisse de M est égale a « et donc
quand le point M est le point P de coordonnées («, In «).

c¢) D’apreés la question 4 de la partie A,onalna =2 — o? et donc

AP = /fla) = /@ + (2—Ina)?2 = /o + (6?)% = /o2 (1 + o2) = av/T + & (car & > 0 et donc Vo = «).

AP = V1 + 2.

— Inox—2
3) Le coefficient directeur de la droite (AP) est a = Y —8A _ « D’autre part, le coefficient directeur de la
Xp — XA

1
tangente AT en Pest a’ =In'(x) = Py D’aprés la question 4) de la partie A,

, ha—2 —o?

Inoc—2
axa =—x—=—"_"=_— =1,

1
x x 2 2

et donc

la droite (AP) est perpendiculaire & la tangente a ' en P.
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