Planche n° 18. Rationnels et réels. Corrigé

Exercice n° 1.

1) Soient m et n deux entiers naturels supérieurs a 2.

YmeQ& Ia,b) e (N)/ ¥YVm= —(z)ﬂab) (N)2/a™ =m x b™
Tout d’abord, si b=1, m = a™ et m est une puissance n-iéme parfaite. Ensuite, a = 1 est impossible car m x b™ > 2.

Supposons alors que a et b sont des entiers supérieurs & 2 (et que a™ = m x b™). L’exposant de tout facteur premier
de a™ ou de b™ est un multiple de n et par unicité de la décomposition en facteurs premiers, il en est de méme de tout
facteur premier de m. Ceci montre que, si {/m est rationnel, m est une puissance n-iéme parfaite.

Réciproquement, si m est une puissance n-iéme parfaite, {/m est un entier et en particulier un rationnel. En résumé :

YmeQ& Ym e N & mest une puissance n -iéme parfaite.
Par suite, si m n’est pas une puissance n-iéme parfaite, ¥/m est irrationnel. Par exemple, v/2 ou v/7 sont des irrationnels.

2)

log2 € Q = J(a,b) € (N*)?/ log2 = % = J(a,b) € (N*)2/10%/® =2 = J(a,b) € (N*)?/ 10¢ = 2°
= J(a,b) € (N*)2/ 5% =2b—¢,
On a nécessairement b — a > 0 car sinon 5¢ > 1 et 2°~¢ < 1 ce qui contredit 'égalité 5¢ = 2b—¢,
L’égalité 5¢ = 2~ est alors impossible par unicité de la décomposition en facteurs premiers d’'un entier naturel supérieur
ou égal a 2.

On a montré par 'absurde que log2 est irrationnel.

e
3) Montrons par récurrence que : Yn € N, e = Z — +J —— et dt.
0

k! n!
k=0

1 (] _t)n 1 1 0 1 t)o
e Pour n = 0, J Tet dt:J etdt=e—1etdonc,e=1 —&—J et dt = Z J 7‘€t dt. La formule &

0 : 0 k=0 ’
démontrer est donc vraie quand n = 0.

e
e Soit n > 0. Supposons que e = Z W +J Tet dt.
k:() . O .
) (] _t)n+1 . ]
Les deux fonctions t — _W et t — e' sont de classe C' sur le segment [0,1]. On peut donc effectuer une
intégration par parties qui fournit :
1 1 1 1 n+1 1 n+1
1T—t" 11—t 1T—t)nt 1 1T—t)n*
J (7)& dt = [—¥et} +J (7)& dt = +J ( ) et dt,
o ml M+ xnl ], Jo m4+1)! m+1) o (Mm+1)!
et donc,
n 1 1 n+1 1 n+1
(1T—yn*tt 1 J (1—1) ¢
dt = — ————e" dt.
g n+1 +J i l;)k!+0 mrn ¢

Le résultat est ainsi démontré par récurrence.

Soit n un entier naturel non nul. D’aprés ce qui précéde,

o Ta—-om Y-y e 3
_ JE— [ < _ = .
O<e ék! L PR dt\eL - S S

Supposons alors par ’absurde que e soit rationnel. Alors, il existe (a,b) € (N*)2/ e =

CI‘_l =]

Soit n un entier naturel non nul quelconque. D’aprés ce qui précéde, on a
n
a 1 3
0<-—) —<——
b Z kKl T (1)
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ce qui s’écrit encore

\ = nl 3D
k=0
3b 3b
3b)! 3b 3b)!
En particulier, pour n = 3b, on a 0 < a(3b)!—b ];) % < 3641 < 1. Mais ceci est impossible car a(3b)! —b ];) %
est un entier relatif. Il est donc absurde de supposer que e est rationnel. Finalement, e est irrationnel.
2 4
4) Une équation du troisiéme degré dont les solutions sont cos 77-[, cos o et cos 677T est
2 4
(X—cos 77-[) (X—cos 77-[) (X—cos 677-[) =0,
ou encore
X3 — ( cos 2n + cos an + cos om X2 + | cos 2m cos an + cos 2n cos om + cos an cos om X — cos 2n cos an cos o _ 0
7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
Calculons alors ces trois coefficients.
Soit w = e?¥/7. Puisque w’ =1 et que w + w? + w3 + w* + w’ + w® =—1,on a:
2 4 6 1
cos7ﬂ—|—cos77t—|—cos77t =5 (w+ w® + w? + w’ + w? + w?) =—3
puis, en tenant compte de w’ =1,
2 4 2 6 4 6 1
cos 77T cos 77T+ cos 77T cos 77T —+ cos 77T cos 77T = 7 ((w + w6) (wz + ws) + (w + w6) (w3 + w4) + (wz + w5) (w3 + w4))
1
=1 (W + 0+ w+ ) + (0 + W + w? + W) + (0° + w® + w + w?))
2
:Z(w+w2+w3+w4+w5+w6) ==
et enfin,
27 47 o 1
COS — COS — COS — = = (w + wG) (wz + ws) (w3 + w4)
7 7 7 8
1 1
:§(w3+w6+w+w4) (w? + w?) :§(w6+1 +w? +w? + 0w+ 0’ +1+w)
_!
=3
. 21 67 . . . 3 L 1 3 .
Les trois nombres cos = cos - et cos — sont solution de I’équation X° + EX — EX —3= 0 ou encore de ’équation

8X3 +4X?* —4X —1=0.

Montrons que cette équation n’admet pas de racine rationnelle. Dans le cas contraire, si, pour p entier relatif non nul
et q entier naturel non nul tels que p et q sont premiers entre eux, le nombre r = a est racine de cette équation, alors
8p> +4p?q—4pq? — q> = 0. Ceci peut encore s’écrire 8p> = q(—4p? +4pq + q*) ce qui montre que q divise 8p3. Comme
q est premier avec p et donc avec p>, on en déduit, d’aprés le théoréme de GAUSS que q divise 8. De méme, 1'égalité
q*> = p(8p? +4pq — 4q?) montre que p divise 1.

T 11 11 1
) z) _E) Z) _Z) g) _g

qu’aucun de ces nombres n’est racine de I’équation considérée et donc cette équation n’a pas de racine rationnelle. En

Alinsi, nécessairement p € {—1,1} et q € {1,2,4,8} ou encore r € < 1,—1 } On vérifie aisément

- n
particulier, cos 52 est irrationnel.

5) On sait que V2, /3 et /5 sont irrationnels mais ceci n’impose rien a la somme v/2 +v/3 + /5.
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Posons o = v2 + V3 + /5.

x= VIt V345 (a_ﬁ)zz (\/§+\/§)2:>a2—2\/§a+228+2\/ﬁ

2
= (cxz—zx/ioc—e) — 60
= ot + 80 +36 —4V203 — 120% + 24V 20— 60 = 0
= ot —4a? — 24 = 42 (& — 6)

Si maintenant, on suppose que « est rationnel, puisque /2 est irrationnel, on a nécessairement «(aZ —6) =0 (dans le cas

«* + 82 — 24 : S : 2
€ Q). Mais o n’est ni 0, ni —v/6, ni v6 (car & >2+3+5 =10 > 6). Donc vV2+v3+/5

Contraire, \/z = m

est irrationnel.
Exercice n° 2.

A et B sont deux parties non vides et majorées de R et admettent donc des bornes supérieures notées respectivement
et 3.

Pour tout (a,b) € A xB,onaa+b < a+ . Ceci montre que A + B est une partie non vide et majorée de R, et donc
que sup(A + B) existe dans R. De plus, puisque & + (3 est un majorant de A + B, on a sup(A + B) < a4 B.

Soit alors € > 0.

€ €
IlexisteaoeAetboEBtelsqueoc—z<a0<ocet [3—2<b0<B,etdonctelsqueoc+[3—£<ao+bo<oc—|—[3.

En résumé,

1) V(a,b) e AxB, a+b<a+fet
2) Ve >0, (a,b) e AXxB/a+b>a+p—c¢.

On en déduit que sup(A +B) = a+ 3 =sup A + sup B.
La démarche et le résultat sont analogues pour les bornes inférieures.

Exercice n° 3.

1 1 1 1 1
Posons pour n entier naturel non nul u, = E—&—(—U“ de sorte que A = {u,, n € N*} = {0, 5 +L,-—1,-+1,=—1, }

3 4 5
1 3
Pourn>1,uy, =14+ —. Donc¥n e N*, 1 <up, < =.
n 2
Pour n 2 1, Uon—1 = —1 + m Donc ¥n € N*, —1< Un—1 < 0.

N W

3
Par suite, Yyn € N*, —1 <u,, < 7 Donc, sup A et inf A existent dans R et de plus —1 < inf A < sup A <

3 3
Ensuite, 5= uy € A. Donc, sup A =max A = 7

. On fait tendre n tend vers l'infini

Enfin, pour chaque entier naturel non nul n, on a —1 <inf A <upn_1 =—-1+ -

dans cet encadrement, on obtient inf A = —1 (cette borne inférieure n’est pas un minimum).

inf A =—1 etsupA:maxA:; I

A est une partie non vide et bornée de R, et donc m = inf A et M = sup A existent dans R.
Pour (x,y) € A2, onam<x<Metm<y<M,etdoncy—x<M—metx—y<M-—mouencore [y —x| <M —m.

Exercice n° 4.

Posons B = {ly — x|, (x,y) € A%}.

Par suite, B est une partie non vide et majorée de R. B admet donc une borne supérieure.
€

Soit £ > 0. Il existe (xo,Y0) € A? tel que xo > sup A — % et yo < inf A + >

Ces deux éléments xo et yo vérifient,
lyo — %ol = x0 —yo > (sup A— %) — (ian+ %) =sup A —inf A —¢.
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En résumé,

1) V(x,y) € A%, [y —x| < sup A —inf A et
2) Ve > 0, 3(x,y )EAZ/\y—x|>supA inf A—¢.

Donc, sup B =sup A —inf A.
Exercice n° 5.

1) ANB peut étre vide et on n’a rien a dire. Supposons donc ANB non vide. Pour x € ANB, onax < sup A et x < sup B
et donc x < min{sup A,sup B}.
Dans ce cas, sup(A N B) existe et sup(A N B) < min{sup A,sup B}.

On ne peut pas améliorer. Par exemple, soit A = [0,1]NQ et B = ([0,1]N(R\Q)) U{0}. Onasup A =1,sup B =1,
A NB ={0} et donc sup(ANB) =0 < 1 =min{sup A, sup B}.

2) Pour x € AU B, on a x < max{sup A,sup B}.
Donc sup(A U B) existe dans R et sup(A U B) < max{sup A,sup B}.

Inversement, supposons par exemple sup A > sup B de sorte que max{sup A,sup B} = sup A.
Soit alors ¢ > 0. Il existe a € A tel que sup A — e < a < sup A. De plus, a est dans A et donc dans A U B.

En résumé,

1)vx € (AUB), x < max{sup A,sup B} et
2) Ve >0, Ix € (AUB)/ max{sup A,sup B} —¢ < x.

Finalement, sup(A U B) = max{sup A,sup B}.
3) D’aprés 'exerccie n° 2, sup(A + B) = sup A + sup B.

4) Pour sup(AB), tout est possible. Par exemple, si A = B =] — 00, 0] alors sup A = sup B = 0, mais AB = [0, +oo[ et
sup(AB) n’existe pas dans R.

Exercice n° 6.

2n—1 (—1 )k 2n 1
Montrons par récurrence que Vn > 1, Z Kl - Z
o <t k=n-+1
P —12n_1(_”k—1 1] v ~ 1 b d 1.
e Pourn =1, Z k——H =l=3=3 et Z E 5 identité proposée est donc vraie pour n =
k=0 k=n+1
2n—1 ( Uk 2n 1
e Soit n > 1. Supposons que Z T Z X
k=0 k=n+1
On a alors
n+1)—1 2n—1
—1)k —1)k 1 1
2 (k+)1 =2 (k+)1 Tl 2
k=0 k=0
ZZn ! + ! ! (par hypothése de récurrence)
= T - y
Sl 2n+1 2n+1)
- Z n+1 Z 2m+1) 2 K
=n+ k=n+ k=n+2
2n—1 (_])k 2n 1
On a montré par récurrence que vn > 1, Z P Z — (identité de CATALAN).
k=0 k=n+1

Exercice n° 7.

Pour x > 1x+2s/x— =x—1+2Vx—T+1=(Vx=T+1)* 0. De méme, x— 2vx— 1= (vVx—1-1)> > 0.
Donc, si on pose f(x \/X—}—Z\/x— +\/x 2v/x — 1, f(x) existe si et seulement x > 1 et pour x > 1,

T (T T T

Par suite,
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fxX)=1vVx—1+Vx—1-1=0&8Vx—1=0etVx—1-1=08vVx—1=0et vVx—1=1,
ce qui est impossible. L’équation proposée n’a pas de solution.
Exercice n° 8.

Soient x un réel et € un réel strictement positif. On a ¢/x < ¢/x + €. Puisque Q est dense dans R, il existe un rationnel r
tel que /x <1 < ¢/x+ ¢ et donc tel que x < 13 < x + ¢, par stricte croissance de la fonction t — t> sur R.

Donc, {r3, TE Q} est dense dans R.
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