Chapitre 17. Fonctions convexes
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1 Parties convexes du plan

1.1 Barycentres

Si on place dans chacun des deux plateaux d’une balance des masses respectives de 1 kg et 2 kg, le point d’équilibre « est
aux deux tiers ». On partage le segment [A, B] en trois segments égaux. On laisse un segment du coté de B qui est deux
fois plus lourd et deux segments du coté de A et on place le fléau de la balance au point G dessiné ci-dessous.

A G
It |
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A

2
Le point G vérifie ’égalité /ﬁ = —A_B) ou aussi G—/>4 + 2@) = 6> L’affixe g du point G vérifie (en notant a et b les affixes

respectives des points A et B)

— — 2b
GA+2GB=0&(g—a)+2(g—b) =0 g= “]*;2 .
. : . : 1 2 . o
Cette derniére égalité s’écrit aussi g = ga + gb. On généralise cette situation :
DEFINITION 1. Soient n € N* puis Ay, ..., Ay, n n points du plan. Soit (Aq,...,An) € R™ tel que A; +...+ A #0.

Le barycentre du systéme de points pondérés (Aj (A1),...,An (A)) est le point G d’affixe g telle que

_Maj+...+Aan

M4+ A
Notation. Le barycentre du systéme (A7 (A1),...,An (An)) se note bar (A1 (A1),...,An (An)).
Ensuite,
— 7\’;‘\‘] i:?\za” B4t A g =Aar + ...+ Anan
SA(g—a) et An(g—an) =0 AGA; +... F AnGA, = 0.
et donc

A

— —
Théoréme 1. G est 'unique point de E vérifiant AjGA; +...+ AnGA,L = 0.

Exemple. Soit ABC un triangle du plan. Construisons G = bar(A(2),B(1), C(1)). Notons I le milieu de [BC].

2GA+GB+GC =10 = 2GA+Gl+TB+Gi+Gl = 0 = 26A+2G1 = 0 = GA+Gi = 0.

Le point G est donc le milieu du segment [AT].
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Théoréme 2. Soient n € N* puis A1, ..., Ay n points du plan. Soit (A1,...,An) € R™ tel que A1 +...+ A, # 0. Soit
k € R\ {0}. Alors

bar (A7 (kA1),...,An (kAq)) =bar (Aq (A1),..., An (An)).

DEMONSTRATION . kAj + ...+ kAn # 0 et de plus, en notant ay, ... , an, les affixes respectives des points Aq, ... , A et g et g’
les affixes respectives des points G = bar (A7 (A1),...,an (An)) et G’ = bar (A7 (kA1),...,An (kKAn)),

,_k7\1(11+...+k7\n(1n AMag + ...+ Aan

KM 4+.ooo kA A A

a

1 1
Par exemple, le milieu du segment [AB] est bar (A(1),B(1)) et est aussi bar (A (Z) ,B (E)) De maniére plus générale,
SiAT+ ...+ An 750,
bar (A1 (A1),...,An (An)) = bar (A1 (A7),..., An (A})),

As
ott Vi € [1,n], Al = —————— Les coefficients A! vérifient

AM+ ...+ AL
n .I mn
AN=— A=1.
; t )\1+...+7\n; '

On peut donc toujours se ramener au cas ou la somme des coeflicients est égale a 1.

1.2 Convexes
1.2.1 Segments

Soient A et B deux points d’'un K-espace vectoriel E. Le segment [A, B] est I’ensemble des points M de E tel qu’il existe

un réel A € [0, 1] tel que m = 7\/@. B

A

En notant m, a et b les affixes respectives des points M, A et B, 1'égalité m = ?\/ﬁ s’écrit encore m—a = A(b—a) ou
enfin m = (1 —A)a + Ab. Donc

DEFINITION 2. Soient A et B deux points du plan d’affixes respectives a et b.
Le segment [A, B] est I’ensemble des points du plan d’affixes (1 —A)a + Ab ou A € [0, 1]} ou encore I’ensemble des
barycentres a coefficients positifs des points A et B.

Commentaire. La présentation d’un segment comme ensemble des points d’affixes (1 —A)a +Ab, A € [0, 1], est meilleure
que la présentation de ce segment comme ensemble des points d’affixe Aa + (1 — A)b. Quand A croit de 0 a 1, le point
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d’affixe (1 —A)a + Ab parcourt le segment [A,B] de A & B alors que le point d’affixe Aa + (1 — A)b parcourt le segment
[A,B] de B a A. Notons que, lorsque a # b, 'application A — (1 —A)a + Ab « est » une bijection du segment [0, 1] de R
sur le segment [A, B] du plan.

(T—A)a+Ab

1.2.2 Parties convexes du plan

DEFINITION 3. Soit € une partie non vide du plan. C est convexe si et seulement si pour tout (A, B) € €2, [A,B] C €.

Commentaire. Il revient au méme de dire :

@ est convexe & V(A,B) € @2, VYA € [0, 1], bar((A,1—A),(B,A)) € €.

Convention. @ est convexe.

A

C est convexe car € n’est pas convexe car
V(A,B) € €%, [A,B] C @ J(A,B) € €2/ [A,B] Z @

2 Fonctions convexes

2.1 Définition

DEFINITION 4. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R. L’épigraphe de f est
{(x,y) e IxR/y 2 f(x)}

L’épigraphe de f est donc la partie du plan située au-dessus du graphe de f, bord compris.
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DEFINITION 5. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R.

On dit que f est convexe sur I si et seulement si ’épigraphe de f est une partie convexe de R2.
On dit que f est concave sur [ si et seulement si —f est convexe sur L.

Théoréme 3. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R.

f est convexe sur I si et seulement si V(x,y) € 1%, VA € [0, 1], f((T —A)x +Ay) < (1 —A)f(x) + Af(y).
f est concave sur I si et seulement si V(x,y) € 12, VA € [0,1], f((1 —A)x +Ay) > (1 — A)f(x) + Af(y).

Voici un exemple de graphe de fonction convexe :

(1T =A)f(x) + Af(y)

f(x)
(1 —=A)x+Ay)

X (1—=A)x+2My Y

DEMONSTRATION .
e Supposons que f est convexe sur I et donc que I’épigraphe & de f est un convexe de R?.

Soient (x1,x2) € PetAe [0,1]. Les points Ay = (x1,f(x1)) et A2 = (x2,f(x2)) sont des points de €. Donc, le segment [A7, Az] est
contenu dans €. En particulier, le point d’affixe (1 —A)a; + Aaz (ot ar et a sont les affixes respectives des points Aq et Ay) est
un point de €. L’ordonnée de ce point, a savoir (1 — A)f (x1) + Af (x2), est supérieure ou égale & 'image de son abscisse, a savoir
(T —=A)x1 4+ Axa).

On a montré que V (x1,%x2) € 12, VA € [0,1] £ ((1 —A)x1 +Ax2) < (1 —A)f (x1) 4+ Af (x2). Donc, f est convexe sur L.

e Supposons que Y (x1,x2) € 12, VA € [0, 1], £ (T —A)x1 4+ Ax2) < (1 —A)f (x1) + Af (x2). Montrons que & est un convexe de R?.
Soient Ay = (x1,y1) et A2 = (x2,Y2) deux points de € et A € [0,1]. On note a; et a, les affixes respectives des points Ay et A;. Soit
M le point d’affixe (1 —A)a; + Aaz. Posons M = (x,y). Alors

y=00=Nyr +Ay2 = (1 =Nf(x1) + M (x2) = f((1 = A)x1 +Ax2) = f(x),
et donc M est un point de &. Ainsi, pour tout (Aj,A,) € & et tout point M de [A7, Az], M est un point de & On a montré que &
est un convexe de RZ.

Enfin, f concave sur I & —f convexe sur I & V(x,y) € IZ, VA € [0,1], —f((T = A)x +Ay) < (1 —A)(—f(x)) + A(—f(y)) & V(x,y) € 12,
YA € [0, 1], f((T—A)x + Ay) > (1 — N)f(x) + Af(y).
A

Dorénavant, les équivalences du théoréme 3 devient les définitions d’une fonction convexe ou concave sur un intervalle :
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f est convexe sur I & V(x,y) € 12, VA € [0,1], f((1 —A)x +Ay) < (1 —A)f(x) + Af(y).
f est concave sur I & V(x,y) € 12, VA € [0,1], f((1 —A)x +Ay) > (1 — A)f(x) + Af(y).

Il existe des fonctions qui sont & la fois convexes et concaves : les fonctions affines. On peut montrer que ce sont les seules
fonctions & étre a la fois convexes et concaves :

Exercice 1. Soit f une fonction de R dans R telle que :

V(x,y) € R2, YA € [0, 1], f((1T —A)x + Ay) = (1 — A)f(x) + Af(y).

Montrer que f est une fonction affine. Etablir la réciproque.

f(1) —£(0)

0 =1(1) —f(0) et b =f(0). Soit x

Solution 1. Montrons que pour tout réel x, f(x) = ax + b ol on a posé a =
un réel.

ler cas. Si 0 < x < 1, alors x € [0, 1]. Posons A = x ou encore x = (1 —A) x 0+ A x 1 avec A € [0, 1]. Par hypotheése
fix) =f((T—=A) x0+Ax 1) =(1—=A)F(0) +Af(1) = A(f(1) — f(0)) + f(0) = ax + b.

1
2éme cas. Si x > 1, alors 1 € [0,x]. Dans ce cas, il existe A € [0,1] tel que T = (1 —2A) x 0+ Ax (& savoir A = < et donc

X —

1
aussi 1 —A = ). Par hypothése,

f(1) =1((1—=A) x 04+ Ax) = (1 = A)f(0) + Af(x) =

puis f(x) = xf(1) — (x — 1)f(0) = (f(1) —£(0))x + f(0) = ax + b.
X

et
x—1

3éme cas. Si x < 0, alors 0 € [x, 1]. Dans ce cas, il existe A € [0,1] tel que 0 = (1 —A) x x + A x 1 (& savoir A =

1
donc aussi 1 — A = m) Par hypothése,

£0) = F((T = A)x +A x 1) = (1 = A)f(x) + Mf(1) =

puis f(x) = (1T —x)f(0) +xf(1) = (f(1) — (0))x + f(0) = ax + b.
On a monté qu’il existe deux réels a et b tels que, pour tout réel x, f(x) = ax + b. Donc, f est une fonction affine.
Inversement, soit f une fonction affine. Il existe deux réels a et b tels que, pour tout réel x, f(x) = ax + b. Soient alors
(x,y) € RZ et A € [0, 1],

(T=A)f(x) +Af(y) =1 —=A)(ax+b) +Alay + b) = a[(1 —A)x + Ayl + b = f((1 —A)x + Ay).

Les fonctions affines sont les fonctions a la fois convexes et concaves.

Théoréme 4. (Inégalité de JENSEN)
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R.

f est convexe sur I si et seulement si

V> 2,V (xi)ycien € 1™ V(A cicn € 0,117, <Z AM=1=1 <Z Am> <) M (xi)> .

i=1

DEMONSTRATION . < / Supposons que Vn > 2, V(Xi)1<1<n el™, V(A‘)1<1<n <Z7\ =1=f (Z?\ X1> < Z (x1)>.

i=1
Quand n = 2, on obtient la définition d’une fonction convexe (en remplagant x; et x, par x et y et en remplagant A; et A, par A et
T—Acar Ay +A =1).

= / Supposons f convexe sur I. Montrons par récurrence que

V> 2,V (xi)icien € 1M V(A cicn € 0,11, (Z N=1=f <Z 7\0(1) < me(xi)> (Pn).
i=1 i=1

e (P3) est vraie par définition d’une fonction convexe.
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e Soit n > 2. Supposons (Pn).
n+1

Soient (X1,...,Xn,Xn+1) € ™ et Ayee iy Ay Angt) € [0,1]““ tel que Z}"‘ =1.
i=1
n
ler cas. SiAny1 =1, alors Z?\i =0 puis, Vi € [1,n], Ai =0 (réels positifs de somme nulle). Dans ce cas, 'inégalité
i=1
est immédiate (c’est une égalité).

2éme cas. Sinon A1 € [0, 1] et en particulier, Z?\i =1—An1 > 0. On commence par constater que
i=1
n

f()\]Xl +...+)\nxn+)\n+lxn+l) < ]7 n+1 Z 1— X1+)\n+]xn+1> .

}\n+1
. i . Ai MA...+A
Pour i € [1,n], posons A{ = ————. Tout d’abord, pour i € [1,n], 0 < A{ = - < 1 ree A g
1 7)\n+] 1 7)\n+] 1 7)\n+]
. Z M
De plus, N=—" =1
; 11— }\n+1
Ensuite, en supposant avoir numéroté les réels x1, ..., xn de telle sorte que par exemple x1 < x2 <...< Xp, 0n a
n n
X1 =X1 Z?\: = Z?\{X]
i=1 i=1
n
< Z Aixi
i=1
n n
Z?\ Xn :XHZAL = Xn
= i=1
n n
Donc, x; Z < xn ou encore le réel x = Z A ixi est dans [x7,xn]. Puisque x; et xn sont dans I et que I est

i=1
n

un intervalle, on en déduit que [x1,xn] C I. Donc, le réel x = Z A{xi est un réel de I. Mais alors,
i=1

f( Ant1 Z 1 _}\n+1 T Xi +)\n+1xn+l> = f(“ 7)\n+1)x+)\n+lxn+l)

(T =Ang1) FO) 4+ A f (xXng1)

(puisque f est convexe sur I et que x et x4 sont dans I)

=1 =An1)f <Z }\ilxi> + Ani1f (Xne1)

i=1

n
<O =Aner) 3N (%) + A f (xns1)
i=1
n
(par hypothése de récurrence en tenant compte entre autre de Z A=1)
i=1

n+1

i £ (xt) + Anir f (xns1) Z“ xi)

Le résultat est démontré par récurrence.
a

On mettra en ceuvre plus loin l'inégalité de JENSEN dans ’exercice sur la comparaison entre la moyenne arithmétique et
la moyenne géométrique de n réels positifs.

On peut affiner la définition d’une fonction convexe :
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DEFINITION 6. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R.

On dit que f est strictement convexe sur I si et seulement si si et seulement si V(x,y) € 12 tel que x #y, VA €]0, 1],
f((1T=A)x+Ay) < (1 =A)f(x) + Af(y).
On dit que f est strictement convave sur I si et seulement si si et seulement si V(x,y) € 1% tel que x #y, VA €]0, 1],
FI(T=A)x+Ay) > (1 —AN)f(x) + Af(y).

2.2 Caractérisation par la « fonction pente »

Théoréme 5. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R.

f est convexe sur I si et seulement si

Vxo € I, «la fonction pente en xo » @« @ I\{xo} — R est croissante sur I\ {xo}.
f(x) —f (xo0)
X —Xo

X

f est strictement convexe sur I si et seulement si la fonction pente en tout xo de I est strictement croissante sur I.

On a un théoréme analogue pour les fonctions concaves en remplacant le mot « croissante » par « décroissante ».

DEMONSTRATION .
e Supposons que pour tout xo de I, la fonction @y, est croissante sur I\ {xo}.

Soit (x1,%x2) € I? tel que x1 < x2 et A €]0,1[. On a donc x1 < (T —A)x1 +Ax2 < x2. La fonction @, est croissante sur I\ {x;}. Donc,
@x; (1T =A)x1 +Ax2) < @, (x2). Cette inégalité s’écrit explicitement

f((] 7)\)X] +7\X2)*f(X]) < f(Xz)ff(Xﬂ
(T=Ax1+Ax2)—x1 x2—x1

ou encore fFla _}\))\X(;jz\z))_ f i) < f(xiz) :;(X]) puis T ((1 —=A)x1 +Ax2) — f(x1) < A(f(x2) —f(x1))

(car x2 —x1 > 0) et finalement

T =A)x1 +Ax2) < (T=A)f (x1) 4+ Af (x2) .

Cette inégalité reste claire quand A =0 ou A =1 ou x1 = x2 et on a donc montré que f est convexe. Enfin, si pour tout xo de I, la
fonction @y, est strictement croissante sur I\ {xo}, on remplace ci-dessus les inégalités larges par des inégalités strictes et on obtient
le fait que f est strictement convexe sur I.

e Supposons f convexe sur 1. Soit xo € I. On supposera dans ce qui suit que xo n’est pas une borne de I, la démonstration s’adaptant
facilement dans le cas contraire. Soit (x1,x2) € I tel que X1 < x2. Trois cas de figure se présentent :

ler cas. Supposons xo < X1 < X2.

Soit A = X1 X0 )\ est un réel de 10, 1[ tel que x1 = (1 — A)xo + Ax2. Puisque f est convexe sur I,

X2 —Xo
£(x) = F((1= Axo +Ax2) < (1= A)F (x0) +Af (x2) = o1 (x0) + - —>F (x2)
X2 —Xo X2 —Xo
puis
—(x1 —x X1 —X X1 —X
) —F (o) € X0y 4 M X0 () = X0 (1 5) f )
X2 — Xo X2 — Xo X2 —Xo
et donc @y, (x1) fFla) = f(xo) < fxa) — f [x0) = @x, (x2) aprés division des deux membres de I'inégalité par x; —xo > 0.

~X
X1 — X0 X2 —Xo
2éme cas. Supposons X1 < X2 < Xg.

Soit A = u. A est un réel de 0, 1 tel que x2 = (1 — A)x1 + Axo. Puisque f est convexe sur I,

X0 — X1
Xo — X X2 —X
f(x2) < (1T —=A)F (x1) + Af (x0) = ——=2f (x1) + —=—1f (xo)
X0 — X1 X0 — X1
puis
Xo — X X2 —X X2 —X
fx2) = Fxo) < Z222F (x1) + ——2F (x0) = ————2 (f(x1) — f (x0))
X0 — X1 X0 — X1 X1 —Xo

et donc encore @y, (x1) < @x, (x2) aprés division des deux membres de I'inégalité par x2 —xo < 0.

3éme cas. Supposons X1 < Xo < Xx2. D’aprés les deux premiers cas,

T ZT00) g (1) = 0y (xe) < 0, (12) = 0, [x1) < s, (o) = 02T ),
1 —Xo X2 — Xo
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Ceci montre que la fonction pente en xo est croissante sur I\{xo}. D’autre part, si f est strictement convexe sur I, on remplace toutes
les inégalités larges précédentes par des inégalités strictes et on obtient le fait que la fonction pente en xo est strictement croissante

sur I\ {xo}.
]

Notons au passage cette configuration usuelle concernant les fonctions convexes : si x < z <y,

f2) = flx) _ fly) = x) _ fly) = f(z)

~ ~
zZ—X y—x y—z

2.3 Caractérisation des fonctions convexes dérivables

Théoréme 6. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R. On suppose de plus que f est
dérivable sur I.

f est convexe sur I si et seulement si f’ est une fonction croissante sur I.
f est concave sur I si et seulement si f’ est une fonction décroissante sur I.

DEMONSTRATION .

e Supposons f’ croissante sur L. Soit (x,y) € 12 tel que x < y.

Pour A € [0, 1], posons g(A) = (T — A)f(x) + Af(y) — f((T — A)x + Ay). La fonction A — (1 —A)x + Ay est dérivable sur [0, 1] & valeurs
dans [x,y] C I et la fonction f est dérivable sur I. Donc la fonction A — f((1 —A)x + Ay) est dérivable sur [0, 1] et il en est de méme
de la fonction g. De plus, pour A € [0, 1],

g’ () = fly) — f(x) — (y —)F (1 = N)x + Ay).
D’aprés le théoréme des accroissements finis (puisque f est continue sur [x,y] C I et dérivable sur |x,y[C I), il existe un réel ¢ €]x, y[ tel
que f(y)—f(x) = (y—x)f’(c) ou encore, il existe un réel Ay €]0, 1[, & savoir Ag = %, tel que f(y)—Tf(x) = (y—x)f’" ((1 —Ao) x + Aoy).

Donc,

YA€ [0,1], g'(A) = (y—x) [ (1 —Ao)x +Aoy) — ' ((T—=A)x +Ay)] .

La fonction affine A — (1 —A)x + Ay = Ay — x) — x est croissante sur [0, 1] (car x < y) et donc la fonction A — ' ((1 —A)x + Ay)
est croissante sur [0, 1] puis la fonction g’ est décroissante sur [0, 1]. Puisque g’ (Ao) = 0, on en déduit que g’ est positive sur [0, Ao]
et négative sur [Ao, 1].

Ainsi, la fonction g est croissante sur [0,Ao] et décroissante sur [Ag, 1]. Puisque g(0) = g(1) = 0, la fonction g est positive sur [0, 1]
ou encore

VA € [0, 1], f((T—A)x +Ay) < (1 —A)f(x) + Af(y).
Donc, la fonction f est convexe sur 1.

f(t) — f(x)

e Supposons f convexe sur 1. Soit (x,y) € I? tel que x < y. Puisque la fonction @, : t— Ir—— est croissante sur I\{x} (d’apres
, L. fly) —f ,
le théoréme 5), pour tout t € IN]x, +ool, @x(t) > lim @x(u) = f'(x) et en particulier, fly) = flx) > f'(x).
u>x y -X
De méme, la fonction ¢, : t — ﬁ est croissante sur I\ {y} et donc @y(x) < &ILI}J @y(u) = f'(y) et en particulier,
u<y
fly) — f(x ,
(W) =) _
y—x
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On a donc f'(x) < w < f'(y) et en particulier f'(x) < f’(y). On a montré que f’ est croissante sur I.

On démontre de maniére analogue le théoréme suivant :

Théoréme 7. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R. On suppose de plus que f est
dérivable sur I.

f est strictement convexe sur I si et seulement si f’ est une fonction strictement croissante sur I.
f est strictement concave sur I si et seulement si f’ est une fonction strictement décroissante sur I.

et on en déduit :

Théoréme 8. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R. On suppose de plus que f est deux
fois dérivable sur I.

f est convexe sur [ si et seulement si f” > 0.
f est concave sur I si et seulement si f” < 0.

Si f” > 0 sur I sauf peut-étre en un nombre fini de points, alors f est strictement convexe sur I.
Si f” < 0 sur I sauf peut-étre en un nombre fini de points, alors f est strictement concave sur I.

Démonstration. On sait que ' est croissante sur I si et seulement si (f')’ = f” est positive sur I.

DEFINITION 7. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R, deux fois dérivable sur 1.

Si xo est un réel de I en lequel f” s’annule en changeant de signe, on dit que le point (xg,f (xp)) est un point
d’inflexion de la courbe représentative de f.

Un point d’inflexion est un point de la courbe en lequel la concavité change de sens. On verra aussi qu’en un point
d’inflexion, la courbe « traverse sa tangente ».

<0

7> 0

BREERY

Dans les théorémes de ce paragraphe, nous avons rajouté des hypothéses du genre « on suppose f dérivable ou deux fois
dérivables sur I ». Le fait que la fonction f soit convexe ou concave n’entraine absolument pas que la fonction f soit
dérivable sur I. Par exemple, la fonction x — |x| est convexe sur R mais n’est pas dérivable sur R.

Néanmoins,
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Exercice 2. Soit f une fonction convexe sur un intervalle ouvert I de R.
1) Montrer que f est dérivable & droite et & gauche en tout réel de I.

2) Montrer que f est continue sur I.

Solution 2.

1) Soit xp un réel de I. Puisque I est un intervalle ouvert, I N ]—oo,xo[ et 1N Ixo,+ool sont des intervalles ouverts non

f(x) —f(x
vides. Puisque f est convexe sur I, la fonction pente en xo (& savoir @y, @ x — ()7(0)) est croissante sur I\ {xo}.
X —Xo
On en déduit que cette fonction admet des limites réelles a droite et & gauche en x¢. f est donc dérivable a droite et a

gauche en xo.

2) Soit xo un réel de I. D’aprés 1), f est dérivable a droite et & gauche en x¢ et en particulier, f est continue a droite et a
gauche en xg. Mais alors f est continue en x¢. Ainsi, f est continue en chaque réel xo de I et donc f est continue sur I.

2.4 Tangentes au graphe d’une fonction convexe

Soit f une fonction dérivable et convexe sur un intervalle I de R & valeurs dans R. Soit a un réel. On va montrer que
la courbe représentative C¢ de f est au-dessus de sa tangente (T,) en son point d’abscisse a sur I. Une équation de la
tangente a C¢ en le point (a,f(a)) est

y="~'(a)(x —a)+f(a).

Pour x € I, posons g(x) = f(x) — (f’(a)(x — a) + f(a)). g est dérivable sur I et pour tout x de I, g’(x) = f'(x) — f'(a).
Puisque f est convexe sur I, f/ est croissante sur I. Puisque g’(a) = 0, on en déduit que g’ est négative sur IN] — oo, a] et
positive sur IN [a, +oo[. La fonction g admet donc un minimum en a égal & g(a) = 0. Ceci montre que la fonction g est
positive sur I et donc que

vx €1, f(x) > f'(a)(x — a) + f(a).

On a montré que Cr est au-dessus de (Tg) sur I.

Commentaire 1. Si de plus, f est de classe C' sur I, on peut aussi constater que pour x € I,

X

f(x) — (f'(a)(x — a) + f(a)) = (f(x) — f(a)) — f'(a)(x — a) :J (f'(t) — f'(a)) dt

a

et vérifier que cette intégrale est positive en discutant suivant le fait que x > a ou x < a.

Commentaire 2. Dans le cas ou f est strictement convexe, en adaptant la démonstration ci-dessus, on montre que Cs
est strictement au-dessus de (T,) sur I\ {a}.

Commentaire 3. Enfin, si f est concave sur I (resp. strictement concave sur I), C¢ est au-dessous de (Tq) sur I (resp.
strictement au-dessous de (Tq) sur I\ {a}).
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2.5 Inégalités de convexité

De ce qui précede, on a 'habitude de déduire que « le graphe d’une fonction convexe est au-dessus de ses tangentes et
au-dessous de ses cordes » (étant entendu que le graphe est au-dessus de sa tangente sur I tout entier et au-dessous de la
corde joignant les points (a, f(a)) et (b, f(b)) sur le segment [a, b] uniquement).

Cette constatation explicitement utilisée fournit des inégalités appelées « inégalités de convexité ». On donne ci-dessous
un certain nombre d’inégalités de convexité classique & connaitre.

e La fonction exponentielle est strictement convexe sur R car sa dérivée seconde, & savoir x — €%, est strictement positive
sur R. Son graphe est donc au-dessus de sa tangente en (0,e®) = (0, 1) sur R et strictement au-dessus sur R*. Ceci fournit

VxeR, e*>1+xetVx e R e >1+x. I

i
.l
1
1
— _/% —
-5 —4 -3 -2 /-1 1 2 3 4 5
_'I,,

En constatant que le graphe de la fonction exponentielle est au-dessus de sa tangente au point (1,e), on obtient aussi :
Vx € R, e* > ex.

. . . . 1
e La fonction x — In(1 + x) est strictement concave sur ] — 1, 4oo[ car sa dérivée seconde, & savoir x — — 5 est

(T4+x)
strictement négative sur ] — 1, 4+o00[. Son graphe est donc au-dessous de sa tangente en (0,In1) = (0,0) sur | — 1, +o0[ et
strictement au-dessous sur ] — 1,0[U]0, +oo[. Ceci fournit

Vx €] — 1, 4ool, In(1T+x) < x et Vx €] — 1,0[U]0, +ool, In(1 +x) < x.
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e La fonction x — sinx est strictement concave sur [0, E} car sa dérivée seconde & savoir x — —sinx, est strictement

T T

négative sur } 0, z} . Son graphe est donc au-dessous de sa tangente en (0,sin0) = (0,0) sur [O, z} et strictement au-dessous
U T s

sur }O, E} et son graphe est au-dessus de sa corde joignant les points (0,0) et (E, 1) sur [0, E} Ceci fournit entre autre

2
Vx € {O,—}, —x <sinx < x.
s

N I ST

1
Exercice 3. (comparaison entre la moyenne géométrique et la moyenne arithmétique de n réels positifs)
Soient n > 2 puis (Xx1,...,Xn) € [0, +oo[™. Montrer que
X1 +...+X
Yn > 2, V(x1y...,%n) € [0,+00[™, ¥/X7...%Xn < %
Solution 3. Soit (x1,...,%Xn) € [0, +oo[™.

Si il existe 1 € [1,n] tel que x4 = 0, 'inégalité est immédiate car dans ce cas, /X7 ...xn =0.

Supposons donc : Vi € [1,n], x; > 0. La fonction In est concave sur ]0, +-ool car sa dérivée seconde, a savoir x — ——, est
X
1 1
négative sur ]0,+oo[. Les n nombres A; = - A = mERTEE An = o sont n réels positifs de somme 1. D’aprés 'inégalité

de JENSEN

lln(m+---+lln(xn)<1n(lxl+...+lxn)
n n n n

ce qui s’écrit encore

n

In (V) <1<L>

et finalement

X1+ ... +Xn
—

VX1 ...Xn <
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La moyenne géométrique de n nombres est toujours inférieure ou égale a la moyenne arithmétique de ces n nombres.

a+b
En particulier, quand n = 2, on obtient : ¥(a,b) € [0, +00[%, Vab < — On rappelle que cette inégalité peut s’obtenir

directement par un calcul algébrique sans passer par analyse (dérivées, fonction logarithme, ...) :

S - (e 2a o) =1 (v vB) o
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